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Theoremata  quaedam  de  Iiemniscata 

Bernouillana. 


Auetore 


D.  Bierens  de  Haan, 

Math.  Mag.  et  Phil.  Nat.  Doct. 


Amstelodanicnai. 


1.  Lemniscatae  Bernouillanae  aequatio,  sl  curvae  centrum  et 
axin  pro  origine  coordinatarum  reetangularium  et  axi  abscissarura 
sumamus,  est 


Lineae  e  centro  duetae,  cum  alterutra  axis  parte  angulum 
45°  includentes ,  curvam  in  centro  tangunt,  quod  ex  aequatione  (b) 
(ub  r*=0)  patet,  unde  Tangentes  Centrales  nuneupantur. 

2.  Theorema  1.  Lemniscatae  semi-axis  media  proportio- 
nalis  est  radiuiu  veetorera  inter  et  normalem  polarem 
cujusvis  curvae  puneti;  quando  systemate  (b)  utamur. 

Ex  aequatione  (b)  enim  sequitur: 


(a?+y*)2=aHx*-y*),  (a) 


dr  »2Sirr2y 


(1) 


unde  normalis  polaris  invenitur 


Theil  XI. 


! 


3.  Coro  Hartum.  Hinc  sequitur  methodus  normalem  ducendi. 

In  radii  vectoris  productione  inde  a  centro  partem  sumas  semi- 
axi  aequalem ,  ex  cujus  tine  ad  axem  rectam  chicas  rectae  paral- 
lelam,  e  vertice  ad  juinctum  datum  ductae ;  cum  recta,  ita  in  ax| 
inde  a  centro  praecisa,  e  puncto  dato  circuii  a reu  in  ducas,  qui 
pcrpendiculum  e  centro  in  radium  vectorem  erectum  in  duobus 
punetis  secabit,  quorum  unum  cum  puncto  dato  conjungendum  est, 
ut  normalem  babeas.  Quae  selectio  in  figura  nullius  erit  diföcul- 
tatis.  Cacteroquin  patet,  alteram  intersectionem  valere  pro  altera 
radii  vectoris  produeti  extremitate. 

4.  Theorema  II.   Circulus  osculatorius  cujusvis  Lemnisca- 

tae  puneti  (ri9(pi)  in  eodem  puncto  curvam  intersecat, 
nec  non  in  puncto,  cujus  radius  vector  est 


ri4 


(3) 


V(4a«-3r4«> 

Cujus  circuii  aequatio  polaris  in  systemate  (b)  est 

ra-2(|Cos9)+i?Sm9>;r  +  |2  +  i?a  =  o2,  .    .  (4) 

ubi  £  et  ff  sunt  coordinatae  centri  osculationis  et  o  radius  curva- 
turae.    Horum  valorcs  inveniuntur  esse 

quibus  in  aequationem  (4)  substitutis,  fit 

r*-*^(Co»*<pl.Co8<p—S\n*<pl.S\n<p)r  +  y=0.  (5) 

Pro  puncto  intersectionis,  si  adsit,  sint  coordinatae  polare? 
r.2,  q>2  ;  simul  esse  debet 

r22 — ^  (Cos3^  .  Cos  <p2  —  SinVi  -  Sin  <j>g,)  r2  +  ^  =  0 , 

raa— a2  Cos  2<jp2; 

uixle,  eltminando  r4, 

(3a2 Cos 2y2  f  a2  Cos  2qp,  )2a2  Cos  2^ 
—  16a4  (Cos39i  Cosgp* — SinVi  .Sin<p2)2a2Cos2qp2, 

vel 

2Sin32<p, .  Sin2g>2 .  Cos  2^ 
=  ^Cos229B.Cos29)1  (l  +  2Sin22g>1)  +  2 Cos  2<^  —  Cos*}^ ; 

unde  quadrando  et  reducendo 
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Cos4  2*,  (4  -  3Cos*2fe )  -  4  Cos  «2^ .  Cos  2<p,  (3  -  2  Cos%,, ) 
+  6Cos*2<^ .  IWS^  (2  -  Cos*27l )  -  4Cos  2^ .  Cos*^, 

-fCos-2^^0; 

vel,  si  pona* 


Cos2ga  _  /r2y_ 
Cos  2p,  ~  W 


erit 


0=4^(p'-3^+3/i  - 1)  -  Cos^tfp4- V+fy'*  -  IX 
=  (/>  -  1)  3{4/>  -  (3/>  + 1)  Cos22^  j. 

Tres  factores  w— 1=0,  vel  />  =  !,  indicant  contacturo  secundi 
ordinis,  sive  oscuLationem  una  cum  intersectione  obtinere  in  puncto 
(fi  '<PJ-  Quartam  vero  intersectionem,  si  exstet  rationalis,  petere 
debemus  e  quarto  factore,  unde 

ra*_     Cos*  2^   r£ 

v    V     4-3Cos*2<n       4a2- 37,«  ' 

et 


r2•"V(4«*:-3J•1ä)• 

Coroilarium.   Inde  sequitur  pro  vertice,  ubi  r,=a,  etiam 
r2=a  esse,  unde  hoc  puncto  contactus  tertii  ordinis  obtinet. 

5.    Theorcma  III.     Lemniscatae  tangentes,  Tangenribus 
CentraJibus  parallelae,  cum  hisce  quadratum  efliciunt. 

coordinatarum  rectan- 
aequationem  (ob 

(*/a+ya)2  =  2a**Y;  (c) 

unde 


ergo 

pro  y'  maximo,  yi'2=3aV*,  et  ex  (c)  Xi'  =  \aV\,  , 

4 

pro      maximo,  et  ex  (c)  ^'  =  {flvy, 

>  • 

i  * 


(6) 
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Quia  vero  elucet,  pro  y'  et  x'  maximis  respectire  x/  et  yx' 
cum  directioni  tangentis  alteri  Tangenti  Centrali  parallelae  coincidere, 

sequitur  Utas  cum  hisce  quadratum  eflficere,  cujus  latera  \aV\ 
aequatia  sunt. 

6.  Caeterum  ex  valoribus  xx  et  yt'  (6)  babemus  pro  valori 
radii  vectoris  correspondentis ,  e  centro  divergentis, 

ri  =  vW*  +yi,2)=V{iaVV  +  \a*Vl)=aVl 
Hinc  dedueitur 

Co829l=^=VJ,  top^aOP,  9.  =15°. 

Unde  ex  nota  proprietate  sequitur 

Corollarium  1.  Radius  vector,  qui  contactum  curvara  inter 
•et  hocce  quadratum  centro  jungit,  Lemniscatae  Quadrantis 
aream  bisecat. 

7.  Quia  boc  radio  vectore  io  quadrato  triangulus  rectangulus 
determinatus  cujus  area  est 

tibi  Q  est  Lemniscatae  Quadrantis  area,  nobis  est 


Corollarium  2.  Figura  mixtalinea,  quae  in  quadrato  memo« 
rato  a  Lemniscatae  arcu  dererminatur ,  inde  a  9=45°  usque 
ad  <p  =  15a,  Quadrantis  quartae  parti  aequalis  est. 

Est  enim  figurae  hujus  mixtaelineae  area 

8.  Theorema  IV,  Area  pro  quovis  Lemniscatae  puncto 
radium  vcctorera  e  centro  divergentem  inter  et  axin  con- 
tenta,  areae  trianguli  aequalis  est,  qui  latera  [habet 
eundem  radium  vectorem,  normalem  polarem  in  syste- 
mate  (b),  et  lineani,  e  curvae  centro  ad  mediam  lllam 
normalem  ductam. 

Area  sie  definita  exprimitur  integrali 

ql  =i   f*' r*B<p=z{a*        B .Sin 29=^0* Sin 2^ 

»vjüpl  ......  (7) 

Trianguli  memorati  area  dimidio  areae  aeaualis  est  trianguli, 
cujus  latera  sint  idem  radius  vector,  subnormalis  et  normalis  pola- 
is  in  systemate  (b) ;  ex  formula  (2)  vero  sequitur  valor  subnormalis 
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Hinc  eruimus  pro  prioris  trianguli  arca 

*'*riV~V~"  4  * 

9.  Ut  aream  exprimamus,  inter  cujusvis  Lemniscatae  puncti 
,  curvae  arcum  et  axin  contentam,  in  fornmlam  notam 


9'  =f  yfo 

ralorem  y  ex  aequatione  (a)  deductum,  nempe 
substituamus ,  ac  ponamus 


^ifd,^-*-'*^***)',   ...  (9) 

quod  integrale  ut  rationale  reddamus,  ponamus 

—  q*-p+aV(q*+4r)__  2 
 w  , 

v 

unde,  quia  9  generaliter  t»  0  non  est  aequale,  sequitur 


e=(T+^-2oi'  et9e=(T+Ä-4«lwa'<' 

Ergo  integrale  ipsum  fit 

dum  limites  fiunt 

pro  x=xlt  c=eLzl2,  w=^=tang9>1;  ) 

x»  >  .    .   .  (11) 

pro  x=a,   t?  =  2aa,    w=0.  ) 
10.  Hinc 

Theorema  V.  Pro  quocunque  Lemniscatae  puncto  (x,  w) 
eonstruas  A  quartam  proportionalem  ad  r,  x  et  y,  Ja 
et  C  tertias  proportionales  ad  r  et  a,  et  ad  r  et  w  re- 
spective;  D  quartam  proportionalem  ad  r,  B  ei  A; 
rectanguius,  C  inter  et  D  constructus,  areae  aequalis 
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erit,  quae  ab  ordinara  puncti  dati  usque  ad  vertkem 
curva  et  axi  continetur. 

Area  meraorata  enim  exprimttur  integrati  (10)  intra  Iimites 

=  c  et  x=xx ,  vel  w  =  0  et  est  ergo 

3 

Rectanguli  Ulius  vero  area  est 

C.D=C  diä=£ .  -L  L=  ^ 

r        r         r  r4 


11.  Theorema  VI.    Pro  duobus  Lemniscatae  punctis,  quo- 

rum  coordinatao  polares  sint  rx ,  <p^  et  r.2,  <ps,  construae 
radios  vectores  r3 .  r4,  r5,  r6  ,  qui  cum  axe  respective 
includant  angulos  45°  —  9,,  45° — g>2>  45°  —  2g>j ,  45° — 
2g>2;  a  diflerentia  (juadratoruni ,  in  dimidia  r3  et  r4  con- 
structorum ,  si  dinndium  abstrabas  differentiae  quadrato- 
rtim,  in  dimidia  r6  et  r6  constructorum,  area,  quae  re- 
stat,  aequalis  erit  areae,  quae  continetur  axem  et  cur- 
vam  intcr  ac-ordinatas  duorum  puncturum  datorum. 

Haccce  area  aequalis  est  integrali  (10)  iotra  Iimites 
tt>=taus<p,  et  ic=tang<p4; 

«11™*!*%  -  nql?S?\,=q8(Si»VCosyg--SinVi.Cosyi) 
(l+tang2^2     (i  +  tangV)2 

4  aa  (Sin2  <p,2 .  Sio  2^  —  Sin  *<j>j  .  Sin  2o>|) 

\  a*  (Sin 2g>2  —  Sin  2g>j )  —  *aa (Si n  4<jp2 — Sin  4^ ) 

=  J««|Cos2(45°— —  Cos'l(45°—  <?,)} 
-  £a*{  C»s  2(45°  -  2^)  -  Cos  2  (450-  2^)  ! 

t  flry-MHlV-^)]1  }-i  I  [ir  {«--2*,)]*-lir(44.-.«yl)]»|.(13) 

12.  Theorema  VII.   Si  in  radium  vectorem,  e  foeo  diver- 

gentem, triangulum  describas,  excentricitatetti  et  «emi- 
axin  latera  habentem ,  triaii"uli  area  aequalis  erit  seg- 
mento  Lemniscatae,  nunc  radium  vectorem  inter  et  semi- 
axin  contento. 

N.  B.  Harum  arearum  differentialia  aequalia  esse,  jam 
u  riro  doct  J.  A.  Serret  in  Dlano  Journal  de 
Liouville,  Tomo  XI,  pag.  89,  enunciatum  est. 
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Si  focum  et  axiu  Lemniscatae  pro  polo  et  axi  coordinatarum 
pol  an  um  (r,<p)  ussunmmus,  facile  Lemiuscalae  aequatio  prodit 

H-4«-8C069  +  4€2r2=.e4;  .    .     .    .  (d) 

oode 

^  r4  +  4par2  —  e*    vcp        r9  —  3<?r  Cos  w -+  2e2  /ti. 

4er3  Br  er*Cos<p 

quoram  ope  eruimua  aream  menioratam  es.se 

*j  v(ra_<,2)*.v(_r4+o^-i)  Vc/ 

=tV  (^S+0S~1)"'v/(~r4+6p5^4)  *  * (,5) 

Est  arca  trianguti  commemorati : 

V/r  f  e  +  eV2  r  +  e  —  ev2  t—e  +  eV'l  -r+i '  ±Sj/2\ 
\       2        '        2  2  2  ) 

=y  ^0[±£)!z^f  -(?-€)*  [-  2e^  =  y  ^rH'2ir--cg  -rH2er+c»^ 

Q.  E.  D. 

13.  Theorema  VHL  CJrculum  desctfbatt  in  Lemätelattfe 
totum  axin,  nee  non  duos  ci reu  los  e  focis  cum  radio 
excentricitati  aequali;  porro  lineara  ducas  cum  perpen- 
diculo,  e  centro  in  aiin  Crecto,  eundem  an^ulum  efti- 
cientem,  ac  radtus  vector,  se^mentum  quodvis  Leroni- 
scatae  abscindens,  cum  axe  ihcladit!  haeeco  liuea  a 
figara  curvalinea,  (quae  in  primo  circulö  restat  pe*t 
arearum  ei  cum  dunbus  postcrioribus  circulis  communium 
abstractionein)  inde  a  perpendiculo  memorato  partem 
absctndlty  quae  iHi  Lemniscatae  segmenfo  aeqtnifis  efct. 

Sit  (Tab.  I.  Fig.  1.)  ^JOQ^AAOP^y^  Si  lineae  OQ 
cum  circulo  OF  intersectionetn  M  Cum  foco  jungas,  erit 

Er*o 

Segmentum  OXM 0  =  2e2<p, .       —  i<»*Siii2g>i 

a 


- 
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quodVi  a  valore  Sectoris  OJÖO=o*9>,.^S5  abscindas,  manet 

figura  mixtalinea  OJQMXO—\  a^Sin^,  idera  valor  ac  (7). 

Q.  E.  D. 

14.    Theorema  IX.  Aequationis 

integralium  amborum  valores 

unde  r2=a*Cos2V;  ) 

et 

»*=i+w  ,y=-T+co-85^r' unde  ,r  =i+<w(,8) 

^  * 

ad  Lemniscatae  arcus  complementares  pertinent. 
Primo  ex  aequationibus  (17)  sequitur 

i 

=aVMV  1 V (*  +  2 C^»)a-H2Co,»»,l)«  I  =   ; 

«v  i,(t'  )       1-f  Cos2^        ^        *    ;  j     V(l— iSin»' 

(** + y a)2  =  (r*)2 = a4  Cos4 1/;  =  aa .  a»Costy  ( t  _  Sin2 1{/) = a2  (a:2—  y 2) . 

Porro  ex  aequationibus  (18)  sequitur 

G*Hirf)a=G»y=    fl4Sin4^   -fl2  a2Sin2tKl-Cos2  tfr) 
U    Tiy  ;     11  ;      (l  +  Cos2t/02  (1  +  Cos2^)2 

=a2(1*2-1y2); 

ita  ut  revera  et  aequationi  differentiali  (16)  satisfaciant  et  Lerani- 
catae  coordinatas  cxpriraant  valores  (17)  ut  et  (18).  Denique 
üsdem  eruimus: 

«__a2—  a2Cos2i/>   a       «ö2 — r2  /1AV 
a2+a2Cos2^  a2  H-r2  v  ' 
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quae  omnino  est  relatio  inter  arcuum   complemcntarium  radios 

redores. 

15.  Theorema  X.  Leraniscatae  arcus  directi  (id  est,  qu: 
a  centro  initium  ducit)  duorura  arcuum  directorum  (qui- 
bus  respondeant  radii  vectores  rt  et  r$)  sumraae  vel  dtf- 
fereotiae  aequalis,  radius  vector  r  valoreni  habet 

r=„.  jÜtoSiy^,  .  .  (20) 
Ex  formula  (20)  enim  sequi  tur,  post  reductionem , 

g«  ^><t(^-yi%2)V/(«4~n4)(o4^4)T2aVlra(rlHr^>  1 
(«4+r12r.24)*V(o4--r14)(a*— ra4)  ' 

V(a*-r*)=a*  (^~rA^V(«4-r,p|o4-V)T2aV1ra(r1Hr^ .  ^ 


_  _  fr, .  V(g«-  V)  +  fr«  V(<i«  -  r,  4) 


VC«4— r,*)*  V(a4-r4V 


et  iutegrando 


Arc.dir.(r)=Arc.dir.(r1)±Arc.dir.(r4),    .   .  (22) 
Q.  E.  D. 

16.  Hyperbolae  Aequilaterae,  quae  axin  majorem ,  centrum 
et  vertices  cum  Lemniscata  liernouillana  commuues  habet,  (cujus- 
queGrenzpunkteocurve  ergo  est  Lemniscata)  aequatio  polaris 
io  systemate  (b)  est 

Ä»Cos2<p=:a*;  (e) 

ergo 

ÄÄr*=o«  et  Är  =  a»  (23) 

Uioc  sequitur 

c/2=ÄTang2<p;  (24) 


Subtangens  Hyp.  =  ÄCot2g>, 
Taugens  Hyp.     =  /?Cosec2g>,     }     .    .    .  (25) 
Subnormalis  Hyp.  =  ÄTang  2<p ; 
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dam  eaedem  tineae  pro  Letimiscata  sunt 

.-■ 

Subtangeos  Lenin.  =rCot2(p,  \ 

Tangens  Lenin.      =  rCosec2g>,  |  (26) 

Subnormalis  Lemn.  =  r  Tang2g>.  ) 

Habemus  igitur,  quod  ad  Lenmiscatam  Bernouillanani  et  Hyper- 
bolam  Aequllateram  cnrrespondentes,  in  hoc  systemate  (b)  sive  (e) 

Theorema  XI.  Cujusvis  Lemniscatae  r>uncti  normalis  Hy- 
perbolae  puncti  correspondentis  (ia  est  eodem  angulo 
polari  gaudentis)  radio  vectore  aequalis  est. 

Ex  form.  (2)  enim  sequitur  välor  normalis  hujusce 

=±  = 
r  r 

*  « 

Theorema  XII.  AUerins  corvae  Subnormalem  inter  et  al- 
terius  Subtangentem  rectangulus  quadrato  in  semi-axin 
constnuto  aequalis  est. 

Ex  form.  (25)  et  (26)  sequitur: 

Subn.  Hyp.  XSubt.  Lenin.  =  Subn.  Lcmn.  X  Subt  Hyp. 

Theorema  XIII.  Altcrius  curvae  Tangentcm  inter  et  alte- 
rius  Subnormalem  rectangulus  quadrato  in  Hyperbolae 
radium  vectore m  coostrueto  aequalis  est. 

Nam  est  ex  form.  (25)  et  (2C) 

■ 

Tang. Hyp. X Subn. Lemn.  =  Tang.Lemu.  X.  Subn. Hyp. 

=  R  Cosec 2<pXr Tang 2<p  =  RrSec t2<p  =  a'i$(ic2(p=tR*. 

17.  Theorema  XIV.  Circuli,  qui  per  Lemniscatae  duos 
focos  atque  punctum  quodvis  (.r,,  yx)  transit,  radius 
tertia  proportioualts  est  ad  puncti  illius  ordinatam  et 
semi-axis  diiuidium. 

Circuli  conunemorati  centri,  quod  in  perpendiculo,  e  curvae 
centro  in  axin  erecto,  jacere  debet,  abscissa  sit  p;  tunc  aequatio 
circuli  in  systemate  (a) 

xi  +  (y-p)*—r*  (27) 

pro  alteri  focorum  et  punctum  curvae  fit 

*i4^i~/0*=r2,  ia*+/>*=r*;.    ...  (28) 

» 

quaruni  differeutia '  dat 
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» 

p  ^r-2-- 

qo»  valorc  in  aequationum  (28)  ultimam  substituto,  eruimus 

rl _  rfla  ,  (*iH.yi*)»-flW  +  V)  +  J.«2 

_  2q*y,*  +«*(*,*  -y,«)-aW  +  yi*)-t>2  _  1«» 
 ~  tyi*' 


et 


18.    Coro  Hartum.    Hinc  deducitur  Lemniscatae  construetio 
satis  apta,  puto: 

Circulos  describas ,  quorum  centra  in  perpendictiln ,  e  cor- 
vae  centro  in  axin  erecto ,  mta  «int,  per  focos  transientes; 
radium  ad  focuiu  ducas,  in  quem  ex  curvao  centro  perpeii- 
diculuni  deinittas,  quod  in  illo  radio  inde  a  foco  partera  de- 
terminal  2^Ä  aequalem:  cujus  igitur  dijuidio  in  perpendiculo 
priori  ab  utraque  noeli  parte  cullocato,  ex  extreinitatibus  axi 
parallelas  ducas,  quaruin  cum  eirculo  intersectiones  Lem- 
niscatae puneta  dauunt 

11).  Theorcina  XV.  Involucrum  (Enveloppe)  circulorum, 
qui  ex  Hyparbolae  Aequilaterae  raedio  radio  vectore,  e 
centro  curvac  divergente,  cum  hocce  dimidio  radio  ve- 
ctore dueuutur,  est' Lcmniscata  liernouiilana. 

Circnli  memorati  necesse  per  centrum  enrvae  transeunt.  In 
coordiuatarum  rectangulariuni  systemate  (a)  habemus  igitur  aequa- 
tiones  circuli  et  Hyperbolae  Aequilaterae  pro  puncto  quovis  («,  ß) 

x2  +  y2=2fi«ar+^y)  =  cu:+^,     ...  (30) 
a*-ß*=a*  (31) 

Differentiando  basce  aequationes,  quod  ad  variabilia  parametra  a 
et  £,  nobU  est 

0=  xda+ydß,  et  2a6a-2j3d0=O; 

onde 

0*=-«y;  (32) 

ergo  ex  aequatione  (31) 


•» 


V(x*-y*y  P  Vir*-»*)' 


* 
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quibus  in  aequationem  (30)  Substitut*!«,  eruimus 

- 

vel 

 (a) 

aequationem  Lemniscatae  Bernouillanae. 

20.  Corollarium  1.  Circulus  memoratus,  pro  aliquo  Hy« 
perbolae  radio  vectore  constructus,  Lemniscatam  tangit  in 
puncto,  cujus  radius  vector  ab  altera  axis  parte  eundem  cum 
eo  efiicit  angulum,  ac  üle  primus  radius  vector. 

Est  enim  ex  foon.  (32) 

a  x 

quae  quotientes  repraesentant  tangentes  goniometricas  angulorum 
radios  vectores  illos  inter  et  axin  contentorum. 

21.  Corollarium  2.  Scquitur  exinde  methodus  normalem 
ducendi,  nempe: 

£  medio  cujusvis  Lemniscatae  puneti  radio  vectore  in  eum 
perpcndiculum  erigas,  cujus  cum  linea,  ab  altera  axis  parte 
cum  eo  eundem  angulum  efliciente  ac  ille  radius  vector,  in« 
tersectionem  puncto  jungas:  normalem  construxeris. 

Quia  Lemniscata  Bernouillana  locus  geometricus  est  proje- 
ctionis  centri  Hyperbolae  Aequilatcrae  in  tangentes  ( Fusspunk- 
teneurve),  sequitur,  si  ex  radii  vectoris  ex*tremitate  in  eum  per- 
pendiculum  erigamus,  hujus  cum  linea  memorata  intersectionem 
punctum  esse  ftvperbolae  Aequilaterae,  lineam  igituripsam  vadium 
vectorem  esse  rlvperbolae.  (dem  deduci  potest  ex  aequationibus 
(b)  et  (e),  unde 

r*  =  a*  Cos  Vy  —  R?  Cos  2<p .  Cos  2? , 

vel 

r=ÄCos2o5. 

Klucet  ergo,  medium  hujusce  radii  vectoris  determinari  constru- 
ctione  in  hoc  Corollario  praescripta.  Quod  denique  linea,  quae 
hoc  punctum  cum  Lemniscatae  puncto  jungit,  normalis  sit,  ex 
Theoremate  XV.  necessario  sequitur,  nam  est  radius  respectivi 
circulorum  memoratorum. 
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i 

- 

D. 

Note  sur  une  maniere  partieuliere  de 
determiner  les  eqnations  des  ligneg 
courbes,  en  faisant  usage  de  la  de- 
composition  et  delaeompogition  de  vites- 
ses, suivant  les  regles  de  la  Dynamiqne. 

I'nr 

Monsieur  6.  J.  Verdam, 

Frofessenr  de  Mathematiqucs  d  la  Facultö  des  Sciences  de  TUoirersit^ 

ä  Leide. 


Dans  la  Dynamique,  quand  on  est  parvenu  ä  determiner  les 
coordonnees  d'un  mobile  en  fonction  du  temps,  on  obtient  les  equa- 
tions  de  la  trajectoire  decrite,  en  eliminant  la  variable  t,  par  la 
quelle  on  denote  le  temps,  ecoule  depuis  le  commencement  du 
roouveinent  jusquW  un  instant  quelconque.  Si  Ton  n'a  pas  besoio 
de  connaitre  les  circonstances  du  mouvement,  mais  aue  ron  se 
propose  seulement  de  trouver  les  öquations  de  la  trajectoire,  ils 
n'est  pas  necessaire  de  descendre  aux  valeurs  des  coordone'es  rec- 
tilignes  ou  angulaires,  car  on  pourrait  sarröter  aux  expressions 
des  vitesses,  döcompose'es  dans  les  directions  des  coordonnees, 
.  puis  eüminer  I'element  dt  du  temps,  et  integrer  les  4quations,  qui 
en  resulteront.  Dans  ce  cas  nieine,  il  peut  arriver  souvent,  que 
tous  les  termes,  dans  les  expressions  des  vitesses,  ont  pour  fac- 
teurs  des  quotients  diffarentiels  de  meme  ordre  et  tous  relatifs 
a  la  meme  variable  t  ,  et  alors  le  probleme  se  simplifie  encorc,  vu 
qu'une  elimination  propremcnt  dite  de  Bt  ne  devra  pas  £tre  cffe- 
ctuee  absolumcnt.  Ceci  aura  lieu  toujours,  si  Ton  peut  distinguer 
et  exprimer  exactement  les  mouvements  partiels,  dont  se  compose 
le  mouvement  reel  du  mobile.  Car,  puisque  les  vitesses  se  com« 
posent  et  se  decomposent  com  nie  des  forces,  si  Ton  decompose 
la  vitesse  de  chaqne  mouvement  partiel,  en  d'autres,  suivant  les 
directions  des  coordonnees,  et  que  Ton  fasse  la  so  nun  e  des  vi- 
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tesses,  d4compos4es  euivant  chaquc  direction ,  on  aura  une  somme 
ou  des  sommes  de  vitcsses,  c'cst  ä  dire  une  somme  de  termes. 
chacun  multiplie  par  un  coeftieient  differenticl  relatif  ä  Ia  variable  t. 

Quoique  cette  maniere  de  determiner  les  equations  d'une  tra- 
jectoire,  appartient  tout  a  fait  a  Ia  mecanique,  on  en  peut  nean- 
moins  faire  usage  dans  Ia  geometric,  puisque  tonte  courbe  peut 
etre  consideree  comiue  la  trajectoire  «Tun  point,  mu  suivant  une 
certaine  loi,  simple  ou  moins  simple  ou  meine  tres  compliquee. 
Et  bien  que  Ia  marcbe  ordinaire,  en  se  scrvant  seulement,  ou 
autant  qifil  peut,  de  considerations  ^e  »metriuues,  est  la  plus 
courte  dans  nombre  de  cas;  cependant  d  pourroit  que  l'emploi  des 
considerations  dynamiques  mentionnecs  offrit  des  avantages  reels, 
sous  le  rapport  de  la  simplicite.  Mais  cette  maniere  merite  Tat* 
tention  sous  un  autre  point  de  vue;  cest  qu'elle  offre,  dan*  Ten- 
aeignement  des  elemens  de  la  Dynamique»  des  exemples  tres  in- 
structifs  pour  apprendre  a  distinguer  les  mouvements  partiels  ou 
elementaires ,  dont  se  compose  un  mouvement  comphque  donue, 
ä  Former  les  expressions  analytiqiies  de  ces  mouveuieuts,  ou  merae 
ä  parvenir  atix  Equations  determine>s  d'im  mouvement  propos«(. 

Cette  Observation  se  presentuit  natureliement,  en  reflechissaot 
sur  le  probleine,  propose  par  Mr.  le  Docteur  Dien  g er,  dans  le 
tome  IX.  page  114.  de  ce  journal,  et  mon  but  est  d'eclaircir  et  de 
developper  sommairement,  dans  cette  note,  ce  que  je  viens  de 
remarquer  en  general.  Pour  cela  je  me  borne  aussi  ä  quelques 
exemples,  traitcs  sans  details,  mais  de  nfaniere  que,  par  finuica- 
tion  succincte  de  la  voie  ä  suivre,  et  en  ranportant  les  resultats 
du  calcul,  ils  pourront  scrvir  d'exercices.  Lnlin,  eoinnie  j'ai  fixe 
mon  attention  sur  ce  point  special  par  la  lecture  de  lenonce  du 
probteme  cite,  j'emprunte  les  exemples  du  meine  sujet,  auquel 
ce  probleme  se  rapporte,  et  je  me  propose,  en  consequence,  de 
montrer,  comment,  par  les  regles  simples  de  la  decnmposirion  et 
de  la  composition  des  mouvements,  on  parvient  ä  determiner  les 
equations  de  quelques  courbcs  cycloidales  planes,  quoique  la 
meine  metbode  est  appliquaide  egalcment,  s'il  s'agit  de  tout  autre 
genre  de  courbe«,  planes  ou  nou  planes,  dont  la  geulratiou  est 
assimilee  au  mouvement  determine  d'un  point. 

I. 

Qu/il  soit  propose.  en  premier  Heu,  de  determiner  l'equatipn 
de  Ja  cyclonle.  potent  AX,  A  K(Taf.I.  Hg.  2)  les  axes  des  coordoa- 
nees  rectangiplaircs  x  et  y;  ^JA'Ia  base  de  lacycloide;  A  l'origine  ou 
Yaue  des  extreiuites  de  la  courbe;  31  lo  centre  du  cercle  genera- 
teur  dans  une  position  quelconque,  et  P  le  lieu  eorresponuant  du 
point  gencruteur.  Soient  encore  r  le  rayon  du  cercle,  H  le  point 
de  contact  avec,  la  base,  et  <p  l'arc  de  cercle,  dont  le  rayon  est 
Tufiite,  et  mesurant  P angle  PMB,  decrit  depuis  l'origine  uu  mou- 
vement, on  aura  AB=arc  PB  —  rg>. 

Le  point  P  a  deux  mouvements,  car  en  meme  teraps  qu'il 
avance  avec  lo  cercle,  roulant  le  long  de  AX,  il  suit  la  circonfrf- 
rence,  en  toumant  autour  du  centre  31.  Le  mouvement  progres- 
stf  est  exaetement  egal  a  »colui  du  centre  M ,  et  si ,  dans  le  temps 
dt,  lo  rayon  31 B  decrit  l'arc  elementaire  8q>,  on  pourra  exprimer 
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den 

la  vitesse  angulaire  par  ^ ;  par  consöquant  la  vitesse  du  centre 

jtf,  transporte*  parallelenieot  a  la  basc  AX>  sera  =r.^,  puisque, 

ä  cause  de  AB  —  MD—  arc  PB ,  le  point  il/  parcourt  toujoure  un 
rheruin,  de  lotigueur  egale  a  celle  de  larc,  qui  aura  ete  en  con- 
tact  avee  la  base  AB,    Ainsi  le  point  P  aura,  en  prewie*  lieu, 

nne  vitesse,  parallele  ä  Taxe  x ,  =r.^. 

En  tournant  avec  le  cerclc,  le  point  P,  dans  le  teraps  öt,  par- 
court rare  rc<p;  la  vitesse  sera  donc  r.         et  comme  le  mouve- 

ment,  dans  cet  instant  diffe>enticl ,  doit  £tre  cense  avoir  Heu  dans 
la  direction  de  la  tangeute  CPE,  de  P  vers  E9  il  faut  la  decom- 
poser  en  deux  autres,  parallelement  aux  axes  coordonnees.  ör 
langte  PCX  est  mesure  par  un  arc  =  J8Ü° — <p;  donc  !es  vites- 
«s  deeoniposees  seront: 

1°  parallelement  a  Taxe  des  x,  =  —  r^eosp; 
2°  parallelement  a  laxe  des       —  -f  r  ^sin<p. 

Ainsi,  denotant  les  vitesbes  totales  du  point  P,  paralleles  aux 
axes  des  x  et  des  y ,  par  ™  et  par  ^ ,  on  aura  fiualement 

dx         dm  den 

%  =  rBi- "■er08** 

D'abord  on  volt  aisement  que,  pour  traitcr  ees  Iquations,  tl  sera 
pfrmis  decrire: 

dx  —  rd<p — rdtp  cos  9, 
fy  =  rö<jpsin<p; 

et  comme  les  memes  fornies  d'equatinns  se  presenteront  dans  tous 
[es  autres  exempJes,  dont  le  traitement  fait  le  sujet  de  cette  note, 
je  laisserai,  pour  brievete,  d'ecrire  dans  la  suite  le  numerateur  ö/ 
dans  les  expressions  des  vitesses.  Des  equations  precedentes  les 
integrales  seront 

*  » 

jr=r9  — rsinijp-f-c, 
y=  —  rcosp-f-  c'. 

A  l'erigvie  du  moiivemcnt  011  a  a?=Ü,«  y=sO,  g>=0;  par 
quent  c=0,  c'=r,  et  par  suite 
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x=r<p-rsm<p  l  (J) 
y=r— rcosg>  1 

et  c'est  le  Systeme  connu  d'equations,  qui  donnent  l'equation  de 
1a  cycloYde  par  l'elimination  de  <p. 

Si,  en  conservant  ce  Systeme  d'equations,  on  veut  introdaire 
le  temps,  on  supposera  le  mouvement  de  rotation  du  cercle  eeoe^ 
rateur  uniforme»  et  en  nommant  la  vitesse  angulaire  10,  il  est 
clair,  quon  aura  (p—a.t;  donc 

x=roat — rsinooi  j  ^ 
y=r — r  cos  tot.  ) 

On  pourra  aussi  remplacer  o>  par       quand  on  signifie  par  a  la 

vitesse  du  mouvement  progressif  uniforme  du  centre  M. 

De  la  meine  maniere  011  trouve  les  equations  de  la  cycloide 
allongee  et  de  la  cycloide  raccourcie.  Alors  le  point  generateur 
se  trouve  sur  le  rayon  ou  sur  le  urolongement  d'un  rayon  du  cer- 
cle generateur.  Soit  la  distancc  de  ce  point  au  centre  =0;  son 
mouvement  progressif  aura  pour  mesure,  comme  precedemment, 
rd(p ;  mais  autonr  du  cehtre  le  chemin  parcourru ,  et  par  consequent 
la  vitesse  ä  decomposer,  sera  ä  present  ad<p;  de  sorte  qu  on  par- 
vient  aux  equations  differentielles 

dx = rdq> — adq>  cos  gp , 
dy  —  ady  sinqp; 

et,  en  observant  qu'au  commcncement  du  mouvement,  on  a  x=0f 
y= —  (a — r),  a  pouvant  etre  >r  ou  <r,  et  <p=0,  on  obtieodra 


xzzzrcp  —  asin  9, 
y  =  r  —  aconcp. 


j   .....  (3) 


Ordinairement  on  prend  pour  axe  des  x  la  base  de  la  cycloide 
allongee  ou  raccourcie,  c'est  ä  dire  la  langen te,  passant  par  les 
points  les  plus  bas.  Donc  il  faudra  emnloyer  une  nouvelle  or- 
donnee  y't  liee  avec  la  primitive  par  la  relation  y'=y-{-a — r,  et 
le  Systeme  d'equations  (3)  se  transformera  en  celui  ci 

x=r(p  —  asin  <p,    1  ^ 
yf=a — acosqp;  ! 

duquel  sc  deduisent,  par  l'elimination  de  <p,  et  suivant  que  a 
est  >r  ort  <r,  les  equations  ordtnaires  des  cycloides  raccourcie« 
ou  allongees. 

Dans  le  traitement  de  cet  exemple  simple  je  suis  entre  dans 
quelques  dötails,  afin  d'eclaircir  completement  mes  ide>s,  expri- 
mees  d'une  maniere  generale  ä  la  tete  de  cette  note,  et  atin  de 
ne  laisser  aucun  doute  sur  les  points  essentiels  de  la  m^thode  *o 
question ;  mais  par  l'unifonnite  de  la  marclie  je  pourrai  me  dis- 
penser,  de  donner  des  Ae*veloppemens  aussi  amples  dans  les 
exemples  suivants. 
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II. 


Pour  lYpicycloTde  (Tab.  1.  Fig.  3.)  ei  la  base  circulaire  a  od  rayon 
0lfc=a,  le  cercle  generateur  uo  rayon  Z?C=ö,  que  le  mouve- 
ntent  est  commence  ep  A,  et  que  larc,  mesurant  I angle  AGB, 
est  de  retour  <p,  l'arc  AB  sera  =  a<p,  et  prenant  i'arc  BP-=.  AB, 
P  sera  Je  lieu  correspondant  du  point,  qui  decrit  la  courbe. 
Donc,  puisque  BP=aq>,  l'arc,  mesurant  langte  BCP  äquivaudra 

°  9?.   Ed  meme  temps  que  le  point  B  aura  parcouru  l'arc  AB, 

le  point  C  sera  portö  par  ud  arc  ou  chemin  z=z  (a -\- b)  (p.  Dans 
l'element  dt  du  temps  ce  chemin  devra  6tre  represente  par  (a+ü)  8q>, 
et  la  direction  de  ce  roouveruent  elementaire  sera  parallele  ä  la 
tangentc  BD.  Donc,  parceque  ce  iuouvement  de  6  a  lieu  inde- 
pendaromeot  de  la  rotation,  soit  du  roulement,  du  cercle  CB,  le 
point  P  partieipera  ä  ce  nioüvement  translatif  le  loDg  de  la  tan- 
gente,  et  bieo  egalöment,  comme  cela  a  lieu  pour  le  nioüvement 
progressif  dans  le  cas  de  la  cycloide.  Par  conse'quent  il  faut  dö- 
coinposer  ce  mouvement  cn  deux  autres,  paralleles  aux  axes  OX, 
OK,  et  comme  l'angle  BDO  entre  Taxe  OX  et  la  tangente  BD 
a  pour  mesure  ud  arc  \it — <p,  et  que  la  vitesse  döcomposee  pa- 
rallelement  ä  OX  appartient  ä  un  roouvemeot  de  X  vers  O,  dans 
le  sens  negatif,  les  mouvements  decomposes  seront: 

1°.  parallelemeDt  ä  Taxe  OX  =  —  (a -f-  b)d<p.s\n<p, 
2°.  parallelement  ä  Taxe  O  Y  —  +  (a  +  6)  dtp .  cos  9. 

A  ces  mouvements  il  faut  joindre  a  präsent  ceux,  qui  resulteront 
de  la  de'composition  du  mouvement  oe  rotation  du  cercle  CB.  Or, 
en  menant  CE  parallele  ä  OX,  il  est  eVident  que,  si  le  cercle 
CB  o  aurait  pas  roule  le  long  du  cercle  OB,  mais  qu'oo  l'aurait 
pousse,  parallelement  a  lui  meme,  le  long  de  AB,  le  rayon,  «mi 
etait,  au  commencement  du  mouvement,  ihrige*  suivant  Xu,  aurait 
apres  le  temps  t,  c'est  a  dire  a  l'instant  ou  l'on  considere  la  po- 
sition  du  point  P,  la  direction  CK.  parallele  ä  OX.  Par  conse- 
quent,  comme  le  cercle  roule,  et  que  le  point,  qui,  ä  l'origine  du 
mouvement,  se  trouvait  en  A,  se  trouve  actuellement  en  P  et 
noo  en  E,  ou  il  aurait  ete"  sans  le  roulement  du  cercle  genera- 
teur,  le  poiot  E  sera  rauoar  ud  angle  ECB  +  BCP,  ayant  pour 

mesure  un  arc  <p+j-<p=:  ^insi  w  longueur  totale  de 

l'arc'  EBP  etant  =b.^^^q>,  le  mouvement  differentiel  de  P 
suivant  lacirconference  du  cercle  generateur,  ouplutAt  suivant  la  direc- 
tion  de  la  tangente  FPG,  sera  exprime*  par  A^A^  g>.  Donc, 
puisquon  voit  aisement  que  l'angle,  entre  OX  et  la  tangente  GF, 
a  pour  mesure  'LiJty-  ,  les  mouvements  decoroposees  devi- 
endront : 

Theil  XI.  2 
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I».  parallelement  ä  laxe  OX  =  +  ^±-6  .bd<p .  a\nQL+F\  <p, 
2°.  parallelement  ä  laxe  OK  =  -        .  bdtp.  cos^-t-?^ <p. 

Prenant  enfin  la  somrae  des  v  i  tesses  oa  de«  mouvements  de  meine 
direction,  iotegrant,  et  observant,  qua  l'origine  du  mouvement  on 
a  j:=o,  y=ö,  il  en  resultera: 

V 

x—  (a-f  6)  cosg>  —  6. cos  (^4^}  <p) 

V       '    (.   .   .   .  (5) 
y=(a+6)  ain9-*.6i.,  (^)  *  j 

et  ces  valeurs  de  et  y  font  ensemble  le  Systeme  contra  d'equa- 
tions,  dans  lequel  est  comprise  l'eqtiation  des  ^picycloYdes  ordi- 
nales. Et  il  suffira  de  remarquer,  que  les  equations  des  hypo- 
cycloYdes,  de  meme  qne  Celles  des  epirycloides  et  hypocloTdes  al- 
longees  et  raecourcies,  soient  obtenues  par  des  raisonnements 
analogucs. 


III. 


Les  courbes,  que  Ton  nomine  epicycloldes  et  bypoey- 
cloTdes,  ne  sont  que  des  especes  d  un  genre  de  courbes,  decri- 
tes  par  un  point  P(Tab.  I.Fig.4.)  d'un  cercle  CD  tournant  uniforroe- 
roent  autour  de  son  ceutre,  pendant  que  ce  centre  circule  uniior- 
mement  dans  la  circonl'erence  AC  du  cercle  MA.  En  effet,  si  le 
cercle  generateur  est  mu  dans  la  direction  de  A  vers  C ,  on  peut 
distinguer  deux  cas,  suivant  que  la  rotation  de  ce  cercle  a  Heu 
dans  le  meme  sens,  indique  par  la  fleche  a,  ou  dans  le  sens  op- 
pose,  qu  indique  la  fleche  ß.  Dans  le  premier  cas  on  aura  seule- 
ment  une  epicycloide«  si  la  vitesse  du  point  P  est  teile,  que  la 
lon<*ueur  de  Tarc  DP  est  exaetement  et  con&tamment  egale  ä  l'arc 
Dl$  du  cercle  interieur,  qui  touche  le  cercle  generateur  dans  tou- 
tes  ses  posifions.  Dans  le  second  cas,  et  en  faisant  alors  atten- 
tion au  cercle  exterieur,  qui  touche  le  cercle  generateur  dans  teil- 
te« ses  positions,  il  n'y  aura  de  meme  qu'un  seul  rapport  des  vi- 
tesses  de  P  et  de  C,  pour  lequel  la  courbe  engendree  sera  une 
nypocycloi'de ,  et  si  ce  rapport  est  l'unite,  la  trajectoire  sera  un 
cercle  d'un  rayon  egal  au  rayon  AM  de  Torbite  AC,  parceau'alors, 
autant  le  cercle  Aß  tourne  en  vertu  du  mouvement  cimüair*  de 
son  centre  A ,  autant  il  est  tourne  en  sens  contraire ,  en  vertu  de 
son  mouvement  de  rotation  oppose\ 

A  present  pour  determiner  l'equation  de  la  courbe,  dont  T^pi* 
cycloide  quelconque  n'est  qu'une  espece  particuliere,  il  faut  sup- 
poser  que  le  cercle  Aß  tourne  dans  le  sens  de  la  fleche  c,  en 
suivant  son  orbite  AC,"  et  assiguer  ensuite  la  quantite  des  deux 
vi  tesses,  rommuniquees  au  point  P  par  ce  double  mouvement. 
Soient  A3t=a,  Aß=CD=b,  le  rapport  des  vitesses  angulai- 
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res  de  C  et  de  P=p:q,  et  <p  larc,  mesure  de  Fangle  AMC; 
aiosi  pendant  que  le  centre  A  passe  de  A  en  C,  le  point  B  de- 
erit  un  arc  =DP,  de  sorte  que  AMC:DCP~p:qt  et  ZJCP 

sl#iUKX   Le  mouvement  differentiel  du  centre  C  dans  lorbite 

.^T  ciant  f/rg»,  le  point  P  participera  ä  ce  mouvement,  et  la  di- 
rectum de  ce  mouvemeut  sera  parallele  ä  celle  de  la  tangente, 
paasant  par  le  point  C  Les  mouvements  decoiuposes,  parallele- 
iueot  aux  axes  des  x  et  des  y ,  seront  donc 

— aB(p.a'ui(p  et  accp  .  cos  tp. 

Pendant  que  le  cercle  generateur  passe  de  A  en  C,  le  point  B 
parviendra  en  P  et  aura  un  mouvement  angulaire  total  =  a>  -f-£<p. 
Par  coosequent  le  mouvement  elementaire,  dans  la  direcrion  de 
la  tangente  du  point  P  sera  6  ty>    Cette  tangente  fera 

a?ec  Taxe  des  a:  un  angle,  mesure  par  un  arc  =  j»  --  ^ 
et  les  decomposees  de  ce  second  mouvement  seront  ^ 

^p±sy9.  sin  (e±n^  et  -b(z^yv.C0B(iLtiy 

On  aora  dooc 

djc*=  —  fw?<jp .  sin  (p  4-  6  ^  • sm  (^~"^J|  * ' 

9y  =  +  a89 .  cos  9  ^(^y2)  ^  •  «^(^y2)  9>- 

Au  commencement  du  mouvement  x=a— 6,  y  =  0,  et,  en  tenant 
de  cette  condition ,  on  trouve  le  Systeme ,  comprenant 
de  la  courbe: 


x  =  acos<p—  i&cos  ^(LiJl^  (p 
y=zaem<p  -Äsin  (^y9)? 


(6) 


Si  ü=0,  la  vitesse  angulaire  du  cercle  generateur  est  precisement 
egale  ä  la  vitesse  du  centre  dans  Forhite  AC;  le  point  B  decrit 
b  cercle  MB,  et  se  trouve  constamment  sur  le  rayon  des  deux 
oeotres  M  et  C.  On  peut  comparer  ä  ce  mouvement  celui  d'un 
point  de  la  surface  de  la  lune,  tournant  autour  de  laxe  lunaire 
dans  le  meme  temps,  que  la  lune  fait  une  revolution  autour  de  la 
terre.  Et  dans  le  cas  general,  si  p  et  q  ont  un  ranport,  appro- 
■  haut  celni  des  mouvements  moyens  de  la  terre  et  de  la  lune,  la 
courbe  decrite  sera  une  representation  approchee  de  la  courbe  que 
decrit ,  dans  Fespace,  le  centre  de  la  lune  pendant  une  revolution 
de  la  terre  autour  du  soleil. 

2  * 


j 
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Si  le  cercle  AB  ne  touroe  pas  «Jana  le  meine  sena  aue  aon 
centre  A  autour  de  M,  maia  en  aena  opposd,  on  parviendra ,  par 
une  marche  analogue,  au  Systeme  dequationx  de  la  courbe : 

x  =  aco8<p  —  bco8  <p 

y = a  sin  (jp  —  6  sin  (^~~)  V 


IV. 


On  ponrrait  traiter  les  problemes  precedents  aoua  un  point  de 
vue  plus  genexal,  en  consiuerant  mobiles  la  droite  et  les  cercles, 
qu'on  a  guppose*  fixes,  de  maniere  qu'ils  touchent  constamment  une 
courbe  donnee,  et  il  n'est  pas  ditficile  d'assigner  la  ronte  ä  suivre 
dans  la  Solution.  Mais  je  me  borne  de  retour  ä  un  cas  special, 
dans  lequel  torobe  celui  du  probleme  de  Mr.  Dienger,  cite*  plus 
haut. 

Qu'on  se  propose  donc  de  trouver  les  e'quationa  de  la  courbe 
öpicycloTdale  plane,  decrite  par  un  point  de  la  circonfe'rence  d'un 
cercle,  roulant  uniformement  autour  uun  autre  cercle ,  qui  lui  meme 
roule  uniformement  le  long  d  une  droite.  Soit  A  V  (Tab.  I.  Fig. 5.)  cette 
droite,  MB  le  cercle,  de  rayon  R,  qui  roule  le  long  de  cette 
droite,  et  NA  un  cercle,  de  rayon  r,  qui  roule  en  meme  temns 
autour  du  premier  cercle,  et  dont  un  point  de  la  cir Conference  de- 
crira  la  trajectoire  epicycloidale  demandee. 

Que  Ton  suppose,  pour  plus  de  simplicite,  la  position  du  cer- 
cle ge'ne'rateur  AN,  au  comntencement  du  mouvement,  teile,  qu'il 
soit  touche*  par  la  base  recfiligne  AU  du  cercle  MB,  et  que  le 
point  ge'ne'rateur  coincide  alors  avec  Ic  point  de  coutact  A.  Si  DE 
est  la  tangente  au  point  de  contact  D  des  deux  cercles,  on  aura 
AE—DE  —  BE,  et  puisque  DE—VRr,  AB  sera  =  2v#r.  De 
plus,  nommant  er  1'angle  IS  MB,  on  a  dans  le  triangle  rectangle 
NMC,  NC  etant  parallele  a  AB, 

iVC=2VÄr=(Ä  +  r)sin«.  MC=R-r=(R+r)cosa. 

On  conservera  la  notation  a  de  1'angle  NMB,  et  on  ne  fera  usage 
des  valeurs  de  sin«  et  cosa,  tirees  de  ces  deux  ^galites,  que 
pour  les  substituer  dans  l'equation  finale. 

Si  le  cercle  MB  est  arme"  dans  Ja  position  OF,  le  point  de 
contact  B  se  trouvera  en  /  de  sorte  que  la  longueur  de  V arc  Fi 
egale  le  chemin  BF  parcouru,  et  prenant  l'arc  //>'=/?/>,  le 
cercle  touchant  N'D', ,ayant  un  rayon  r,  serait  la  position  du  cercle 
generateur,  s'U  n'avait  pas  de  mouvement  propre  autour  du  cercle 
OD',  de  meme  que,  1  arc  D'A'  e'tant  4gal  a  larc  DA,  A'  se- 
rait le  Heu  correspondant  du  point  generateur.  Donc,  si  le  mou- 
vement angulaire  FOI  du  cercle  MB  est  q>  ou  at  (w  e'tant  la 
vitesse  angulaire  et  t  le  temps),  on  aura: 
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l'angle  ^0^=9  +  0,      l'arc  FW'  =  R(<p+a); 

l'angle  ANW  —  lMfi—a,  l'arc  A' D1  —  r{n  —  ä). 

Mais  lo  cercle  ND  ayant  un  mouvement  propre  autour  de  DMy 
U  aura  une  position,  differente  de  A'N\  quand  le  cercle  M  sera 
parvenu  en  O;  que,  par  exemple,  ND  soit  parveou  eo  QH  et 
le  point  generateur  A  en  P\  alors  ei  les  mouvements  angulaires 
uoiibrmes  des  deux  cercle»  MB  et  NA  sont  entre  eux  comme  p 
et  q  on  voit  facileraent,  que  l'arc  D'ü,  parcouru  par  les  points 

da  cercle  D'N',  sera  egal  är.ly,  et  l'angle  D' OH'  aura  pour 

mesure  un  arc  =  qp,  appartenant  a  un  cercle,  dont  le  ra- 

yon  vaut  l'unite;  dooc  auasi  langte  FOH aura  pour  mesure  un  arc 


<1 


Up* 


•De  meme  l'arc  HSP  etant  =HS+SP  =  H'ÜJ  +  D'A'=,r.  1  .  <p 
-f-r(rr — «),  l'angle  //ÖJ*  aura  pour  mesure  un  arc 

=  2w— i  <p-(*  —  a) 
P 

Enfin,  QR  etant  perncndiculaire  ä  la  base  AU,  Tangle  PQRz=. 
PQH—RQH=zPQH—(lW>-FOH),  et  on  trouvera  que  cet 
aogle  a  pour  mesure  un  arc 


et  ce  sera  aussl  la  mesure  de  l'angle  PVU,  entre  Taxe  des  ab- 
scisses  A  U  et  la  tangente  PV  an  point  P,  parceque  les  cotes 
PV,  VÜ  de  l'angle  PVU  sont  perpendiculaires  aux  cötes  PQ  et 
RQ  de  l  ande  PQR. 

Par  la  dätermination  des  valeurs  de  tous  ces  angles,  il  se- 
rait  tres  aise  de  parvenir  presque  immediatement  ä  lequation  de 
la  trajectoire,  en  ne  faisant  usage  que  de  considerations  geoine- 
trtques,  car  AT  et  PT  e*tant  les  coordounees  du  point  P,  on  ti- 
rera  facilement  les  valeurs  de  ces  coordonnees  des  valeurs  desnar- 
ties  AB,  BF  etc.,  dont  elles  se  composent;  mais  je  passerai  ce 
calcul,  pour  montrer  comment  on  parvient  au  resultat,  en  ne  fai- 
sant attention  qu'aux  mouvements  divers,  qu'on  peut  attribuer  au 
point  P. 

D'abord  le  point  P  a  un  mouvement  rectiligne,  parallele  n 
laxe  des  x,  d'egale  etendue  que  celui  du  centre  O,  et  la  difle 
rentielle  de  ce  mouvement  s'exprime  par 

RB<p. 
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2°.  En  second  Heu,  si  le  cercle  Q  ne  roulatt  pas  autour  du 
cercle  O,  mais  qu'il  Tut  fixe  ä  ce  cercle  O,  le  point  P  tournerait 
avec  le  cercle  O.  Soo  mouvement  eUmentairc  serait  la  differen- 
tielle  dun  arc  de  cercle,  ayant  le  rayon  OP,  et  la  direction  de 
ce  mouvement  serait  la  droite  PXJ,  perpendiculaire  ä  OP.  Ainsi 
le  mouvement  eMementaire  OP.Bq>,  dinge  suivant  PU,  doit  *tre 
decompose'  parallelement  aux  axes  des  x  et  des  y,  et  on  aura 
pour  les  mouvements  de'coropose's: 

+  OP.B<p.QosPUFt  et  —  OP.dy.smPUF. 

Mais  PUF  est  Supplement  de  POF,  c'est  a  dire  =  GOP,  et  comme 
OP.  cos  GOP=OG,  OP.  sin  GOP=  PG=FT,  les  mouvements 
decomposes  seroot  exprimes  par 

+  OG.Bq>  et  —  GP.dy. 

Maintenant  OG  et  GP  se  tirent  facilement  des  triangles  rectan- 
gl  es  de  la  figure,  au  moyen  des  angles,  dont  les  valeurs  sont  de- 
terminees  precedemment,  et  los  calculs  donneront  pour  valeurs 
anarytiques  des  mouvements  paralleles  * 

a  Taxe  des  x. .  ..=-(R+r)d<p.  cos  |o  +  (2^+^v  | 


-,a„.c„s  |<£±32*±2rj , 


et  a  laxe  des  y . .  ..  =  -1-  (R  -\-r)B(p .stn(a-f  ^  yj^^  9 ^ 

+  rSV.sin  j(E±M±ül|9. 

3°.  Troisiemement  il  Taut  considerer  le  mouvement  du  point 
P,  occasionne  par  le  denlacement  du  cercle  QH  le  long  de  la 
circonferenee  du  cercle  OH,  et  sans  aue  Ton  fasse  attention  au 
mouvement  de  rotation  de  ce  cercle  QH  autour  de  son  centre. 
Ce  deplacement  eletnentaire  est  e*gal  a  celui  du  centre  Q,  et  H  a 
lieu  dans  une  direction ,  parallele  ä  la  tangente  commune  HK  des 
deux  cercles.  Or  il  a  ete  remarque  plus  haut,  que  le  cercle  ge- 
nerateur  parcourt  l  arc  D'H  correspondant  au  mouvement  angu- 
laire  <p  du  cercle  OF,  et  que  pour  le  rayon  un  cet  arc  serait 

zzZß.lL.ip;  donc  l'arc,  decrit  en  meme  temps  par  le  centre  Q, 

serait  OQ.^.tp,  et  Tarc  e*lementaire,  c'est  ä  dire  la  petite 

ligne,  parcourue  par  le  centre  Q,  et  de  meine  par  le  point  P,  pa- 
rallelement a  la  tangente  HM,  aura  pour  expression 


■ 
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C'est  donc  cc  mouvement  du  point  P  qu'il  faut  decomposer ,  et 
puisoue  Fanale  HKF  entre  Taxe  des  x  et  la  tangente  HK  est 
Supplement  de  Taogle  Füll,  dont  la  mesure  a  e*te  assignöe  plus 
on  obtiendra  pour  valeurs  des  mouvements  decomposös : 


parallele  ä  Taxe  des  x..,. 

=_(ß+r)^.co8t«+(^)V), 

et  parallele  ä  Taxe  des  y.... 

4°.  Enfio  le  point  P  a  encore  un  quatrieme  mouvement  dans 
la  direction  de  la  tangente  PF,  et  du  a  la  rotation  du  cercle  Q 
autoor  de  son  centre.   Le  cercle  N1  etaut  transporte  de  N'  en 

Qy  aura  par  cela  un  mouvement  angulaire  =s^^g>,  et  le  mouve- 

ment  angulaire,  occasionne  par  la  rotation  propreinent  dite,  equi- 

vaut  a  £  9 ;  par  consequent  le  mouvement  angulaire  total  sera 

Par  snite,  le  mouvement  angulaire  eJementaire  dun  point  P  du 
cercle  Q,  qui  a  le  rayon  r,  aura  pour  valear  dans  la  direction 
de  la  tangente  PF: 

C'est  le  mouvement  ä  decomposer  dans  les  directions,  paralleles 
aux  axes  des  x  et  y,  et  vu  que  la  valeiir  de  la  mesure  de  l'an- 

Sle  PFU,  entre  x  et  la  direction  PF,  a  <te*  donne*e  pre*ce- 
emraent,  cette  decomposition  Se  fera  sans  difüculte,  et  on  obti- 
endra pour  valeur  de  fetendue  du  mouvement  e'le'mentaire: 

parallele  a  Taxe  des  x r^^BT. cos \(£±^^l\9t 

et  parallele  ä  Taxe  des  y-=*+r  i^+l>39.sin  \  fr*?)**^  v. 

FaUant  a  präsent  la  somme  de  tous  ces  mouvements  partiels 
eHmentaires,  on  aura  pour  les  mouvements  totaux: 
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dx=z  Ä3g>— (Ä+r)  89 .  cos  { «  +  ^^^tpi-rdcp.cos 

= jea„  -(Ä+r)  (^Jf)  a9 .  co8 1«+         ,  1 

Et,  integrant, 

*=C+Ä^-(Ä  +  r).i.t«+Ö^+JÖ»|-rd«  |(p+y)g+yr|  ^ 
y=C-  fA+r)  cos  |„+(M+2l)9|_,cos  jfch5i«±2r|  9. 

q>  4tant  z^ro,  on  aura  en  raeme  temps  x  =0  et  y=0;  d'ou 
C=(Ä  +  r;sina=*2VÄr,  et  C  =  Ä.  Substituant  ces  valeurs  des 
constantes,  developpant  les  sinus  et  cosinus  ou  a  entre,  et 
mettant  ä  la  place  de  sin  o  et  cos  a  les  valeurs ,  dont  U  a  etö 
question  au  coraraenceraent  de  la  Solution  du  prösent  probleme, 
on  trouvera  finalement  le  Systeme  dequations  de  la  trajectoire  de- 
mandöe : 

x=2VRr  +  Ä<p— 2(VjRr)cos  (~~^)  9> 

y=Ä-(Ä-r)co8(C^i?:)V 
+2(W*r)8i„  (^+2T)?  -rcos  \  »  +  |  9. 

D'aprcs  les  relations  particuli£res  il  pourra  devenir  possible  de 
parvenir  ä  une  äquation  unique  entre  x  et  y  par  l'elimination  de 
<x>,  mais  dans  les  cas  les  plus  simples  cette  Elimination  präsente 
des  difiicultes  essentielles,  ce  dont  on  pourra  se  persuader,  en 
posant,  par  cxemple,  R=r  et  Cette  difficulte  tient  prin- 

cipalement  ä  la  pr&ence  du  terme  Kq>  dans  la  valeur  de  x;  c'est 
aussi  ä  cause  de  ce  terme,  que  l'equation  de  la  courbe  ne  sera 
jamais  algebrique,  mais  toujours  transcendante,  comme  celle  de 


.(8) 
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la  cyeloYde.  Si  Tod  dtait  ce  terme  de  la  valeur  de  x,  le  Systeme 
des  4quations  (8)  se  rapporterait  ä  la  courbe,  engcndree  par  le 
poiot  A  dans  la  supposition  que  le  centre  M  du  cercle  MB  serait 
fixe;  alors  ce  cercle  aurait  seolemeot  un  mouvement  de  rotation 
sans  mouvement  de  translation  le  long  de  la  droite  AU.  Et  H 
n'est  pas  diflScile  d'entrevolr,  quelle  reductton  dans  les  termes  du 
meine  Systeme  devrait  avoir  lieu,  pour  que  la  trajcctoire  fiit  celle 
dans  le  cas  d'un  cercle  MB,  pousse  uniformem ent  sans  rotation 
le  long  de  la  droite  A  U. 

Du  reste,  je  m'abstiens  de  plusieurs  autres  remarques  spe- 
ciales, auxquelles  la  consideration  des  equations  du  Systeme  (8) 
peut  dorm  er  lieu.  Ce  qui  precede  sufBt  aussi  pour  montrer,  com- 
meot  il  faudrait  proceder  dans  des  cas  moins  simples,  par 
exemple,  si  le  mouvement  du  cercle  MB  devrait  avoir  lieu  le  long 
d'une  base  circulaire,  et  raeme  s'il  ne  s'agirait  pas  d'une  courbe 
plane,  mais  d'une  courbe  gauche  ou  non  plane,  teile  qu'une  courbe 
spherique.  Enfin  ,  on  pourrait  etendre  ces  recbercbes,  soit  ä  l'by- 
othese  d'autres  courbes  donnees  que  des  cercles,  soit  ä  celle 
'un  mouvement  variable;  dans  cette  seconde  hypothese  on  se- 
rait  conduit  aux  meines  resultats,  s'il  s'agit  d'un  seul  cercle  mo- 
bile, taodis  que  la  base  rectiligne  ou  circulaire  est  fixe,  mais  dans 
la  supposition  contraire,  et  meme  dans  celle  du  probleme  HL,  le 
probleine  se  compliquerait 


m. 

Heber  die  Brennlinie  der  geraden 

Linie. 

Von 

dem  Herausgeber. 

r 

"  1 

Die  gegebene  gerade  Linie,  deren  Trennlinie  gesucht  wird, 
wollen  wir  als  die  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  ory ,  und  den  Einfallspunkt  als  den  Anfang  die- 
ses Coordinatensystems  annehmen.  Den  einfallenden  und  den 
abgelenkten  Strahl  denken  wir  uns  als  zwei  von  dem  Einfalls- 
punkte oder  dem  Anfange  der  xy  ausgehende  gerade  Linien ,  und 
bezeichnen  unter  dieser  Voraussetzung  die  von  diesen  beiden 
Strahlen  mit  dem  positiven  T heile  der  Axe  der  x  eingeschlosse- 
nen Winkel,  indem  wir  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  oder  durch 
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den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  von  0  bis  360°  zählen,  respe- 
ctive  durch  a>  und  g^.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  jedoch, 
was  der  notb  wendigen  Allgemeinheit  der  folgenden  Betrachtungen 
durchaus  keinen  Eintrag  tnun  wird,  immer  annehmen,  dass  der 
einfallende  Strahl  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  oder  der 
gegebenen  geraden  Linie  hege,  und  folglich  stets 

0<g><180* 

sei.  Der  reziproke  Ablenkungsexponent  soll  im  Folgenden  durch 
p  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  zuerst  0  <  q>  <90°  ist,  so  erhellet  aus  Taf.  I.  Fig.  6. 
leicht,  dass  im  Falle  der  Zuruckwerfung 

sin     —  90°) = ft  sin  (90°—  o>) , 

also 

cosq?!  =  —  jticosg;, 

and 

0<9l<180° 

Ist  Im  Falle  der  Brechung  ist  dagegen,  wie  aus  Taf.  I.  Fig.  7. 
leicht  erhellet, 

sin  (270<>  —  o^) = ft  sin  (90°  -  o>) , 

also 

CO«9>i  =  — pcoscp, 

und 

I80°<ft<960°. 

Wenn  ferner  90°<g><180°  ist,  so  erhellet  aus  Taf.  I.  Fig.  8. 
leicht,  dass  im  Fallender  Zuruckwerfung 

sin  (U0°—  <pL) = |t  sin  (9 —90») , 

also 

cos  9^= — flCOSO?, 

und 

0<9l<180o 

ist  Im  Falle  der  Brechung  ist  dagegen,  wie  aus  Taf.  1.  Fig.  9 
leicht  erhellet, 

sin      —270°)  =  psin  (9— 90°), 

also 

COsqpjrrr—jtiCOSp, 

und 

180°  <9j<  3600. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  in  völliger  Allgemeinheit 
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cosipi  =  —  pcoso? 

ist,  <pi  aber >  im  Falle  der  Zurfickwerfung  stets  zwischen  8  und 
180°,  im  Falle  der  Brechung  stets  zwischen  180°  und  360>  ge- 
nommen werden  muss. 

Jetzt  wollen  wir  wieder  dte  gegebene  gerade  Linie  als  die 
Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy, 
den  Anfang  dieses  Coordinatensystems  aber  in  der  gegebe- 
nen geraden  Linie  ganz  beliebig  annehmen.  Den  einfallenden 
Strahl  denken  wir  uns  nun  als  von  einem  auf  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  oder  der  gegebenen  geraden  Linie  liegenden  strah- 
lenden Punkte  (pq),  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  xy 
also  p,  g  sind,  ausgehend,  und  bezeichnen  unter  dieser  Voraus- 
setzung den  von  demselben  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten 
Axe  eines  durch  den  Punkt  (pq)  gelegten ,  dem  Systeme  der  xy 
Parallelen  Coordinatensystems  eingeschlossenen»  voo  dem  positiven 
Theile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  an  durch  den  entspreqhen- 
den  Coordinaten winkel  hindurch  von  0  bis  360°  gezählten  Win- 
kel durch  <p.  Den  abgelenkten  Strahl  denken  wir  uns  wie  vorher 
als  von  dem  Einfallspunkte  ausgehend,  und  bezeichnen  unter  die- 
ser Voraussetzung  den  von  demselben  mit  dem  positiven  Theile 
der  ersten  Axe  eines  durch  den  Einfallspunkt  gelegten,  dem  Sy- 
steme der  xy  parallelen  Coordinatensystems  eingeschlossenen,  von 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  an  durch 
den  entsprechenden  Coordinatenwinkel  hindurch  von  0  bis  Äi0o 

fez&hlten  Winkel  durch  q>t.  Dann  muss  man,  wie  aus  Taf.  I.  Fig. 
0.  leicht  erhellet,  für  <p,  <px  in  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

cos  tpi  =    (i  cos  <p 

respective       180°,  <px  setzen,  wodurch  dieselbe  nun  die  Gestalt 

1)    cos  g>i  =  /x  cos  <p 

erhält.  Der  Winkel  w  liegt  jetzt  immer  zwischen  180°  und  360°, 
und  der  Winkel  <p\  ist  wie  vorher  im  'Falle  der  Zurückwerfung 
stets  zwischen  0  und  180°,  im  Falle  der  Brechung  dagegen  stets 
zwischen  180°  und  360°  zu  nehmen,  was  man  im  Folgenden  je- 
derzeit wohl  vor  Augen  zu  behalten  hat 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  einfallende 
Strahl  liegt,  sei 

y=Ax  +  B, 

so  Ist,  weil  diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (pq)  gebt, 

q  =  Ap  +  B, 

also 

y~q=A(x—p). 

Nach  den  bekannten  Principien  der  analytischen  Geometrie,  wo- 
bei man  nur  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Bedeutung 
von  9  festzuhalten  hat,  ist  aber  allgemein 


Digitized  by  Google 


A = tang  (9 — 180°) = tang  <p , 

und  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  einfallende 
Strahl  liegt,  ist  folglich 

2)  y— /OfengqP. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  de«  Einfallspunkts  durch 
Pi,  qk;  so  ist 

-?=(Pi—  P)tangc),  ^=0; 

also 

3)  p!=p— ocotg>,  9i=0. 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte 
Strahl  Hegt,  sei 

so  ist,  weil  diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (ft  qx)  geht, 


y^A^x— px). 

Nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber  im 
Falle  der  Zurfickwertung 

A%  s=s  tang  9^, 
und  im  Falle  der  Brechung 

^ = tang  (g>i  — 180°)  =  tang  <plf 

> 

so  dass  also  allgemein 

^tangpi, 

und  folglich 

4)  y=(*-/>i)ta«g9>i» 

oder  nach  3) 

6)  y=(ar— p  +  ^cot^tango)! 

die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  ist,  in  welcher  der 
abgelenkte  Strahl  liegt.  Bekanntlich  liegt  <pt  im  Falle  der  Zurück  - 
werfung  zwischen  0  und  180°,  im  Falle  der  Brechung  zwischen 
180«  und  360°. 

Weil  nun  nach  1)  allgemein 

cosqpi  =  ftcosa> 


Digitized  by  Google 


/ 

/ 


ist,  so  ist 

sio  <pi*  =  1  —  f**  cos  <p% , 

und  folglich 

6)   «ln<p!  =db  V  1  —  f*acos(p», 

wo  man  im  Falle  der  Zurückwerfung  das  obere,  im  Falle  der 
Brechung  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat.  Also  ist  unter  der- 
selben Bedingung 

7)   tanga>!  =±   £- — 2-, 

und  folglich  nach  5) 

die  Gleichung  der  geraden  Linie ,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt  Nimmt  man  aber  p,  welches  bisher  stets  positiv  war,  von 
jetzt  an  im  Falle  der  Zurück  werfung  positiv,  im  Falle  der  Bre- 
chung negativ,  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

pcosqp 


die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt. 

Für  den  veränderten  Werth  g>'  von  o>  ist 

10)  o 

*  |Ll  COS  (p  * 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt,  wobei  natürlich  p,  q  constant  angenommen  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  x>  y  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspunkts der  beiden  durch  die  Gleichungen  9)  und  10)  Cha- 
rakteristiken geraden  Linien,  so  müssen  x,  y  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  durch  gewöhnliche  algebraische  Elimination  bestimmt 
werden.   Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

so  erhalten  wir  auf  diesem  Wege  ohne  Schwierigkeit: 
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!    „=•  F(<P)fW)-n<p)FW)  „ 

Setzen  wir  q>'  zz.q>+J(p,  so  Ist 

*V)=F(9)  +  JF(f),  A9>')=A9)  +  m<P) 
und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

oder 

mg 


13) 


•       ^)  *• 

Da  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  offenbar 
die  Gränzen  sind,  denen  die  vorhergehenden  Coordinaten  x,  y 
sich  nähern,  wenn  man  dq>  sich  der  Null  nähern  lässt,  so  erhalten 
wir  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  wir  diese 
Gränzen  der  Kürze  wegen  durch  x,  y  selbst  bezeichnen,  für  die 
Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  unmittelbar  die  folgenden 
Ausdrücke: 

/  dF(<p) 
x 


14; 


dep 


s=  i  V) 


Durch  Differentiation  findet  man  aber  leicht  nach  11): 

dF(<p)  (1—  p*)  cosy 

Btp  sing?*  \f  l— p*cos9>2 ' 

h<p       .   cosg>2  V  1 — pPcosy*  ' 


15) 
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folglich  nach  14),  wie  man  nach  einigen  Reductionen  leicht  findet: 

x  —  p  =(1  —  p*)  cot  <p* .  q , 

16)  " 


9   v     8ID9    y  f* 


welches  also  die  Gleichungen  der  Brennlioie  der  gegebenen  als 
Axe  der  x  angenommenen  geraden  Linie  sind. 

Für  die  gewöhnliche  Zurückwerfung  ist  bekanntlich  ft=  I,  und 
folglich,  wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  nach  dem  Obigen  <p 
immer  zwischen  180°  und  360°  Hegt,  also  siuqp  stets  negativ  ist; 

*~p>  y-~q\ 

woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  die  Brennlinie  der  ge- 
gebenen geraden  Linie  sich  auf  den  durch  die  Coordinaten  p, 
—  q  bestimmten  Punkt  redncirt,  was  bekanntlich  ganz  den  Leh- 
ren der  elementaren  Katoptrik  entspricht. 

Cm  die  Gleichung  der  Brennlinie  der  gegebenen  als  Axe  der 
x  angenommenen  geraden  Linie  zwischen  x  und  y  zu  finden,  muss 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  10)  den  Winkel  tp  eHminiren. 

Zu  dem  Ende  erhalten  wir  zuvorderst  aus  der  zweiten  der 
beiden  Gleichungen  16): 

p\j      /V  1  —  f*'2cosy2\^    p  y*  /l— cosya\*  m 


» 

aTu2«2       1 — tt2COS0Pa  ,       .     .  • 

d.  i. 


1^(1-**»)  cot  q>\ 


Verbinden  wir  hiermit  die  erste  der  beiden  Gleichungen  16),  so 
erhalten  wir: 


17) 


'   COt  T — • 


t 
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18) 


Liegt  nun  9,  welche»  bekanntlich  immer  zwischen  180°   

360°  lieft,  zwischen  180°  und  -270°,  so  ist  cot«  positiv,  und  folg- 
lich nach  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 

cot^i/ 

1  (l-f.*)V^ 


(1— |»*)VV  (i-i»,)V'9* 

■ 

und  folglich  wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18): 

19) 

*  (i-/*l)V7 

Liegt  tp  zwischen  270°  und  360°,  so  ist  cot g>  negativ»  und 
folglich  nach  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  18) 


also 


und  folglich  wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18) 

s»)  ^+(0-v7%W  \. 

*  '     d-,i*)V^  ' 

Aus  den  Gleichungen  19)  und  20)  ist  ersichtlich,  dass  man 
im  Falle  der  Zurückwerfung  und  im  Falle  der  Brechung  als  Brenn- 
linie ganz  dieselbe  Curve  erhält,  weil  diese  Gleichungen  sich  nicht 
ändern,  man  mag  fi  positiv  oder  negativ  nehmen.  Es  können  also 
nur  gewisse  Theile  dieser  Curve  dem  Falle  der  Zuruckwerfung. 
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ris.se  Theile  derselben  dem  Falle  der  Krechting  entsprechen, 
die  Gleichungen  16)  beide  Fälle  ganz  streng  und  bestimmt 
ron  einander  unterscheiden,  so  lasse  ich  mich  auf  weitere  Unter» 
»Hebungen  hierüber  jetzt  nicht  ein,  da  überhaupt  diese  Abhand- 
lang vorzugsweise  den  Zweck  (rat,  die  allgemeine  Methode  der 
Eotwickelung  der  Gleichungen  der  Brennlinien  durch  ein  sehr  bemer- 
kenswerthes  Beispiel  zu  erläutern,  und  möglichst  zweckmässige 
and  einfache  Formeln  zur  Construction  der  Brennlinie  der  gera- 
den Linie  zu  finden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  17)  ergiebt  sich  auch  unmittel- 
Gleichung 

• 


1  • 


folglich 


oder 


(1_^(£?)i=_)1_,i(j)»|. 

i 

ai  CO  " 


22)  (  q  )  +r«JL-  }  =1' 

wo  die  erste  oder  die  zweite  Form  iu  Anwendung  zu  bringen  ist, 
ienachdem  der  absolute  Werth  von  p  kleiner  oder  grösser  als  die 
Einheit  ist 

Da  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  offenbar  verstat 
tet  ist,  p~0  zu  setzen,  so  ist  auch 


Theil  XL 
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odtr 


i'enachdem  der  absolute  Werth  von  ft  kleiner  oder  grosser  als  die 
Einheit  ist. 

Hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle ,  dass  die  Brcnnünte  der 
geraden  Linie  die  Evolute  eines  Kegelschnitts  Ist 

bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  beliebigen  Punktes  (x,y) 
der  Brennlinie  von  dem  entsprechenden  Einfallspunkte  (pift)  durch 
Ä,  so  ist  bekanntlich 

Ä=V(*-Pl)*  +  3f* 
Weil  nun  nach  3)  und  16) 

Pi  =p— ocotu>; 

xs       810  <p         /  r 

also 

^Apt  =  II  +  (1  -  tf)  cot  o>»  |  qcot9 , 

*  • 

oder,  wie  man  leicht  findet, 

ist;  so  ist,  wie  sich  mittelst  leichter  Rechnung  ergiebt: 

\     sing;56'  /  ftasin<pa 

also  nach  6) 

\sinov  fi*sing>* 

■  « 

Bekanntlich  ist  ^  immer  positiv,  ft  ist  aber  im  Falle  der  Zu- 
rückwerfung positiv,  im  Falle  der  Brechung  negativ;  der  Winkel 
97  liegt  immer  zwischen  180°  und  360°,  und  sin  g>  ist  daher  stets 
negativ ;  also  ist 

«  *  • 

25)  » -^5- ,: 

\siiiQ7/    fisinqp  jw.sing>3 

wenn  man  im  Falle  der  Zurück  werfung  das  obere,  im  Falle  der 
Brechung  das  untere .  Zeichen  nimmt.  T  Bezeichnen  wir  aber  den 
absoluten  Werth  von  fi  durch  (p) ,  so  i*»t  in  völliger  Allgemeinheit 
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26)  fr=_f^V,_g—  =_  j tiny,' 


Die  beiden  Formeln 


27)  C0«Vl=tlC08V,Ä=-^l.; 

bei  denen  man  sich  zu  erinnern  hat,  dass  a>]  im  Falle  der  Zurück- 
werfung zwischen  0  und  180°,  im  Falle  aer  Brechung  zwischen 
180°  und  360°  genommen  werden  muss  ,  bieten  ein  vortreffliches 
Hülfornittel  zur  Construction  der  Trennlinie  der  geraden  Linie  dar, 
was  weiter  zu  erläutern  hier  "hiebt  nothig  sein  wird. 

Wir  wollen  tum  aber  ndcb  die  Wtnkei  aus  den  obigen  For- 
meln ganz  eliminiren,  und  bloss  Linien  in  dieselben  einfuhren, 
besonders  bei  der  Construction  der  Brennlinie  wünschenswerth 
n  kann.  , 


Weil  nach  3) 


cot(p  =  £ZL7h 
9 


ist,  seist        f  j 


iichnen  wir  nun  aber  die  Entfernung  des  Einfallspunktes  (jv/i) 

dem  strahlenden  Punkte  (pq)  durch  lr,  so  ist  bekanntlich 

■  .  * . 


Bezeichnen 
von 


i  r  i.   i  1  •  i 


i  —  n.  \* 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

*  *  •  .  .1*»  • 

Also  ist  nach  6)  .  i 

■« 

sin  9l»=  W  cos  ?=±Z]£i$=2£. 
Da  sing)  immer  negativ,  q  dagegen  immer  positiv  ist,  so  ist 

sin  ^,  sioq>»=  -  2j ; 

und  folglich  nach  26) 


■.  i  ■ 


28)  tl=±. 


3 
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Setzt  man,  was  offenbar  verstattet  ist,  p—0,  so  wird 


oder 


30)  R  =  r(r~m\(r+m\ 


Auch  ist 


oder 

32)  J=  *(L-t*)(L+ttl), 

oder 

"»  e=B(f-'?)G  +  '?> 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte 
Strahl  liegt,  ist  nach  dem- Obigen  bekanntlich 

y=  c — —  up— ä). 

Für  »=0  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

1  —  ft2  cos  9*  =  -g-L-  , 


also 


V  I  -  ft*cos 9*  =  i  Vr*  - ftVi*; 


und 


C08<p*=*-V. 

r2 


Nun  erhellet  aber  mittelst  einer  einfachen  geometrischen  Betrach- 
tung sogleich,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass 
t>=0  sein  soll,  pi  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  <p  zwischen 
270°  und  360«  oder  zwischen  J80*  und  27Ö°  liegt,  d.  h.  jenach- 
dem cosap  positiv  oder  negutiv  ist,  so  dass  also  j)x  und  cosqp  je« 
derzeit  gleiche  Vorzeichen  haben,  folglich  nach  dem  Obigen  in 
völliger  Allgemeinheit 


< 
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cosg>  =  " 
r 


ißt.    Also  ist 


34)  9=^J^E^X-Pl) 
Wi 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt  Diese  Gleichung  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

35)  9=-l-(l-f)^(r-m){r  +  m), 
oder  auch  auf  folgende  Art: 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  jederzeit  im  Falle  der  Zurflck- 
werfuog  das  obere,  im  Falle  der  Brechung  das  untere  Zeichen  nimmt. 


Weil  nach  29) 


also 

int,  so  ist  nach  34)  auch 
oder,  wie  leicht  erhellen  wird, 


37) 


die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt,  wenn  man  nur  in  derselben  im  Falle  der  Zurückwerfung 
das  obere,  im  Falle  der  Brechung  das  untere  Zeichen  nimmt. 
Die  beiden  Gleichungen 


38) 
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wo  man  im  Falle  der  Zuruckwerfung  das  obere,  im  Falle  der 
Brechung  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  scheinen  mir  bei  der 
Construction  der  Brennlinie  der  geraden  Linie  auch  eine  beson- 
ders zweckmässige  Anwendung  zu  gestatten.  Für  jeden  in  der 
gegebeneu  geraden  Linie  angenommenen  Einfallspunltt  kann  man 
mittelst  dieser  Gleichungen  leicht  die  Lage  des  abgelenkten  Strahls 
und  die  Entfernung  des  entsprechenden,  in  diesem  abgelenkten 
Strahle  liegenden  Punktes  der  Brennünie  von  dem  angenommenen 
Einfallspunkte,  auf  diese  Weise  also  beliebig  viele  Punkte  der 
Breiinlitiie  bestimmen,  und  diese  Curve  daher  selbst  construiren. 
Ich  mochte  selbst  diese  Gleichungen  bei  der  Construction  der 
ßrenulinie  noch  den  trigonometrischen  Gleichungen  27)  vorzuzie- 
hen geneigt  sein,  wenn  diese  letzteren  Gleichungen  auch  aller- 
dings eine  leichtere  numerische  Rechnung  gestatten. 


Bemerkung  zur  Abhandlung  VII.  in 

Theil  X. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  näheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Wie  der  Herr  Vf.  dieser  Abhandlung  bemerkt,  hängt  Alles 
von  der  Hichtigkeit  der  Gleichung 

DZf{x,n)=ZDf(x,n) 

(S.  77.)  ab.   Diese  aber  ist  richtig,  wenn  die  Reihen 

/X*,])+/X*,2)  +  ...in  inl.  und  f'(x,  1)  +/*'  (:r,2)  +  . ..  in  inf. 

beide  konvergent  sind,  so  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Differenziation  unbedingt  Statt  findet. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  Dirk- 
sen:  „Organon  der  ges.  tr.  Analysis".  I.  §.  313.  Lehr- 
satz 27.,  wenn  man  dort 

i 

fcm  ,  n  —  i  •  •  •  •  T  

setzt ,  und  annimmt ,  dass  am  mit  wachsendem  m  sich  der  Null 
nähere.    Denn  dann  ist,    nach  dem  angeführten  Lehrsätze,  da 


«r1  (&±S2&=ß&$  =r  (x,r) 

(Im 

ist: 
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j 


V. 


1. 

I 


•  !  t  :  1.  ' 


Quid  in  Analysi  Mathematica  valeant 
signa  illa        Iiogft(a?),  Sina?,  Cosa?, 
Aresina?,  Arccosa?,  disquisitio. 

'  Auctor  Dr.  E.  G.  Bjorling, 

ad  Acad.  Upaal.  Doccn»  Math.,  ad  Gymn.  Aro».  Lcctor  Math,  dosiga. 

r  9         *  * 

(Ex  Actis  Acad.  Scient.  Stochh.  annt  i845.)  *) 
Continnatio  '*). 


CAPUT  mun\ 


Quid  in  Analysi  valeant  signa 
Sin*  et  Cosjc,  Arcsüi x  et  Atccosjc. 

J,  l. 

■ 

Quid  vaUant  signa  Sinar  et  Cosa:,  x-valore  quolibet 

Keali  x  qpalibet  aequätio  (31)  in  Cap.  Imo  suppeditat 

<  Cos  *  +  V^l  Sin  x = e*V~i , 
0)   *   '   *  |Cos*-V^lSin.r=e-^; 
unde 


*)«Conf.  nolulam  hclc  proxime  »uh»cqucntcm. 

**)  E« ,  qone  praecednnt  (vtd.  Th.  IX.  hu  jus  Ar  cht  vi  pag.  383  »cqq.). 
outuia,  quae  de  «ignis  XV  et  Log  »(J*)  in  Actis  Acad.  Scient.  Slockh.  et 
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i  Cos  j:  =  2" 

(2) 


-« -e-«r-i 

Sin*  =  ■  r —  


Imaginarta  autem  .r  nullus  bis  signis  Sinx  et  Cosjr  in  praeceden- 
tibus  Analyseos  partibus  tributus  fuit  sensus.  Licebit  igitur  ab- 
hinc,  omni  absque  periculo  barum  partium  laedendarum ,  aequa- 
tiones  illas  (2)  ratas  haberi  et  universales  signorum, 
de  quibus  quaeritur,  definitiones,  ideoque  —  loco  ipsius 

x  exposita  a+ßV^l  nec  non  debitä  aequationis  (31)  in  Cap.  Imo 
ratione  habita  —  statui : 

*         "*        "  *• 
\  Sin  (a+|3V  — 1)= — q     Sina-h — ä — Cosa.  V—T, 
(2')  ) 

"  *  (  Cos(^V^)=^^Cosa-^^Sin« 


qnidem  diMerlaliooi  titali  heic  »uperscripti  referenda  curavimoa,  conficiunt. 
Quae  loco  eil.  [Arch.  Thl.  IX.]  deprehensa  sunt  menda  aliquot  grarioru 
typograpbica  aic  deeet  corrigi: 

Pag.  383.  l.Ln.  8.  loco  Auetore  lag.  Anctor. 

„  386.    „  penult.  loco  VIII.  leg.  VII. 

„  391.    „  17.  inaignienda  est  notula  (6"). 

395.    „  3.  loco  edito  leg.  ediclo. 

h  401.    „  penult.  loco  Quadrat!  leg.  Quadrat. 

,»  403.    „  1  „     (23')        „  (23'),. 

„  404.  16  „     quaeque     „  quaeqnae. 

„  409.    „  ultima  insignienda  est  notula  (54). 

„  410.    „  5.  loco  (53)  leg.  (54). 

„  411.  in  aequ.  (21)  loco  XW  leg.  Tß*ß*. 

„  412.  Lin.  19.  loco  pronuntie   „  pronuntia. 

413.    „  11.  insignienda  est  notula  (26). 

„  418.    „  5.  loco  (XX1....X)  leg.  (XXt  ...»£•). 

»  m       »  5.  (ab  ima")  loco  quem  leg.  quam. 

„  420.     „  5.  loco  8  leg.  b. 

»«      >♦  »»  22.  »    (3)  m  (3')» 

ti      „  »  26.  „    valueria  leg.  volueri*. 

„  421.  13.  „    tb  „  ib. 

„  423.  „  7.  (ab  ima)  loco  Ä+?r  leg.  7+jr. 

„  429.  „  10.     „  „    (2A-f-l>r  leg.  (2A'  +  l>r. 

ii      m  n  4*       ii  utraque  leg.  uterque. 

„  431.  „  2.  loco  incommodo  leg.  iueommoda. 

„      „  „  10.  „    fueris    »       „  feecrit. 


Haec  fere  de  praecedenlibus.  Deiis,  quae  sequunlur,  admonere  oportet 
contulisse  nos  heic  in  unum  non  modo  ea",  quae  de  hac  re  in  Actis  Acad. 
Stockholm,  annl  1845 ,  sed  etiam  quae  in  Nota  quadam  (supplementi  horom 
instar)  Academiae  eidem  d.  2*  Febr.  anni  bojusce  i847  referenda  curavimus. 
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Hamm  ope  aeqoationum  (2)  seu  (2')  faciüimo  usque  negotio 
licehit  (ubi  erit  opus)  easdem,  quas  x  reali  servant  Sinx  et  Cosx, 
lese«,  etiamsi  x  imaginaria  fuerit,  ratas  esse  experiri.  Suföcit 
hoc  loco  formalas  illas  , 

(Sin  (x  ±y) = Sin  xCosy  i  Cos  x  Sio  y , 
Cos  (x  ±  y)  =  Cos  x  Cos  y  +  Sin  x  Sin  y 


■  - 

exposuisse  earumque,  ut  ex  acquationibus  (2)  et  (29)  [Cap.  I.] 
plane  apparet,  manere  vira  imrautatara  x-  ety-valoribus  quibus- 
cuaique  admonuisse;  quarum  praeterea  beneficio  recta,  dum  erit 
opus,  ceteras  deduci  licebit  innummcras ,  ex.  gr. 

Sin  l q^xjzrzCoaXy 
J  Sin(w:f:jr)=±Sinjf; 
Cos  f  ^  +*)  =  +  Sin*, 
Cos  (n  ^  x)  = — Cos  x ; 
et  sie  porro. 

Praeterea  notatu  est  vere  condignum ,  quoniam  juxta  aequ.  (27') 
[Cap.  I.]  x-valore  quulibet,  reali  aeque  ac  imaginario,  habentur 

.   X  .  r   j:2  x*  r — =•  X4 

«i-l-fV=l-fi+TSjV=l+n^--fc 

Sropterea  sie  quofjue  x-valore  quolibet,  iuxta  aequ.  (2)  [vi  qui- 
ero  theorematis  lllius  3i  in  pag.  289.  operis  „Anal.  Algebr." 
citatij ,  obtincre 


X» 


Sin  *=*  -         +  -  etc 

(-»)    .   .  . 


*)  Hae  ipsae  sunt  aequationcs  (uti  sali»  est  notnm),  quac  apud  Ca  «ich y 
D«f ini tionam  occupant  locam ,  no$trae  an  lern  Definitione»  [aequationcs 
iaqnam  {2)]  Carollaria  Hamm  censentur.  —  Hac  quidem  in  re  nil  saue 
isterest,  nter  potisftimum  eligatur  ordo  rerum;  sed  tarnen  simplicilali  ma- 
Liss  esse  Consultant  videlnr ,  si,  dum  ita  ficri  potest ,  finita  e  forma«  für- 
poliaa  quam  in&nita«  Defioitiooum  in  locnm  cooptaveris. 
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Quid  valeat  signum  Aresin  x*)t  ar-valore  quollbet 

l.  Omniura  primo  juvabit,  quod  proxime  antecedentibus  intimo 
conjunetum  est  nexu,  hoc  solvi  . 

Problems. 

Invenire  quantitates  eas  z  universas,  quibus  con- 
ditio ni  huic 

(6)  Sinr=a  +  jS  V^i=^ 

(et  et  ß  realibifs  qul^uscumque) 

fiat  satis.  Tali  (si  exsistat)  quantitati  unieuique  forma  cedat  ne- 
cesse  est  isthaec  u+dV^I  (u  et  ©  realibus) ,  ideoque  loco  aequa- 
tionis  novissimae  hanc  licet  substitui  oovam ; 

Sin  (ti  +  r  V-4)  =  o + ß  V^J  , 
i.  e.  [juxta  W)  in  §<>  praeced.] 

<60...^^Sintt  +  ^ 
i.  C. 


1     -Sin«  =  a, 


2 


2  Cosu=jJ. 


10) 

■ 

Quotics  nec  o  nec  /?=0  fueriut, 

toties  loco  aequationum  (6W)  substitui  licet  hasce 

ev  +  e-v  a 

(7) 


*)  Praecedentibua  ex  Analyacos  parlibu»  commoncre  hoc  loco  juvat,  X 

reali  ac  aumerice  ^  1 ,  aijjno  illo  Aresin  ((J*))  intelligi 

•  — r  • 

*  ■    ■   9  i 

±(Areuuar-|-H^±2*»  *eu  Arcaia((l))  ±(Arcaia X-j-), 
scilicet  „  Aredia  JT"  hocce  limiübus  ±  ~  band  excedente. 

2 
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(qnonirai  fieri  oon  potest  in  hoc  caso  ut  Sin  n  ncc  Cosu=0  sit); 
iiude 

i  '■     \      t     '     «  ß 

e'  =  8Tnli  +  Coi-»' 

<8)  «       J  . 

ideoque  (ad  ipsam  u  inveniendam)  habetur 

.  ■  •••.*».      ■  .» 1  , 

(9)  — —  +  _g_  =  Sin  ü  ~"  Cos«' 

Sinti  Cosu 

seu  —  [quoniam  juxta  (8)  fieri  non  potest  nt  u  (si  cxsistat)  talis 
Sit,  ut        »  et  ^8"^\eo<Jera  eesent  valore  nuraerico]  isthaec 


seu,  quoniam  fieri  non  omnino  yotest  üt  Cos2w  negativa  ait  quan- 
titaa, 

ideoque  )  v   •  / 

«» 


nec  non  (quoniam,  secund.  (7),  Siniceodem  necesse  ait  aigooaco) 

■  * 

nO)  SinM=^,  *) 


*)  Qaantitas  baec  —  revera  nnraeric«  ^1  e»t.  Btenim  ei  forot 
-  numcrice  ^  1  ,  i.  e. 

7  =  '  

tone  qaoque  obtioerct 
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i  positA  scilket,  brevitatis  ergo, 

aeu,  quod  idem  valet, 
(11)  ...  »=Arc8io(0))=ArciD((l))±(ArcslD^-j). 


prout  m  superiori  erit  formä  (11)  aut  inferiori;  propterea  prior 
aequationum  (8)  abit  in 

ß         .  ß 

posita  scilicet,  brcvl^tis  ergo, 

»eo,  quod  idem  valet  (quippe  quod  realium  modo  quantitatum  o 
beic  meotio  est  il|«ta), 

(12)  .  .  .  A.  .  =±/(y+^d), 

vi  aequationis  illius  (o)  in  notÄ  contextui  beic  subscriptä. 

0>  'i±£.±±-a, +^±n±iy^, 


;  j  .  .1         IL.  r.J 


id  quod  absurdum,  quölle*  (*t  heic)  nee  a  nec  £=0  tuei-int. 


*)  Positivem  reVera  es&e  fearom  utramque  y X      ±  & ,    id  ez 


Mcqu,  (9)  palet,  qaippe  qnae  indkat  es»c 
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Eosdem  quoniam  posterior  insuper  aequat.  (8)  suppeditat  r- 

valores,  jara  probe  est  expertum  fieri  non  posse  quiu,  certenec 
et  nee  0  =  0  exsistentious,  uoaquaeque  quantitatum  z  quaesi- 
(siquidem  exsistant)  in  posteriori  comprebensa  sit 


huji 

(13)...z=Arcsio((I))  ±  [Aresin  jf  -  J  +  V^l .  d)]. 

■ 

Et  qiiidera  revera  jara  omni  absque  negotio  experiri  licet  ea- 
rum,  quas  comprehendit  hoc  membrum  posterius,  qaantitatum 
unaquäque  fieri  satis  problemati  seu  aequationi  (6)  vel  (6"). 

—  *  *  ■  « 

.  ..  2°) 

Sin  vero  a=0  sit  " 
(itaque  a>z=ßV—i,  ß  reali  qtiaTtbet); 

aequationes  illae  (6")  in  has  abeunt 


0') 


^±^Sin«==0, 


quarnm  priorts  in  loco ,  quippe  cui  aliter  satisfieri  oequeat  realibus 
equidem  u  et  v,  Substitut  Acet 

Sin  ti=0. 

ld circo  quoniam  (ut  ex  hac  patet  aequatione)  fieri  non  potest 

quin  ipsi  «  in  u-\-v  V  —  1  (siquidera  exsistat)  certe  quispiam  cedat 
vaior  ex  iis,    quos  coraprehendit  posterius  aequationi«  hujusce 


(11')  .   .   .  «=Arcsin((0))=Arcsin((l))T|, 
ideoque 

Cosw=-l:l> 

prout  ii  superiort  erit  formä  (11')  aut  ioferiori;  propterea  loco 
aequationis  (7#)  habetur 

■ 

e»-e-»=i2|J,  seu  e'  =  ±ß+ V  ß*+l, 


ideoqac  cjüftdem  signi  quantitales  ambas,  i.  e.  (quoniam  y  positiv«  est) 
jhhiIivm.  nt  feelle  patet. 


r 
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(12») .  v  .  .  t=l(iß+  V>+I)=±/(P+ V?Hä). 

'»      1  .  ' 

Quibus  jam  probe  est  expertum  fieri  non  posse  quin  in  hoc  ca<>n 
unaquaeque  quantitatum  z  quaesitarum  (siquidem  exsistant)  in  p«s- 
teriori  comprehensa  sit  merobro  aequationis 

<13').>...  2  =  Arc8in((l))±fV=i./tf-|-  VTO)-  f). 

EV  qoidera  revera  jam  omni  absque  negotio  experiri  licet  ea- 
rum,  quas  compreheodit  posterius  hoc  membrum,  quaot'ttatom  unä- 
quäque  lieri  satis  problemati  proposito.  —  Et  quod  aequatio  baec 

(13')  nonnisi  ipsam  (13) ,  posito  in  ea  « =  0  [unde  y  =  V/3*+I, 

ÄssV?*],  couficit;  propterea  jam  nobis  licitum  est  conteodere 
ipsa  hac  aequatione  (13)  solutum  esse  problema  nostrum,  certe 
nisi  ß  sola  =0,  i.  e.  nisi  x  realis  =a  [haud  z^ro],  fue- 
rit.   Et  quod  ad  specialem  hunc  casum  attinet,  scilicet 

3°) 

si  ß  sola  =0  fuerit 
(ideoque  x  realis  =«,  haud  ze>o), 

haec  tandem  adjicienda  sunt  verba.  —  Aequationes  illae  (6")  tunc 
abeunt  in 


2  Sintt=c, 


gV           p— 9 


■  .'4 


unde  patet  extemplo  fieri  non  posse  u*  n.unc  Slnu^O  sh\ 
Harum  posteriori  satisfieri  aliter  non  potest  nisi 

l)perCos«=0,  2)  per        ir-rrO.  " 

„Costt  =  0"  secujn  ferat  necesse  est  Shnf=i:l,  vi  cujus  prior 
0")  abit  in  t  ,  , 

+      =±2*,  i.  c.  c"= ±a±  Va*— 1 ; 

cujus  uuoniam  membri  posterior«  omnes  imaginariae  sunt  quanti- 
tates,  dum«  numerice  <1  est,  patet  ad  hunc  casum  minime 
pertinere  relatiotiem  illam  Cosm=0.  Quare  tunc  posteriori  (7*) 
aliter  satisfieri  nequit  nisi  accepta  relatione  altera 

ev  —  e-v=.0,  i.  e.  r  =  0, 
vi  cujus  prior  (7")  abit  in  . 

4 

Sin  u  =  a ,  «  =  Aresin  ((er)) , 
-Ii  i 
atque  habetur,  qnae  ex  clementig  jam  satis  est  nota,  aequatio  illa 
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(13")  ....  xsArodn((a)):=  Aresin <(!)) ± (Ä^tn «— 


Hanc  eandem  ad  aequationem,  etiamsi  «  numerice  =1  si|t, 
perveniri  plane  apparet.  —  Et  quod  aequaÜo  haec  (13")  noimüri 

ipsam  (13),  posifis  in  eä  £=0  atque  a  luimerice  ^1  [und© -y=ül, 

4=0],  co n fielt;  propterea  jam  oobis  licitiim  est  contendere  in  hoc 
etiam  casu  solutum  esse  problema  aequatione  hac  (13). 

Dum  vero  a  numerice  ^  1  est  *);  e  contrario  altera  Ufa 
relatio  e9  —  e~v~0  (i.  e.D=0)  nihil  ad  rem  habet  momenti,  —  id 
quod  ex  priori  (7")  plane  apparet  — ;  qoare,  in  hoc  denuim  casu, 
*olum  id  restat  ut  aeeipiatur  Cos  tt=0,  ideoque 


Sin  «-±1 

ij narum  tarnen  ambarum  —  [ut  et  priori  f7")  patet]  —  superior 
*ola,  dum  a  positiva  est,  inferior  dum  a  negativa,  erit 
ailuiittenda.  Ideoque: 

• 

priori  in  casu  (a  positiva  >  1)  aequatiouibus  (7")  satisfieri 
aliter  nequit,  nisi  acceptis 

Sin  ii  =  1,  u  —  Aresin  ((!)), 
e"  +  e-":=i>«, 

e*=«±  V3=I,  *  =  +  V«*^l); 

posteriori  autem  (a  negativa  numerice  >1),  nisi  acceptis 

Sinte=-~1,  t*=  Aresin  ((— 1)), 
<"  +  e-* =-2«,  ( 
i.  e. 

qoibus  jam  probe  est.  expertura  fierl  non  poese  quin,  dum  ß=0 
atejae  a  numerice  >1  est,  unaquaeque  quantitatum  z  quaesitarum 
(siqoidem  exsistant)  in  posteriori  comprehensa  sit  aequationis 
hujusce  membro: 


*)  Admonere  obiler  jovat  in  hoc  casa  abire  aeqnalionem  (j3)  in  forma m 

t  9 

tf>~*=A"ain((l))HArc*in  ^  - £ -|-  Y=lA V«%  +  V«^I)J. 
qolppc  quonianr  in  boc  casn  obtlaeat 


(^ujtenaA  ac  quonam  dem  um  pacio  liccat  conlcmU  aequatione  hao  (f3)  «oln- 
tum  eaae  in  hoc  qnoqne  casu  problema  proposilum,  id  iusequena  jam  cora- 
rabil  exanteu. 
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(13«0 ...  2 fcs  Aresin  ((^))  ±  V=l . /( V«H V^3=I). 

Et  qoidem  rerera  jam  omni  absque  negotio  experiri  licet  ea- 
rura,  qua«  comprehendit  posterius  hoc  membrom,  quantitatum 
unäquaque  fieri  satis jpromematt  seil,  aequationibus  Ulis  (7*).  — 
Et  quod  aequatio  illa  (13),  positis  in  eä  ß==0  atque  «*>  1  [uude 
yrrrVo»,  5=  V«*  — 1],  formam  illara  (0)  *)  induit:  quae  aotem 

ipsa  [sive,  quod  in  ea  occurrit,  symbolo        vim  subjeceris  +1 

sive  —1]  nonnisi  aequationem  (13w)  conficit  **);  propterea  jam 
demum  nobis  licitum  est  contendere  in  omni  casu  st>- 
lutum  esse  problema  propositam  aeqaatione  illä 


(13)...  *=Arcsin  «1))±  [Arcsin  J  -  \  +  V=l .  /(y-f-  £p *)]. 

2.  Jis  convenienter,  qnae  in  doctrina  jam  quantitatum  realram 
fuerunt  aeeepta  ***),  universalis  ea  formula  [posterius  inquam 


<  « 


•)  Vid.  notam  («ab  contexta)  proxime  praecedenlem. 
••)  Nam  i°)  dum  o  positiv«  est,  aequatio  (l3/*)  dat 

»  =  Arcsia  ((i))  ±  V*=T .  /(  V«t»  +  V^^) , 
atqnc  aequatio  (/9)  lunfc  abit  in 

»==Ar«in((i))i:^IT./(V«f+ ^V^5^)? 

quas  eqoidcin  ainbas  idem  prorsns  valere,   symbolo  Uli  sive  -f  ]  eWe 

—  1  sabjecerls  nolionem ,  id  omni  absque  cxplicalione  patet. 
Et  quidem  2°)  dum  a  negativa  est,  aequalio  (lS*)  dat 

Arcain((- 0)  Jb^=T. /( V«»  +  V^=7), 
atqne  aequatio  (ß)  tone  abit  in 

%  =  Arcsin  ((l))  ±  [-n  +  V"=I .  /(Va»  +  ^ .  V^f)]  : 

i 

qua»  item  ambaa  idem  prorsns  »alere,  symbolo  illi  — —  sive  +1  «iv«  — f 
subjeceris  notionem,  id  absque  negotio  patet  ex  eo,  quod  tribu*  hisee 

Arcsin((— i)),  Arcsin ((l))-f  jt,  Areain ((l))—«r 

nnns  revera  idemqne  inest  sensas» 

*M)  Etenim  aequatio  illa  (I)  •obseqnens,  dam  ßz=Q  eet  atqne  simnl  np. 

merlce  _  t »  idenlica  evadit. 
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j^uationis  (13)  membrum ] ,  quae  in  se  cunctaa  continet  quihus 
problemuti  vixdum  soluto  seu  aequationi  il Ii  (6)  satisfiat  quantita- 

te?,  signo  illo  Arcsin  ((er -f  ß  V— 1))  seu  Aresin  ((a:))  erit  intelli- 
genda.  Itaque,  realibus  et  et  ß  q  uibuseuinque,  habetur 
aequatio 

(I)   Arcsin  ((«  +  /3Vr=I))  =  Aresin  ((l)) 

±  [Arcsin  ~  -  £  +  V^l .  l{y  +  ^  *)]. 

sei  licet 


(14) 


±  [Arcsin^ 


in  qua  praeterea  signo  dum  simul  0=0  atque  «*>1 

sunt  [dum  c  numerice  ^1  est  atque  0=0,  ipsa  ö  in  0 

abit],  ex  arbitrio  -f  J  aut  —  1  intelligi  licet.  Quo  igitur 
io  casu  speciali  aequationem  sie  licet  describi: 

(1') ....  Arcsin  ((a))  =  Arcsin  ((1)) 

=  Arcsin  ((1))±  [Arcsin 

±  V^i .  /(v«a + V^=l) 

=  Arcsin  ((^ä))  ±  V^l .  /(V«H VT^l). 

Determinaturi  nos  deineeps,  cuinam  potissimum  ex  ionumeris, 
qua*  in  se  continet  posterius  aequationis  hujusce  (1)  membrum, 
quantitatibus  Signum  illud  Arcsin  .r  seu  Arcsin  (a-f-  ß  V  — 1)  nec 
oon  denominatin  illa  „Principalis  ipsius  Arcsin  ((x))  valor" 
reserretur,  nullä  in  hoc  negotio  alia  ex  praecedentibus  Analyseos 
partibos  nec  adstrieli  sumus  nec  adjuti  quidem  lege ,  nisi  ut  iden- 

tica  evadat  pro  jai<j  \  ca,  quae  dennibonis  locum  occupaturo 

dem  um  erit,  aequatio.    Cui  quum  pacto  aliter  (ut  facile  patet)  sa- 
*  nequeat  nisi  Arcsin x  cooptata  eh,  quae  positioni  X=0  in 


n 


Arcsin ((1))  =  ^  ±2** 
Theil  XI. 
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signoque  plus  oncis  []  in  aequattone  (I)  praefixo  debetur;  pro- 
pterea  rata  n  ob  in  et  an  i  Ter  8a  Iis  ipsius  Aresin  jr  definttlo 
Htatuenda  hacc  esse  videtur: 

(II) ....  Arcsin («+  ß  V^l)  =  Arcsin  j  +  V^l .  HH^ßi 

AcceptA  univcrsali  hac  delinitionc  id  certe  cnmparatnm  est 
commodi,  ut,  quae  antea  realibus  modo  atque  unitatem 
haud  excedentibus  x  obtinuit  locum,  aequatio 

(HI)  Arcsin  ((x))=Arcsiii((l))J;  (Arcsin  ar—|) 

quibusenmque  abhinc  ar-valori  bus,  imaginariis  acque 
ac  realibus,  rata  sit  perm  ansnra:  —  id  quod  collatis  intcr 
se  aequationibus  illis  (I)  et  (II)  plane  apparet. 

De  cefuro -ex  insa  dictionc  aeematiofus  hujusce  (II)  in  oculos 
cadit:  videri  nobis  in  praesenti  Aiialyseos  statu  nee  iujunetum  esse 
oAicium  nee  veniam  quidem  datani  aliud  quodpiam  de  notione  illa 
Arcsin«,  dum  «  numerice  >1  est,  statuendi  in  gencre  nisi 
hoc  solum:  signum  illud  Arcsin«  in  Analyst  nnsonani 
pro  a2>  1  adbibetur,  nisi  quo  lim  es  uiuqtiam  signilice- 
tur  ipse,  in  quem  imaginaria  ea,  cujus  tunc  mentio  sit, 

Tunctlo  Arcsin  («  +  /3  V— I)  contergat  ß  suA  iadefinite 
in  0  tendente,  verbo : 

(II')....  Arcsin  o= Arcsin  +  \T^~lJ(Va2±  V7£=I) 

prout  ea,  cujus  sit  meotlo,  et  limitem  confieit,  in  quem  proposita 

(piaedam  «j-ßV  —  l  aut  «  —  BSp^l,  decrescente  Numero  B 
in  0  indefinite,  converpit  '). 


*)  Oftimo  nohia  jore  licitom  «mc  cenacre  ia  praraenti  nee  injnn- 
clum  cstc  officium  nee  data  in  quidem  venia?»  notiouis  Arcaina 
hujus  alilir  dcnnirmUc.  id  rcrlA  euosequitur  ck  eo,  quod  <")  pracceden- 
tes  Analyse  os  pnrle»  liberum  onuiino  nobis  pertnutunt  arhiirium  iitrairi 
polisMuuim  platurrif  ex  amhabnft,  <\u&s  pr«c.«cuti  in  ca»u  Mippodilat  posle- 
ri tis  ncqualioni»  (II)  sen  (Ii/)  meinbrum,  qnanlitntihtts  lioc  *ig«o  iftslin* 
gnendi.  uec  2°)  »eqncn'tibus  et  Analyse  os  partibus  (quippe  qlribn* 
ad  lioc  usquv  lemmi»  tiullns  omoino  fiicril  usus  signi  bujuscr)  ne  minima 
quill  cm  data  nobi»  fuit  caojw.i ,  cur  altcram  frmbarom  qua*  modo  dixinuu 
quanlitatum  allcri  praeferremu»  quodammodo;  quarc,  donce  hoiu*ccmodi 
fortnian  dala  fm-ril  lau»«  seti  ratio  »uflicicHfl ,  pcricn!uin  est  ne  Analysiii  j» 
corau  praevertat,  qui  teincre  ita  nullAque  re  ccrlA  addnetui»  allcri  patip»  a« 
alttri  enrum  hoc  signum  adtliccic  sit  aiuuru». 

■ 

i'raclerca  qiiemaduioduin  cA ,  cujus  in  pracceden  libus  [vid.  notam  sub 

contexlu  pag.  388.  T.  IX.]  mciitioucm  fetimus,  dcliuitiotic  signi  iiiin»  O^, 
/»ic  quoque  (uli  nobis  videlur)  delinitionc  illA  (II')  acceptA  desideriis  Analy- 


« 
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■ 

Nota.  Ex  at^uajtionibus  (I)  et  (ß)  m  gpcpie  cowequitur  eeee, 
i  reali  quäTibet, 

(l*)...Aw*in  (tfV^l))  =  Acrsin«!))  ^=1 UjH^jS*?!)], 
mjc  non  ■  / H  ^ 

(II")  ....  Arcaio(/JV=I)=V^3./(0-f  V^R)- 

S.  3. 

Q»i<l  valtat  sSgnni*  Arceosar  *),  ar-valor«  quolfbet. 

1.  Problema  fcocce  „Invenire  quantitates  eas  i  uni- 
tersas,  quibus  fiat  satis  conditioni  huic 


«o»  apprimc  est  »alisfactum.  Sei  licet  sign  um  hoc  0^,  qnainqnatin  nulluni 
illi  alium  tonc«dere  licuit  usurn  nui  quo  limes,  multiplex  ille  quidera,  to- 
liiern  functionum  diversarum  MgniJicctur,  nemini  lamm  iu  meutern  \cmi 
rwtiliam  ex  Analyst  plane  tnllendi.  Pravum  »anc  tnle  fuisset  coo»ilium  ; 
loage  autem  p*a*itne,  ut  plane  apparol,  in  hac  re  Analysi  forel  coo$ullum, 
fl  iu  defirriretnr  hoc  0^,    nt  nnicae  inde  funetioni  ei,  quac  limilcm  conficiat 

*5ttj$uUri*  cujuadam  speciei  exprcwionnm  (a-^ßif  — i)jf,  proprium   id  si- 
foret  eenftepdum. 


(De  hac  rc  plura  in  „Nota  II."  sub  finem  dissert.) 

Quibu»  praelerea  ex  omnibus  plane  apparet  non  posse  nos.  quin  et  pri- 
itiauni  iltud  lllustrivsimi  Cauchy  cousilium  »igni  Ansina  (pro  ^  l)  ex 
Analysi  prorsus  lollcndi  repudiemu»  et  noyum,  quod  pag.  386.  operis  prac- 
elari  „Excrc.  d'Anal.  et  de  phyt.  malJipm.'4  nuper  admodum  promul- 
ravit  auclor  inelylissimus,  novum  (iuquam)  si^ni  hujusie  allcrulri  soli  ,  et 
<;oi  lern  supcriori ,  ambaruni  quae  in  posteriori  aequalionis  nostrae  (II') 
memfcro  contineptur  quantitatum  vindicandi  <ouam.cn  Analyai  vere  prodesae 
*cLemeatgr  dubiteinus. 

Postscriptum. 

Dissimnlare  xtoc  loco  non  fa»  est  normet  ipaoa  in  ea ,  qnam  de  hac  te 
*ooü  1945  Academiae  Scient.  Stockholm,  ohlnleramu» ,  dia*ertatione  [quac** 
SB«  in  „Actis"  anni  ejuadem  rclala  est]  novain  haue  ipsam  dehuitionem 
Caochyanam  nostrA  quidem  parte  fronte  propo*ui»sc postca  autem  re  accu- 
r«tim>  perpensA  et  quidem  iugenti  ip»A  animi  oblectatione  ex  eo,  .quod  no- 
•irain  hanc  deGnitiuncm  sie  novac  illi  Cauchyanae  omnibus  omnino  numeria 
«Wgrnentem  e»so  eoguovcramus,  praetermissa  no*  in  Nota,  quae  de  hat  re 
t«  Acad.  Stient.  Stockholm,  d.  2.  Febr.  anui  Huiiiscc  1847  supplemcnti  in- 
•Ur  praeerdentium  relata  fuit,  eam .  quam  heie  supra  iu  medium  protulimos 
Miniüonem  priori»  in  iofum  denique  öiibslituisse. 

*)  Pra«ced«yittf>ua  ex  Analyscp»  parlihus  commoncre  hoc  loco  javat,  X 

«ali  ac  numerice  ^  i  ,  signo  illo  Arccua((j:))  inlelligi 

£Atcqo%x±2I^t  aeu  Arcco»((i))  ±  Arccoa;rT 

■ 

«U.  „ArccoiZ"  hocte  limitibus  0  e»  jt  haud  excedentc. 

4* 
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(15)  Cosz=«  +  ß  V-^T^ar  («  et  ß  realitras)", 

accurate,  ut  ex  aequ.  (4)  patet,  idem  est  ac  problema  „In venire 
quantitates  eas  z  universas,  quibus  conditioni 

Sin 


fiat  satis",  ideoque  solutum  jam  isthoc  baberaus  aequatiooe  illA 
(I)  in  §°  2.  praeced.  i.  e.  aequatione 

-  .»  t  v  —  i  i  (7  i  :  1 

y 

ß 


(16)..z=  ~  -  { Aresin  ((!))+ [Aresin y  -  ~  +  V^I .  / (y  +       *)  ]  \ 
=  Arccos  ((1))  ±  [  Arccos  ^  —  V^l .  l(y  +  ^  3 )  ] , 

denotantibus  heic  y  et  ä  easdem,  quae  in  §°  praeced.  expositae 
sunt,  expressiones. 

2.  Iis  convenienter,  qnae  in  doctrina  jam  quantitatum  realium 
fuertint  aeeepta*),  universalis  ea  formula  [posterius  inquam  aequa- 
tionis  (16)  membrum],  quae  in  se  cunetas  continet  quibus  pro- 
blemati  huic  seu  aequationi  (15)  satisfiat  quantitates ,  signo  illo 
Arccos  ((a+ßV^-l))  seu  Arccos  ((#))  erit  intelligenda.  Itaque, 
reatibus  a  et  ß  quibuscumque,  habetur  aequatio 
* 

(I).... Arccos  ((«+0 V~i))  =  |  -  Arcsin  ({et  +  ß  V^l)) 

=  Arccos  ((l))db  [Arccos  y  -  V=~ 1 .  i<y+$p  <*)  h 

ß  * 

in  qua  praeterea  (sicut  in  §°.  praeced.)  signo  ^j,dum 

siraul  ß  =  0  atque  «a>  1  sunt  [dum  cc  numerice  ^  est  at- 

que  |3=0,  ipsa  6  in  0  abit],  ex  arbitrio  + 1  aut  —1  intel- 
ligi,  licet.  Quo  igitur  in  casu  speciali  [y  tunc  =V«*  est, 
ö  =  V  a*— l]  aequationem  sie  licet  describi : 

(V)  . . .  Arccos  ((c))  =  ^  —  Aresin  ((a)) 

=  Arccos  ((1))  ±  [Arccos  ^  .  /(V^dt^^l)! 

=  Arccos  ±  \T=)  ./(V«**  V^l). 


•)  Ktenun  aeqtiatiö  (I)  sutwequens,  dum  ß=0  est  mqne  »imnl  a  numerice 
_  i  ,  identira  evaWit. 
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iMerminatari  nos  deinceps,  cuinam  poüssimum  ex  innumeris, 
;  coutioet  aequationis  hujus  (!)  membrum ,  quantitatibus  signum 
UM  Arccos*  seu  Arccos  (a  +  ß  ST^Ä)  nec  non  denominatio  illa 
-Priocipalis  ipsius  Are  cos  ((^))  valor"  reservetur,  iisdem 
k  in  J°  praeced.  rationibus  permoti  eam  ipsam ,  quae  positioni 
t=Q  in  generali  Ulä 

Arccos  ((!))  =  +  2** 

stgpooue  plus  uncis  []  in  aequ.  (I)  praefixo  debetur,  hoc  modo 
iruu2niendam  esse  censemus,  ideoque  ratam  hanc  et  univer- 
salem ipsius  Arccos x  statuendam  esse  aequationem: 

(II)  ...  Arccos(cr -f ß  V-l) = Arccos  y -\T—i.l(y+-^8) 

=  |- Aresin  («+0^=1). 

Ex  quibus  jam  patet,  1°)  eam,  quae  antea  realibus  modo 
itqne  unitatem  numerice  haud  excedentibus x  obtinuit 
Ucum,  aequationem 

(III)  ...  .   Arccos ((jr))  =  Arccos  ((l))i  Arccos  x 

4uibascumque  abhinc  ipsius  x  valoribus,  imaginariis 
aeqoe  ac  realibus,  ratam  nermanere,  atque  2°)  nobis  eq^ui- 
dem  de  notione  illa  Arccos  er,  dum  a  numerice  >  1  est,  nihil  aliud 
fttatoendum  esse  videri  nisi  hoesolum:  Signum  illud  Arccos  a 
in  Aaalysi  nusquam  pro  a  numerice  >1  adhibetur,  nisi 
quo  limes  umquam  significetur  ipse,  in  quem  imagi- 

naria  ea,  cujus  tunc  mentio  sit,  fuoctio  Arccos  («+jSV — 1) 
on?ergat  ß  sua  indefinite  in  0  tendente,  verbo: 


(II')  Arccos«  =  Arccos  fr^^T  V^l./fVaHV^T), 

(«  numerice  >i)  W«V 

prout  ea,  cujus  sit  mentio,  a  limitem  con- 
ficit,  in  quem  proposita  quaedam  a-f  B^T—  1 
aut  a  —  Z?V" — 1,  descrescente  Numero 
B  in  0  indefinite,  convergit; 

7t 

=  2  —  Arcsin  cl 

Nota.  Ex  aequationibus  (I)  et  (II)  praecedentibus  in  specie 
consequitur  esse,  p  reali  qualibet, 

(T)....Arcco8  ((ß  V^l))=  ?-Arcsin((ß  \T~1)) 

=Arccos((l))+[2—  V~=l./(0+  V0Hi)  ]. 
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(»*)...•  Arccos(j5  V*-l)=tj  -  V'-l./tf+Vj^l) 


=  lj-.Arcsin(j3lT^i). 


IV  0  T  A  E 


illod 


Nota  II. 

.  \  • 

(Vid.   pag.  51.) 

v 

Quum  snpra  alicobi  fCap.  Iw]  in  co  eramtis,  ut  dcfiniretur  «ignam 


(ßV—}y*,  fi  reali  ac  ratiohati, 


ea  tunc  quoque  proponcbatur  quaestio  *) ,  nmtine  Analvsi  bcno  fuisaet 
consultum  tributu  liuic  fiigno  definitionc  qtiadam  iili  analoga,  quae  signo 
Uli  Oß  antca  [vid.  notarn  suh  pag.  3ÖH.  T.  IV]  fnerat  v  iudicata,  ideoquc 
accopti*  hin  deroum  aequatiunibus 

(a+/f  t"^7)«  r=  (J-p)^  (Co«ar-f  V^i  M*  at) 
pront  positha  est  aut  neg.  a, 

atque 

0?VnHT)«=lim(a-J-/?'Vr^T)M  tehdente  a  aua  in  0  indefinite. 

(Uevcrä  (ut  in  pag;  394.  cit.  explicatutn  est)  liic  Dm  es,  dura  ß  po»i- 
tiva  est  quantitas,  uniens  e«t  ac  perfeete  determinatus,  sive  positiv» 
ex  plaga  sive  negativst  tendat  a  in  zc>o  ;  at  vero  aneeps,  dum  ß  nega- 
tiva est,  certe  nfii  ft  ipsa  iirtmerice  integra  aut  0  fueritj  **)» 

Tali  ex  modo  rei  gerendae  id  (intcr  alia)  commodi  ftii»*ct  profectum, 

ut  nalla  in  sequentibus  opus  fuisset  signi  hnjus  (ß  V~^7)."  nientione  spe- 
ciali,  quippc  quoniam  singulis  demum_calculis  iis,   ubi  forsitan  de  hoc 

signo  ageretur,  ea,  quae  de  (a-f ßV~—  l)f*  positiva  a  negativaque  jam 
fuerant  allata,  tuflectura  esseut. 


*)  Vid.  „Ohaerv."  in  pag.  393.  T.  IX.  hnjus  Arcbiri. 

*•)  Commoncre  juvat  boc  loco  denailionibus,  qua»  in  Cap.  hoc  1°  »t«' 
tuimus,  fciso« 

(a  +  ß  lTZi>  =  (+  p)/i  (Cul  Mr +  V^i  Sin  f*x)  , 

atque 

id  esse  Analysi  tonrili.ilom  commodi,  ut 

■  ■ 


■ 
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Diasimittari  non  poteat  rcverÄ  perratiltaa ,  eaademqne  gravioria  gane 
momenli ,  rnttoncs  ad  hunccc  modum  rei  gercndae  cnmprobandum  ad- 
fern  optimc  lirerc.    Scilirct  (ut  paucia  utainur)  quemadmoduui ,  dam  de 

•ijfno  t>*  a^itur,  innainera  Analysi  contingunt  emolnmenta  ex  tali  defi- 
aitiooe,  qua  nulltis  ■  tli  alius  in  anteceastim  trihuatur  sensna  nisi  multi- 
plex ille  Ii  mit  i«,  in  quem  proposita  quuedam  {a-\-ßV — 1)0,  tendenti- 
bu«  dem  uro  «  et  ß  suis  in  0  indefinite;  convergut :  at  tntideni  certe  e 
contrario  conaeeutura  essent  inrnmmodn,  si  ila  defintretur  hör  of  >  ut 
fio^alari  inde  cuipiam  liorum  limitum  forct  adfixum;   sie  fere  de  signo 

ißV  —  1  >" ,  cujus  heie  uicntio  est,  jure  liceat  judicari.  Nec  aane  irritum 
id  ridetur  ea»e  praesagium.  forc  ut  tali  «lim  defmitionia  gencre  gaudeat 

hoc  qunque  aignum  {ßV  — l)ß,  sciücet  confirmata  demum  probataque 
omnibn«  rd,  quam  a  nohia  equidem  in  Cap.  I9  pracced.  allataiu  «aneivit 
pastca  Illnatr.  Ipse  Canrhy  "),  opinione  de  signo  (a -f- ß V—  1  )A» ,  nega- 
trra  «  aeqne  ac  peaitiva,  Analysen«  in  uauni  verteado.  Praeaenti  au« 
(cm    tempore,    quo    residet    iisqnc   plerisque   mos   ille,   ab  illustr. 

Cauchy  acreptua,  ut  aignum  hoc  (<»  +  /?  V  —  1)."  pro  «  negativa  [nUi 
(orte  u  integro  fuerit  vaiorc  nmuerico  nut  «J  ex  Analyst  plane  rejectuin 

esse  cenaeant,  inrctrrataqtie  inauper  consiietndine  aignum  illud  (ßV  — l)/* 
luimqnam    non    liiniti   solius,    quam   Analyst   auperstitem  reddiderant, 

(a-\  ß  t  —  1)"  [pro  a  posttivd]  reaervatum  esae  judicandi,  praesenti  certe 
tempore  (inqiiam)  rem  aliter,  quam  ut  ex  verbi«  in  .»Observ."  modo 
«Uta  allatis  constal,  dirimendi  nec.  copia  erat  nec  apta  satia  occasio  **). 

Aliter,  ut  patet.  longo  aeao  res  aliter  de  aigno  illo  Aresina  [a  nu- 
mertee  N.  1]  habebat.  NullA  enim  ex  antecedentibus  cujuspiam  rationibns 
prucsnmpta  erat  de  hac  re  opinio,  quippe  qnod  apud  Tauchy  aolum 
Uiata  fuerit  aigui  hujuace  mentio,  eademque  —  certe  si  noxissiinn,  qnae 
dr  hac  rc  Iii  -sertationc  in  E  x  c  r  c  i  c  c  s  "  suis  anni  proxime  practerlapai 
edidil,  verba  exreperis  —  nonnisi  ut  ex  Analysi  hoc  aiginim  tollcndi  oc- 
casionc  nteretur  lic  igitur  ad  hnnc  usque  diem  aic  fere  integra  relicta, 
a  j»rimo  inde  ndgressn  earo,  qua  uai  aumua  quaeque  anla  Analysi  Tere 
•ulutaris  eaae  videtur  ***) ,   definitionem  atatuendi  occaaionem  amplexi 

salia  atque  idoneam. 


umptr  limiiem  reverA  conficlat,  unicum  cum  qnidem  ac  petfecte  determi- 

nalam,  in  quem  (a  -|- ßS  —  i)o  unaquaeque,  convergcnle  ß  suA  [positivn  »it 
iita  *n  negativa,  nil  refert]  in  0  indohnitc,  tendit:  verbo  [A  et  B  Nume- 
ro« dcaotanlibas]  temper  esse 

et  Au=zlim(A±BY^~i).« 
(fl=o) 

«t  (—.4)"  =  hmi—A^B^TZT^. 

•)  Vid.  „Poiticriplum"  illud  in  pag.  432.  T.  IX.  huju»  Archiv!. 

")  Quac    licet   ila   alt    in   genero    admissa   hocusque    definitio  sigui 

ißV  — i)M ,  nihil  tarnen  imj  edit  quominu»,  quicnnique  crit,  cui  forte  potius 
pUccat  altera  cujufi  ftupra  inenttonem  feeimus  fi^ui  hujus  detinitio,  i»  »in- 
pulii  in  caltuli»  (ulti  »i^ni  hujus  etil  opus),  donec  vulgo  forsitau  nova  hacc 
ae£niiio  olim  fuerit  u*u  rcrepta ,  expressis  in  auteecssum  iudicel  Tcrbia  cA  se 
Um  tunc  lemporis  eise  usurum. 

•••)  Coaf,  notam  ipsam  contextui  in  pa$.  51.  prneced.  sublcrpositam. 
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VI. 

Auflösung  der  beim  rechtwinkliehten 
sphärischen  Dreieck  vorkommenden 
Aufgaben,  vermittelt  durch  das  sphä- 
rische Fünfeck. 

Von 

♦ 

Herrn  Dr.  M.  A.  F.  Prestel 

in  Eindon. 


Vorbereitende  Betrachtungen. 

§.  1.  Es  sei  Z?iVJ/(Taf.  II.  Fig.  1  )  ein  sphärisches  Dreieck,  wel- 
ches bei  A"  rechtwinklicht  ist.   BMNK  sei  die  dem  Dreieck  ent- 

Sirechende  körperliche  Ecke.  Man  denke  sich  aus  K  mit  dem 
albmesser  KB=KM=KN  die  Kugel  FBNSQR  beschrieben. 
Es  werde  ferner  die  Seite  BN  über  nie  kugeloberfläche  zu  dem 
grussten  Kreise  NBFJQS,  die  Seite  NM  zu  dem  grussten  Kreise 
NMDLR  und  die  Seite  MB  zu  dem  gTÖssten  Kreise  BMGHT 
erweitert.  Femer  beschreibe  man  aus  B,  als  Pol,  den  grussten 
Kreis  JEDGS,  und  aus  M,  als  Pol,  den  grüssten  Kreis  FELiJQ. 
(In  Taf.  II.  Fig.  1.  sind  nur  die  auf  der  Vorderseite  der  Kugel  liegen- 
den Hälften  der  genannten  grussten  Kreise  zu  sehen.  Tarn.  Fig.  2. 
stellt  einen  Theil  der  auf  der  Rückseite  der  Kugel  liegenden  Stöcke 
der  genannten  grussten  Kreise  dar.  Taf.H.  Fig.  2.  ist  nämlich  das  Bild 
der  Kugel  Taf.  II.  Fig.  1 ,  wenn  man  diese  letztere  sich  um  FQ  als 
Achse  voo  der  Rechten  zur  Linken  um  90°  gedreht  denkt.) 
Nach  Obigem  ist  in  Taf.  II.  Fig.  1.  und  Fig.  2. 

Bog.  ATZ?F=  Bog.  FJR=  Bog.  RTQ=BoS.  QSN=W, 

„  BFJ  =  „  BMG=  „  BNS  =  =90<\ 

„  MDL  =  „  MG  II—  „  MBO  —  „  MNP—W. 

Da  alle  grussten  Kreise,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkte 
des  grussten  Kreises  NBFRQS  beschrieben  sind,  den  grussten 
Kreis  NMDLR,  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  ist 


Digitized  by  Google 


and  auf  der  Ebene  jenes  grfissten  Kreises  rechtwinklicht  steht, 
m  einem  am  90°  von  dem  gross  ten  Kreise  NBFJRQ  entfernten 
Punkte  schneiden,  80  ist  auch 

Bog.  NMD = Bog.  DL  U—  Bog.  DEJ= Bog.  DGS=W>; 

ferner  sind  die  sphärischen  Winkel: 

^  FLD=zZ.  DJF=    MOF=  j1BGD=Z.  FMtt=  90°. 

Von  den  auf  der  Kugeloberfläche  durch  die  angegebene  Kon- 
struktion entstandenen  sphärischen  .  Drei-,  VTier-  und  Fünfecken 
müssen  nun,  Behufs  des  Folgenden,  einer  genauen  Betrachtung  unter- 
worfen werden: 

1)  das  sphärische  Fünfeck  MDEFB  (Taf.  II.  Fig,  1.), 

2)  die  sphärischen  Dreiecke  BMS,  MGD,  DLE,  EJF 
(Taf.  II.  Fig.  1.)  und  BOF  (Taf.  II.  Fig.  2.). 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  soll  im  Folgenden  die  Seite 
MB  durch  a,  die  Seite  MIS  durch  b,  die  Seite  iVZ?  durch  c,  der 
Winkel  MBN  durch  B>  und  der  Winkel  BMIS  durch  C  bezeich- 
net werden. 

Durch  Betrachtung  der  Figuren  ergibt  sich: 

a)  Das  Maassder  Seiten  des  sphärischen  Fünfecks  MDEFB 
i*t  den  in  dem  ursprünglich  gegebenen ,  lechtwinklichten  sphäri- 
schen Dreieck  NmB  vorkommenden  Seiten  und  Winkeln,  oder 
«ereji  Komplementen  beziehungsweise  gleich.    Es  ist  nämlich 

1)  MB=a, 

2)  MD=  OiV-  MN =90°- b, 

3)  BF=  FN  -  BN  =  W°—c; 
ferner  EG=DS;  zieht  man  hiervon 

DG-=DG  ab,  so  erhält  man 

4)  EDz=zGS=z^B\ 

endlich  ist  FL=EI1 

und  EL=EL;  dieses  abgezogen 

gibt  5)  EF=LH=^C. 

b)  Die  Dreiecke,  welche  über  den  Seiten  des  sphärischen 
Fünfecks  liegen,  sind  sammtlich  rechtwiuklicbt  und  zwar: 

\BNM  bei  2V, 
\MGD  „  G, 
±DLE  „  L, 
±EJF  „  y, 
S.FOB  „  O. 


58 

Femer  ist  da«  Maass  der  Seiten  dieser  Breiecke  den  Seiten  und 
Winkeln,  oder  deren  Komplementen,  welche  in  dem  ursprünglich 
gegebenen  Dreieck  BNM  vorkommen,  gleich.  Von  den  Seiten, 
welche  zugleich  Seiten  des  sphärischen  Fünfecks  sind,  ist  dieses 
schon  nachgewiesen;  für  die  übrigen  ergibt  es  sich  aus  Folgendem. 

In  dem  Dreiecke  BNM  sind  die  drei  Seiten  a,  b,  c. 

In  dem  Dreiecke  MGD  ist 

DM—W — b  (s.  oben), 
MG  ~  GB — MB—  90°  —  a, 
DG=  GE  -  £fl=90°  -  B. 

In  dem  Dreiecke  DLE  ist 
ED^B  (s.  oben), 

LD =LM~  DM—  00°  -  (90°  -  b)  =  b , 
LE = LF  —  EF  i=  90°  —  C. 

In  dem  Dreieck  EJF  ist 

EF=C  (s.  oben), 

/V  -  DE=  90° -tf, 

JF=JB—FB=W*—(W>-c)=c. 
lu  dem  Dreiecke  FOZ?  endlich  ist 

#F=<J0°-c, 

FO=EO—EF=W>—C, 

BO  =  OM—  Mß=90°-a. 

Zusammenhang  unter  den  Seitendes  rech  t  wink  Ii  ch  ten 
Dreiecks,  so  wie  unter  je  drei  Seiten  des  sphärischen 

Fünfecks. 

*  ■ 

§.  2.  Lehrsatz.  In  jedem  rechtwinklichten  sphäri- 
schen Dreiecke  ist  der  Kosiuus  der  dem  rechten  Win- 
kel gegenüberliegenden  Seite  gleich  dem  Produkte 
aus  den  Kosinus  der  beiden  Seiten,  welche  den  rech- 
ten Winkel  einschliessen. 

Ilew  ei  s.  Es  sei  BNM  (Taf.  II.  Fig.  I.)  ein  bei  N  rechtwink  lich- 
tes sphärisches  Dreieck  und  BKNM.  die  demselben  zugehörige 
körperliche  Ecke.  Man  falle  von  B  auf  KN  das  Loth  BAf  und 
vom  Fusspunkte  dieses  Lothes  A  auf  KM  das  Lotfi  CA  und  ver- 
binde B  und  C  durch  eine  gerade  Linie.  Hierdurch.'  entstehen 
drei  Dreiecke,  von  welchen  BCK  und  KCA  bei  C  vlvlA  BÄK  b<>\ 
A  rechtwinklicht  ist.  * 

Es  ist  nun 

im  A  AKC:  £^=™s  NN,  folglich  AY,'=  KA .  cos  MN ;  (1) 
im  A      # :      =  cos  BN,     „      AT/f  =  AT?,  cos  BN.  (2) 
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man  den  Werth  von  KA  aus  (2)  in  (J),  so  erhalt  man: 
KC=  KB.  cos  MN.  cos  BN 
j^=cos  MN.  cos  BN. 


Da.  nun 


so  ist  auch 


=cos  MB , 


cos  JÜTJ?  =  cos  MN.  cos  /?  A7. 


Ist  nun  Über  der  Seite  eines  rechtwfnklichten  sphärischen 
Dreiecks,  welche  dem  rechten  Winkel  gegenüber  steht,  auf  die 
oben  angegebene  Weise  ein  sphärisches  Fünfeck  verzeichnet,  so 
gelten  von  diesem  folgende  Lehrsätze. 

§.3.  Lehrsatz,  Der  Kosinus  jeder  Seite  de"s  sphä- 
rischen Fünfecks  ist  gleich  dem  Produkte  der  Sinus 
der  beiden  mit  ihr  zusummenstossenden  Seiten. 

Beweis.  Nach  Voranstellendem  ist  im  Dreiecke  MNB 
(Taf.  II.  Fig.  1.) 

cos  MBzzcob  MN.  cobBN; 

femer  BN=zW>—FB  und  MN=*WP  -  DM;  durch  Substitution 
dieser  Warthe  in  die  voranstehende  Gleichung  ergibt  sich,  dass  auch 

cos  J/Z?=cos  (90°  -  FB) .  cos  (90°  -  DM). 

Da  nun  cos  (90° — FB) = sin  FB  und  cos(90°  ~DM)-smDMi  so 
ist  auch  \ 

cos  MB = sin  DM.  sin  FB. 

Eben  so  beweist  man  mittelst  des  Dreiecks  DGM ,  dass 
cos  DM  —  sin  MB .  sin  DE,  mittelst  des  Dreiecks  DLE,  dass  »x 
cos£Z)=sin DM.ainEF,  u.  s.  w. 

§.  4.   Lehrsatz.   Der  Kosinus  jeder  Seite  des  sphä- 
rischen Fünfecks  ist  gleich  dem  Produkte  der  Kotau 
genten  der  beiden  Seiten,  womit  >ie  nicht  zusamuien- 
stüsst 

Beweis.   Es  ist  nach  §.  3. 

cos  DE— sin  DM .  sin  EF, 
cos  £F=sin  DE.  smFB, 
folgüch  cos  DE .  cos  EF= sin  ZW.  sin  JE/\  sin  Z)£ .  sin  FB, 

Dividirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Selten  durch  tiinEF.airiDE, 
so  erhalt  man 

^^^-6inDM.sinFB.  (a) 
sin  DE.  ainEF 
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Ks  ist  aber 


cos  DE  ,  .v  cos  EF  ,,,, 
- — 7l«=totgX)A,  — - *  ^=cotg£* 
siii  DE  sin  £r 

und 

sin  DM.  sin  Fi? = cos  JH/f. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (a)  erhält  man 

cotg  DE .  cotg  £F=  cos  üfÄ 

Diese  Gleichung  erhält  mau  immer,  nenn  man  zwei  beliebige 
Seiten  des  sphärischen  Fünfecks,  welche  in  einem  Punkte  zusam- 
mentreffen, als  Funktion  der  mit  jeder  von  ihnen  zu  s  am  mens  t  Ga- 
senden Seiten  ausdrückt  ($.3.),  die  beiden  Ausdrücke,  welche  man 
erhalt,  multiplicirt  und  die  dann  vorliegende  Gleichung  möglichst 
vereinlacht. 

Auflösung  der  beim  rechtwinklich ten  sphärischen 
Dreiecke  vorkommenden  Aufgaben,  vermittelt  durch  das 

sphärische  Fünfeck. 

6.  5.  Für  das  Folgende,  wie  für  den  praktischen  Gebrauch 
überhaupt ,  ist  es  bequem ,  das  Bild  des  sphärischen  Fünfecks  und 
der  über  seinen  Seiten  liegenden  Dreiecke,  abgesondert  von  der 
Kugel,  vor  Augen  zu  haben,  wie  es  in  Taf.U. Fig. 3. dargestellt  Ist. 

Zu  den  Stücken,  welche  bei  der  Berechnung  des  rechtwink- 
lichten  sphärischen  Dreiecks  in  Betracht  kommen ,  gehören  die 
Seiten  a,  b,  c  und  die  Winkel  B  und  C.  Diesen  Grössen  oder 
ihren  Komplementen  entsprechen  die  Seiten  des  beschriebenen 
sphärischen  Fünfecks  beziehungsweise.  Soll  aus  je  zwei  von  ih- 
nen eine  dritte  berechnet  werden,  so  suche  man  die  ihnen  oder 
ihren  Komplementen  entsprechenden  Seiten  in  der  Figur  aut, 
drücke  ihren  Zusammenbang  entsprechend  einem  der  beiden  Lehr- 
sätze §.3.  und  §4.  aus,  und  forme  die  Gleichung,  welche  man  da- 
durch erhält,  so  um,  dass  die  gesuchte  Grösse  auf  einer  Seite  al- 
lein steht.  Hierdurch  ergibt  sich  die  Formel,  nach  welcher  die 
numerische  Berechnung  ausgeführt  werden  muss. 

§.  6.  Aufgabe.  Gegeben  die  beiden  Katheten  h  und 
c,  gesucht: 

a)  Die  Hypotenuse  a. 

Nach  $.  2.  ist 

cos  a= cos  6.  cos  c. 

b)  Der  Winkel  B. 

Im  Fünfeck  (Taf.II.  Fig.  3  )  entspricht  der  Bogen  DE  als  Maas» 
dem  Winkel  B,  ebenso  ist  DM=W-b  und  F£=90'  — c.  Nach 
§.  4.  ist  aber 

cos  FB=  cotg  DE .  cotg  DM , 
cos  (90°— r ) = cotg  B .  cotg  (90°  —  b). 
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Da  nun  cos  (90— -c)=sinc  und  cotg  (90  —  6)=  tgb,  so  ist  auch 

sinc=:cotgÄ.tg6, 

folglich 

n    sin  c 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man 

.  n    sin  b 

f.  7.  Aufgabe.  Gegeben  die  eine  Kathete  b  und  die 
Hypotenuse  «,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  f. 

Aus  cosa  — cos r  folgt,  dass 

cosa 

COSC=  r. 

CO«/; 

b)  Der  von  der  Kathete  b  und  Hy  potenus  e  a  ein- 
geschlossene Neigungswinkel  C. 

Im  Fünfeck  entspricht  der  Bogen  EF  dem  Winkel  C,  Bogen 
31 B  der  Hypotenuse  a  und  Bogen  D3/  dem  Komplemente  1)0° 
— 6  von  o.   Nach  §.  4.  ist 

cos  EF^=  cotg  ilf Ä .  cotg  DM , 
cos  C=  cotg  a .  cotg  (90°  —  6), 
cos  C=cotga.tg6. 

c)  Der  Winkel  B,  welcher  der  gegebenen  Ka- 
thete gegenübersteht. 

Da  Bog.  MB  der  Hypotenuse  a,  Bog.  MD  dem  Komple- 
mente 90°--*  von  b  und  2?og.  DE  dem  Winkel  2?  entspricht,  und 
nach  $.3.  t 

cos  DM =s\n  MB.  sin  DE 

ist,  so  ist 

cos  (90 —  6) = sin  a .  sin  1? 

oder        sin  6 = sin  a .  sin  B , 

.  z>    sin  6 
sina 

§.  8.  Aufgabe.  Gegeben  eine  Kathete  c  und  der 
ihr  gegenüberstehende  Neigungswinkel  C,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  b. 

Nach  §.  6.  b.  ist  sin6=cotgC.tgc. 

b)  Die  Hypotenuse  a. 


■ 
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Nach  §>  7.  a  tut 


sine~sioa.sinC\ 

woraus  folgt,  dass 

sine 

sina  = 

sin  C 

■ 

c)  Der  Neigungswinkel  /?. 

Es  entspricht  dem  Winkel  B  der  Bog.  DE,  dem  Winkel  C 
der  Bog.jEF  und  dem  Komplemente  90°—  c  von  c  der  Bogen  FB. 
Es  ist 

* 

cos  EF—  sin  J£Z) .  sin  FB, 
cos  C  =  sin  /?.  sin  (90° — c), 
cosC  =sin  Zf.cose, 
.    r>      cos  C 

Sl  II  //     =  -  

COS  c 

$.  fl.  Aufgabe.  Gegeben  die  beiden  Neigungswinkel 
B  und  C,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  6. 
Eben  so  wie  §.  8.  c.  ergibt  sich,  dass 


=auu«tf.cos.£, 
woraus  folgt 

.     cos  B 

COS  0  —  -r- 
Slll 


b)  Di«  Kathete  c. 
Nach  ß.  8.  c  ist 

cos  C  =  sin  B .  cos  c , 

folglich 

(COS  O 

cosc=  — -ö- 

c)  Die  Hypotenuse  o. 
Es  ist 

«os  MB  =  cotg  ZMZ .  cotg.£F, 
cos  a  ==  cotg  B .  cotg  C. 
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VII 

Heber  die  singulären  Werthe  bestimm- 
ter Integrale. 

Von  dem 

-  ■ 

Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlo  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Sehr  häufig  kommen  bestimmte  Integrale  von  der  Form 

f"f(*,t)dt  (i) 

vor,  worin  *  eine  w  ill  kührl  iche  Constantc  bedeutet  und  die  Funk- 
tion f(*,t)  die  Eigenschaft  besitzt,  für  ein  gewisses  spezielles 
x  sich  zu  annulliren,  wie  z.  B.  l{\+%t)  für  x  =  0;  in  solchen  Fäl- 
len meint  man  gewöhnlich,  es  müsse  Itir  diesen  Werth  von  %  auch 
der  Werth  des  ganzen  Integrales  verschwinden,  weil  sich  das« 
«selbe  auf  fO.dt  reduzire.  Diess  ist  indessen  nichts  weniger  als 
allgemein  rjcht'g  und  es  muss  hier  noch  eine  besondere  Einschran- 
fcuvtg  hin«ngefügt  werden.  Erinnert  man  sich  nämlich,  dass  das 
in  tio.  (I)  aufgestellte  Integral  nichts  Anderes  als  der  Granswerth 
ist,  weichem  sich  der  Ausdruck 

9  [/*(*  >«)  +  A*    +  <*)  +  A* .  «  +  W)  +  A* > «  +  35)  + . . . 

...+/*(*>«  +  i=T«)],  (2) 
$=J  ^  U,  n  ganz  und  positiv 

für  unendlich  wachsende  «,-also  bis  zur  Null  abnehmende  ö,  nä- 
hert, so  erkennt  man  sogleich  die,  Jtichtigkcit  folgender  Bemer- 
kungen.   In  der  Reihe  (2)  nimmt  /  süccessive  die  Werthe  a,  a-\-Ö, 

a  -f-  2d,...«  -f-  n  —  Xüzzzb  —  ö  an,  d.  h.  es  durchläuft  stetig  das- In- 
tervall t=a  bis  t~h ;  ist  nun  f(%,  f)=Q  für  jenen  .speziellen  Werth, 
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der  etwa  %'  heissen  möge ,  gleichgültig,  welchen  von  den  Wer- 
tben a,  a  +  fl,  o  +  25  etc.  man  dem  /  gelieo  möge,  so  verschwin- 
det jedes  Glied  der  Reihe  (2)  für  sich,  und  folglich  erhält  man 
£.0=0  als  Gränzwerth;  oder  mit  anderen  Worten:  das  Integral 
in  (1)  annuilirt  sich,  sobald  f(xtt)=0  ist  für  x=x'  und  jedes 
t  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  6.  Anders  aber  wird  die  Sache, 
wenn  es  unter  den  Grössen  «,  rt-f-6.  etc.  eine,  d.  h.  in- 

nerhalb des  Intervalles  a  bis  b  einen  Werth  von  t,  etwa,  f  giebt, 
welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Funktion  /*(*»*)  für 
%  —  %'  und  t=f  unbestimmt  oder  gar  unendlich  wird;  in  diesem 
Falle  wird  nämlich  eines  der  Glieder  in  no.  (2)  selbst  unbestimmt 
oder  unendlich,  und  man  kann  jetzt  nicht  mehr  behaupten,  dass 
der  fragliche  Gränzwerth,  nämlich  das  Iutegral  in  (1),  dir  x  =  x' 
verschwinde.    So  z.  B.  annuilirt  sich  der  Werth  des  Integrales 


*  ,dt 


fär  x=0  nicht,  obgleich  diess  im  Allgemeinen  mit  der  Funktion 
— — s  der  Fall  ist.  Innerhalb  des  Intervalles  /  =  0  bis  t=h  kommt 

nämlich  auch  der  Werth  <=0  vor  und  dir  diesen  wird  un* 
0 

bestimmt  =      wenn  zugleich  x=0  ist   Der  wahre  W7erth  jenes 

Integrales  findet  sich  dagegen  leicht  durch  unmittelbare  Integra- 
tion, denn  es  ist 

/Ä  xdi        .    .  h 
_2=Arcta„-, 

folglich,  wenn  *  bis  zur  GrSoze  Null  abnimmt, 


Umf "  J^P* = Arcta"  "  =  I  * 


Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Einführung  einer  n< 
Variabein,  indem  man  7=xt  setzt,  wobei  die  neuen  fÖr  t  gel- 
tenden lutegrationsgränzen   durch  die  Gleichungen  0=xr,  also 

r=0,  undA  =  xr,  alsor=-,  bestimmt  werden.   Es  ist  dann 

x 


/*   xdt    _  p*  dx 
J     x*+P~~J  1+T*~2 


Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Integrale 
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dt 


wenn  man  %  ins  Unendliche  wachsen  lägst.  Es  ist  dann  zwar  im 
Allgemeinen 

Lim(e-«*<  —  «-/»**}=0, 

1  *         ■  *  *  •  I 

aber  desswegen  der  Werth  des  Integrales  nicht  =0  für  x=ae. 
Denn  innerhalb  des  Integrationen nterva lies  kommt  auch  der  Werth 
f=0  vor  und  für  diesen  und  «=»  stellt  sieb  der  Bestandtheil 
unter  die  unbestimmte  Form      *°  —  r-*  °.  Setzt 


mau  dagegen  f=-,  so  wird 

/*  dt        Pk*  dx 

ie—*'-e-ß*<\j  =  I  \e-«*-e-ß*\™, 

und  hieraus  findet  sich  für  unendlich  wachsende  x 

♦ 

o 

•  •-'(!)• 

indem  man  eine  bekannte  Formel  in  Anwendung  bringt. 

Diese  besonderen  Wrerthe  des  Integrales  (1),  welche  för  ein 
paar  bestimmte  Spezialisir ungen  x=x',  t—t'  eintreten  können, 
neissen  bekanntlich  singulare  Wert  he  des  Integrales  und  die- 
nen in  vielen  Fällen  zur  Auffindung  der  Werthe  doppelter  oder 
mehrfacher  Integrale,  wovon  bereits  Cauchy  einige  Heispiele  ge- 
zeigt hat  Ich  gebe  hier  noch  ein  paar  andere,  die  sich  beson- 
ders dadurch  auszeichnen,  dass  in  den  fraglichen  Integralen  will- 
kfihrliche  Funktionen  und  willkührliche  Constanten  vorkommen, 
von  denen  die  letzteren  gleichgültig  für  den  Werth  des  Integrales 
sind.  .. 

I.   Ich  betrachte  zunächst  das  Üoppelintegral 

worin  t  und  h  positive  von  Null  verschiedene  Grossen  bezeichnen 
und  die  Funktion  f(t)  so  beschaffen  sein  soll,  dass  ihr  Differen- 
zialquotient  f  (t)  stetig  und  endlich  bleibt  von  t=0  bis  z=A.  Da 
unter  dieser  Voraussetzung  f(t)  selbst  weder  unstetig  noch  un- 
endlich wird,  wenn  t  von  0  bis  h  geht,  und  da  ferner  der  Aus- 
druck 
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* 

von  u=t  bis  m=oo  und  £=0  bis  t—h  niemals  unendlich 
unbestimmt  wird,  so  folgt,  dass  die  Funktion  zweier  Vartaoem 
(u  und  t) 

worauf  sich  die  beiden  Integrationen  beziehen  ,  während  der  vor- 
hergenannten Intervalle  endlich  und  stetig  bleibt,  und  mitbin  ist 
es  erlaubt,  in  dem  Doppelintegrale  S  die  Reihenfolge  der  Inte- 
gratiooen  umzukehren ,  also  zunächst  nach  u  zu  rotegrireo.  Dies* 
giebt 

O  f 

Bei  unbestimmter  Integration  nach  u  ist  nun 

und  folglich,  wenn  man  für  ti  die  GrRnzen  a=ao,  *=«  einführt, 


"~ IHM5* 


Substituten  wir  diess  in  die  Gleichung  (4) ,  so  wird 


Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze,  wenu/v(0  stetig  und  end- 
lieh  ist  von  <=0  bis  <  =  t, 


f(0=/(0)  +  </'(i<),  i**=° 

I 

«nd  folglich,  weil  »vir  /"'(0  als  stetig  und  endlich  während  des 
Intervalles  0  bis  h  voraussetzen , 

...      .  S--/WJ  +,/  £s+t» 

.  '  ^Arctnn^s/4^.. 

Lassen  wir  jetzt  die  Grösse  £  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen,  so 
ist  vermöge  des  ersten  und  letzten  Werthes  von  S 
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O  «I  i  »Ii.  »»«Ii 

=  |  AO)  +  Lim  [s  J*k^ä^dl].  (5) 


Der  GrSnzwerth  des  Integrales  rechts  ergebt  sich . leit-ht  aus  fol- 
gender Bemerkung.  Da  /'(J)  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  h 
endlich  bleibt,  so  ist  diess  um  so  mehr  mit  f'  (Xf),  wo  lt<^t,  der 
Fall,  nnd  folglich  sind  da«  Maximum  und  Minimum,  welches  f'(Xf) 
innerhalb  des  genannten  Intervalles  erreicht,  endliche  Grossen. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  M  und  Nt  so  ist 

ßt)ät 


a.  h. 


Da  sich  nun  für  unendlich  abnehmende  e  die  Produkte 


£/(i»+A*>  und 


F  .f 


der  Granate  Nnlt  nähern,  so  folgt 

o 

und  nach  no.  (5)  ergiebt  sich  jetzt  das  bemerkenswerthe  Theorem 

o  o 

II.  Für  ein  zweites  Beispiel  gehen  wir  von  dem  Doppelin- 
tegrale 

S^f^du  J*h(ße-i}*t  —  ae—*)f(t)dt  (7) 

o  u 

worin  <0  und  A  positive  von  Null  verschiedene  Constanten 
bedeuten  und  der  Funktion  f(t)  tfie  Eigenschaft  zugeschrieben 
wird,  dass  ihre  Derivirte  f'(t)  stetig  und  endlich  bleibt  von  f=sO 
bU  Da  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Funktion 

5  * 


weder  unstetig  noch  unendlich  oder  unbestimmt  wird  innerhalb 
der  Integrationsintervalle  »=0  bis  ti=a>,  <=0bis  t=h,  so  darf 
man  statt  der  Gleichune  (7)  durch  Umkehrung  der  lntegrations- 
ordnung  auch  die  folgende  setzen: 


o  o 

=y  f(t)dt — 


t 

.  ■ 

Vermöge  der  Gleichung  fit)=t®Htf' W)      <Unn  weitcr 


h  e-au>t  _  e-ß">t 


dt 


o 

+ J*kf'(lt)[e-*»<--er-fi<*<]dt. 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  so  wird 

+ J*  kf(\()[e-«tu>-e-ßt<<>]dl 

Lassen  wir-  nun  co  ins  Unendliche  hinaus  wachsen,  so  ergiebt 
sich  vermöge  des  ersten  und  letzten  Werthes  von  S: 

du J%h[ße-ß^-ae-^]f(t)dt 

O  0 

=/(0)/(£)  +  ttra£  rfM^-r^]*].  (») 

0 

I 

Da  f'{lt)  von  <=0  bis  <=A  stetig  und  endlich  bleibt,  so  sind 
sein  Maximum  M  und  Minimum  iV,  welche  es  innerhalb  dieses 
Intervalle«  erreicht,  endliche  Grössen  und 

er~ß*]dt  und  >iY J^h[c~a^—e-ßMt]dtt 


d.  b. 
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.  M\  1-«-°*  1  -  <-?>  1 
^  »L~~  T'J' 


< 


0} 


sich  sogleich  ergiebt 

Lim  \J** r(lf)[e—*— e-fi*]dt\  =0, 

o 

und  foJgIi«b  nach  no.  (8) 

f*  du f\ße-?^ae-^]t(t)dt=fm(^y  0» 


Theoreme  (6)  und  (9)  haben  das  Besondere,  dass  der 
Werth  des  in  ihnen  vorkommenden  Dnppelintegrales  unabhängig 
von  der  Constanten  h  ist,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  positiv 
uod  >0  bleibt.  Setzt  man  A  =  »  und  wählt  dann  f{t)  so,  dass 
f(t)  stetig  uod  endlich  bleibt  von  f=0  bis  *=oo,  so  kann  man 
leicht  ein  paar  passende  Beispiele  finden,  für  welche  sich  die 
Integrationen  ausfuhren  lassen. 

Setzt  man  endlich  noch  f(t)=(p(a:  -f  0»  wo  n"n  9>'(*)  stetig 
und  endlich  bleiben  muss  von  z=ar  bis  x=.r-f-Ä,  so  gehen  die 
beiden  Theoreme  (6)  und  (9)  in  die  etwas  allgemeineren  über: 


wobei  die  Variabele  a:  der  Funktion  <p  als  arbiträre  Constante  hin- 
«ebüich  der  beiden  nach  t  and  u  auszuführenden  Integrationen 
figwirt 
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■ 


Ent^KcInng  gestimmter  Integrale. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund- 

'  ■  i *».  1  1 

*  ,     4  -  M  1*1 

I  •  « 

4      4  1 

i         I  *  *     *  *  *  * 

Der  Werth  eines  bestimmten  Integruls  lässt  sich  häuüi»  da- 
durch finden,  dass  man  für  einen  Factor  der  Function  unter  dem 
Integralzeichen  ein  bestimmtes  Integral  setzt,  und  dann  in  dem 
entstandenen  Donpclintegrale  die  Integration  umkehrt.  Da  die,  An- 
wendung dieser  Methode  mich  nicht  blos  zu  einer  einfachen  Per- 
leitung bekannter  Integral werthe,  sondern  auch  zur  Entuickelung 
neuer,  auf  anderem  Wege  vielleicht  nur  umständlich  zu  ermitteln- 
der Integrale  geführt  bat,  so  dürfte  das  Folgende  nicht  ohne  In- 
teresse sein. 

1.   Von  dem  Integral  co  =  J        ^  -f-ä*  ' 
Se*zt  man.  Cur  den  Factor.  j~  das  bestimmte  Integral 

/ao  ■  . -  • 

er-** sin zdz,  und  kehrt  die  Integration  um,  so  erhält  man 

co  =  /     cos  mjcdx  I     c~**  sin  zdz  =  /     sin  zdz  I     e~"cos mxfa 

t/  o  %J  o      ^  i/o  </  0 

Bekanntlich  ist  nun   /     e-**coswu:clr=  -=-r — »,    folglich  co  = 

i/o  Z*  -f-  Tft 

y"**  2  sin  zdz  /**  jrsinmx&r 

.    i^M?'  also'  2=nx  «eBetlt'  a=J0      1+*»   •  wo 

....  -   .      du»  x&mmxox 

m  positiv  sein  muss.    Da  nun  offenbar        =  —  #  — 1  +  * 

so  erhält  man  die  Differentialgleichung  to-f     =0,  deren  Auf  IC- 
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sing  sogleich  e9=Ce-m  giebt,  wo  C  eine  von  m  unabhängige 
Censtante  ist.  Um  diese  zu  bestimmen ,  braucht  man  nur  m=0  zu 

/OD       ^  n  Ä 

I  ,  ^2  =  2^  fibergeht;  es  ist  also  C=ky» 

und  folglich 


cosnurita     jc  _   .  =m 
arsinwurÖJ:     «  n. 


• 

Wird  j  =     und  dann  m=aö  gesetzt,  so  kommt 


ff) 


y',flD  cosfcrfar  je  ^ 


wo  a  und  6  positive  Grossen  sind.  Auch  darf  in  der  ersten  Glei- 
chung 6=0,  in  der  zweiten  a=Q  sein. 

Laer oix  erwähnt  im  Traite.  Tora  11  L.p.  492— -93  nur  beiläufig, 
dass  ein  Verfahren  von  Laplace,  den  Werth  des  obigen  Integrals  zu 
eotwickeln,  auf  Doppelintegration  zurückkomme  (c'est  par  la  consi- 
deration  des  integrales  double«,  que  M.  Laplace  a  obtenu, 

entre  les  limites  x=0  et  x=  infini,  la  valeur  de  /    \^.aä  '» 

sind  seine  Worte).  Mir  ist  diese  Methode  übrigens  nicht  gegen- 
wärtig, doch  scheint  es  die  von  Minding  (Integralrechnung. 
Berlin«  1836.  8.  240. X  in  Anwendung  gebrachte  zu,  seia,  «eiche 
auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  lübrL 

Ganz  ungenügend  ist  die  Herieirung  von  Poisson,  welche 
Lacroix  a.  a.  O.  aufgenommen  hat,  Poisson  differenzirt  nämlich 

/*«  cosm^r&r 

die  Gleichung  m= J      ■  -  zweimal  nach  im,  und  Gndet 

3*w         /*"  aPcoamxdx        .  ,  Pm 
&=~J0        \+x*    «  und  daraus  "-^=J„  CQSm*d*' 
Er  setzt  den  Werth  dieses  Integrals  =0,  wegen  der  bekannten 

Gleichung/  e_tt*  cos  mxdx~  — ~  Das  Integral  /  coswur&r 
hat  aber  gar  keinen  bestimmten  Werth.,  wie  aus  /  cosm.TÖx 

-  +  const  erhellt,  und  somit  würde  der  Werth  von  t*-~%^*, 

Vielmehr  unbestimmt  qe/w-  Dies  ist  indessen  wieder  nicht  der 
»all,   da  aus  der   obigen  strengen  Herleitung  der  Gleichung 

•«ydT*  in  der  That  folgt       g^—O»  Worin  liegt  nun  diese» 
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Widerspruch  ?  Darin ,  dass  die  Gleichung  |^  =  — j*  ^c°sy|^jg 
ganz  unrichtig  ist.    Das  Integra!  rechter  Hand  ist  unbestimmt, 

u,dem./.  -r+p-=y.  r+->  =/„ 

y"*®  cos  inxcx 
— 1  .  a    ist,  wo  nur  der  erste  Theil  unbestimmt,  der  an- 
o         }  t~X 

dere  bestimmt  ist.  Hieran  knöpft  sich  eine  wichtige  Bemerkung. 

Wenn  in  einem  bestimmten  Integral  eine  der  Grenzen  0  oder 
oo  ist,  so  darf  man  nicht  immer  nach  einer  Constante  unter  dem 
Integralzeichen  differenziren,   d.  h.  es  ist  nicht  in  allen  Fallen 

sobald  eine  der  Grenzen  m,n 

Ausnahmefall  geführt,  wenn 
man  den  Beweis  dieses  Satzes  aufmerksam  durchgeht.  Beson- 
dere Untersuchungen  darüber  behalte  ich  mir  vor;  hier  mag  ein 

/*®  sin  3t 

Beispiel  genügen.   Es  ist  bekanntlich  /   bx=\n,  wenn  ß 

positiv  ist   DiflTerenzirt  man  nach  ß  auf  gewöhnliche  Art,  so  kommt 
/>ao 

J     cos/5xöx=0,  was  nicht  richtig  ist. 


=0  oder  oo  ist.   Man  wird  auf  diesen 


Dieselbe  Bemerkung  findet  ihre  Anwendung  bei  den*0 
welche  man  durch  successive  Differentiation  der  zweiten  Gleichung 
(1)  nach  6  gewöhnlich  ableitet,  nämlich 


®  x&coabxdx    ,    .x.n       .  . 


*  x2k^-l8inbxdx    ,  . 

Diese  Formeln  gelten  nur  für  £=0,  für  £=1,  2,  3,  etc.  sind  die 
Integrale  linker  Hand  unbestimmt,  wie  man  durch  Zerlegung 

der  unächten  Function  xi^Q%  oa*r  ^ä^i  ,n  eine  gai**e  and 
eine  Seht  gebrochene  sogleich  findet. 

/*x  cos  azdz 

IL   Von  dem  Integral  a>==/     -9^a  log(m)» 

/*•  cos x~~  cos  uzx 
Für  log  (uz)  setze  ich  hier  /   Bx.   Die  Iden- 

.  «    .  V  °  x 

tität  beider  Ausdrücke  wird  auf  folgende  Art  nachgewiesen. 

_     .       f^coax— cosxz.        P*cosx~  /^cosxx. 
Es  sei  o  —  l   cx—l   ex— I   ex, 

A      j/  1»  J  V      x       .  J  p  * 

wo  p>0  sein  soll,  damit  beide  Integrale  bestimmte  endliche 

Werthe  haben.   Setzt  man  nun  im  zweiten  Theil  4?==  y,  so  kommt 
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=  /  — ^-ftr.  Entwickelt  man  nun  in  eine  Reihe,  und  in- 
tegrirt,  so  kommt 

;  ... 

o  -  log  (?z)  -  » .        +  i  •  r.  27.774-  * ' 

■ 

-i'oBP-i-gi+l.i^— ..  1  =  log,  - 1 .  + i .  rff^i— ... 
Lässt  man  endlich  p  sich  der  Null  nähern,  so  erhält  man 


cosx— cosa-r  . 

—  dx  =  lz, 


x 


uud  folglich  /     C°*X    008  — 8j:  =  log(ttz).    Wird  also  dieser 

Werth  von  log(tfz)  in  dem  vorgelegten  Integrale  w  Substitut rt,  und 
dann  die  Integration  umgekehrt,  so  kommt 

f  •  cos.azdz  /»•  cos  a;  —  cos  iizar  „ 

M=V.  i*W.   i — 

/*•  3a:  /»•  co80i3i. 

Der  erste  Theil  des  zweiten  Integrals,  nämlich  r"c-^^.cosx 
ist  =  ^«-»cos*  nach  (I);  ferner  hat  man  f*^JL"»J??  Bz 

.i  /     cos(a  —  mx)z  .  ,  .  » 

+  i J  — za+6a  wo  der  erste  Theil  =  ~e- 6 ist 

(nach  (1)).  Was  aber  den  zweiten  Theil  betrifft,  so  ist  er 
=  m**1*"***»  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  j e nach- 
dem a—tur  positiv  oder  negativ  ist,  d.  i.  jenachdein  x  zwischen  den 
Grenzen  0  und  — ,  oder  zwischen  ^undoo  liegt.  Daher  ist  offenbar 

^    Z*90  cos  az  cos  Marz  .      n    ':    ■  . 
W  Jo  — zM^o« — 3z =^e^»(c*,MP von  as=0  bis 

Hiernach  ist 
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-f+b*  (co* x—co8Hxz)  =  2-be—* (cos ar  2  > 


von  äsO  bis  a:=  17» 


von  ar= —  bis  a?=  <x. 


silt  man  also  das  Integral  cd  von  js=0  bis  ar=-  und  von* =  - 
bis  ir=.QD,  so  kommt 

a 

(0=2öe~'aJ0  (cos*  2 — )7+«r^/f  ~^raj? 

V 

Die  Function         ^^dxzzz-J*"  yfy  ist  gleich  --*(*-•*),  wo 

_ 

ß        =  C  +  log  (a6)  -  ao  +  i .  ^  -  5 .  ^  3  +  

C=  0,5772156....  die  Constaote  des  Integrallogarithmus. 

» 

Setzen  wir  aber,  wie  schon  früher  geschehen, 

Aiw=c+iogx+2+4 •o+l  rx3+-  *>' 

40  wird  ^*  ?^dx=-Ei(—ab). 

ü 

Die  Function  /     — —  -&r  ist  in  einer  früheren  Abhandlung 

fTheil  X.  Nr.  xili.?  mit  Ct(ro)  bezeichnet,  und  daför  hat  man  die 
Reihe 


Ciim)  =  C+log  m— i .  j-j*  i .  f^j— , 


so  dass  alsoj^   7^3*-  -  ist. 


')  l«t  s  negativ,  oder  wo|  positiv,  loinaum  m  logy  statt 

log  %  nehmen.  Diese  Unterscheidung  fällt  weg,  wenn  man  llog.(ft)*  in 
der  Formel  schreibt.  •  ♦ 
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Um  endlich  /  (cosx  — ^ — ■ — )~  weiter  zu  ent- 
wickeln, lose  man  den  Cosinus  und  die  Exponentialfunctionen  in 
anendliche  Reihen  auf  und  integrire;  man  erhält 

/ 


dann 

(eosar   —~)  « «0  +  |  .  jjh,*, 


i   :  4  '  1. 2....4  ~ 

folglich 

«*"*^»-y*    ,(»),.  («)  . w. 

j    {eosx-        ^  ,*--«--r;.r+»1.2....4~-1.2...6+- 


(«6)»     ,    (q6)«     ,  W 
—  1  •  TT- '  *  1 .2....4~4i.2...6""" 

Der  obere  Theil  rechter  Hand  ist  gleich  log  ; 

der  untere,  wie  man  leicht  findet,  deich  C  -f  loc(a//)  —  \Ei(ab) 
-iÄi(-qA),  also  oiullieh 


♦    ■         .    ■  i    '  |  > 


o  (cosx  ^ — )  -  -iog(**)+ay 

-i£t(a6)-i£t(— <i6). 

Substitut^  man '  nun  alle  die  gefundenen  Wertbe  in  dem  obigen 
Ausdruck  von  a>,  so  kommt 

o(Ier  durch  Zusammeoziehung 

■ 

Die  Grossen  a,  6,  u  sind  hier,  wie  auch  im  Folgenden,  stets  als 
positiv  zu  betrachten. 

Auf  eine  ganz  ähnliche  Art  kann  man  ^ 
entwickeln.    Man  erhält  nämlich 
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/"  Er  /**  xsinazdz 
"72^2"  (cos  j: — cos uxt) ♦ 

«.  ■   /lv   /*"  xsinaxdr  *  r 

Hier  ist  nun  nach  (1)  J     "Ta^r^a" cos  * = 2  e     CQa  x ;  *erner 

y"*®  x sin ai co« uxzBz  .  0  sin(o  +  ux)z\  sin(a— iur)x 
o  — =Vo  2ÖZ'  

1  /^"*sin(aHh«*)i3z       /»»xsinCa— ujr)x8x 

,  "!  ~l/o     «•+*■>  +v. 

«        ,    ...         xsin(a  —  tur)x . 

a 

Ist  a  — tu:  positiv,  oder  x  zwischen  den  Grenzen  0  und-,  so  wird 

\  u 
das  letzte  Integral  gleich  2  e~*^"~*x, »  wenn  dagegen  a  —  ttx  ne- 

gativist,  oder  x  zwischen  ~  und»  liegt,  so  wird  es  gleich  —  ^e+*t»-**>, 
wie  leicht  erhellt,  folglich 


(5  von 

=7^{erab—eah)  e~***  von  ar=-bisÄ=QD; 
4  ic 


also 

^®  x  sin  az  dz 


y x  zsinazcz,  v 
-^-^^(cosx-cosiurx) 


2        (cosa:  ^  —  )  von  x=0  bis  ar=  — , 


=  2«~**cosar—j(e— «*— &*)e~***  vonx=-bisar=». 
Nach  dem  Obigen  ist  also 

■ 

daraus  wie  vorher 


dx 
x 


Digitized  by  Google 


77 

— je+°>Ei(-ab). 

Diebeiden  Gleichungen  (4)  und  (6)  hat  Sch Iura ilch  im  Archiv. 
Theil  V.  p.  211.  und  212.  mit  Hülfe  des  Fourier'schen  Theo- 
rem«  gefunden,  wobei  nur  zu  bemerken,  da««  dort  die  Functio- 
nen Ei(ab),  Ei(-ab)  durch.  /i(e— *)  bezeichnet  sind. 

t         1  * 

III.   Von  dem  Integral  v>=J  arctang (uz). 


Ich  setze  hier  arctang  (112)=/  — --e~*dx.  Diese  Formel  er- 

hält  man  nämlich  auf  folgende  Art.  Es  ist!  cos  bxBx  =g2  ^r 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Bb,  integrirt  von  ©=«  bis 
6  =  /5,  und  kehrt  die  Integration  um,  so  entsteht 

pt^r*      i*    /**    9  r*    l*l  adb 

J     obj     er**  cos  bxox  =J     er^oxj    cos  xbob=J  a%^yi* 

folglich,  wenn  man  die  Integrationen  ausfährt, 

/*  sinßx — sin  cur        n  .■  ß  a 

— £ —  e~**dx  =  arctang  r-  —  arctang  --• 

Für  o=0,  a—  1  kommt 

sin  ßx 

— —  e-*dx  =  arctang  ß , 

0  I 

/■*•  sin  uur 
 er- *Är=arctang  (uz).  Wird  also  dieser  Werth 

Ton  arctang  (uz)  in  den  Ausdnick  von  a>  gesetzt,  so  erhält  man 

P*  »wazBz  p*  smuzx  - 

/**  e—'fa  /**  sing; sin tfcrsa 

"V.  i»T^~"dx 

_,  /*•  e-x9x  /**  cos(a— Mjr)2  — cos(a-f  MJ?)g  Q 
~Vo      *  Jo      [  2«4-6« 

Fuhrt  man  die  letzte  Integration  wie  in  II.  mit  gehöriger  Unter- 
scheidung der  Grenzen  von  x  aus,  so  erhalt  man  leicht 
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U 

oder  I— 6«=m,  t  +  6w=n  gesetzt, 

4  • 

■ 

Nun  bat  man 

> 

tt 

und  findet  durch  unbestimmte  Integration  leicht 

folglich  durch  Substitution  und  Zusammenziehung 

tdz  ,  , 

l+6*  arctanS(tt2) 

«5— n*G±ö'+-Ä(-i+-a- 


/u.  sin  ozi/* 

(o)    /  arctang(tti) 


Für  1  —  6«  =  0  gilt  diese  Formel  nicht;  man  erhält  vielmehr 
*">  fo    5^areton86)=3Äe_a4tC  +  log(2a6)] 

1 

-£et«»£i(-2«4). 

~  /JflC2C08fll9r 

Da»  Integral  0=1      ;g  ^  ^-arctangOii)  lässt  sich  auf  ähnliche 

Art  entwickeln.  Es  wird  geniigen,  das  Residtat  der  Betrachtung 
hier  anzuführen.    Man  erhalt 


f  "Jl  •  I 
•    4i   '»*|  >• 
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dagegen  ßr  *=j! 

wo  C  immer  die  Constante  des  Integral  logarithmus  bezeichnet 

i 

IV.  • 

Wenn  in  den  im  Vorhergehenden  entwickelten  Integralen  eine 
oder  einige  Grössen  verschwinden,  so  werden  die  Resultate  ein* 
facher  and  die  Entwickelung  selbst  hat  einen  von  der  der  allge- 
neisen  Fälle  verschiedenen  Character,  weshalb  jeder  dieser  beson- 
deren Fälle  eine  besondere  Betrachtung  erfordert 

1.   Es  sei  in  II.  asO,  oder  '^ff'zu  finden.  Hier 

kommt  , 

* 

°=Jo  ?+TV.         S  8x 

P^dx    P^COBX — C08II2JT 

~J.  W .  *" 

K     .      /»"  cosx  «      «  /""»sin:,  » 

»=^^y^         — ^  ^'IÄS  'n*esra^  ^ann  au^  zwe* ver* 

schiedene  Arten  entwickelt  werden. 

/**  cos^r — 

o)   Man  setze  o==  —  ox,  wo  p>0,  theile  da« 

Integral  in  J*  ^~~£~^x~mj%  ~~x~~^a'  UIM*  8e*zc  im  2Weiten 
Theil  x  statt  ©tu?;  dann  kommt  Q=—  f*  ^^dx+J    P  *~  X, 

oder,  für  die  Integrale  die  schon  bekannten  unendlichen  Reihen 
gesetzt, 

2  4 

=    log(6«)  +  l r?-4+  - 

.     ,  .  0up)«     ,  (%>)»  . 


Lässt  man  jetzt  p  sich  der  Null  nähern,  so  erhält  man 

6)  Um  den  Werth  des  Integrals  linker  Hand  zu  finden,  kann 
man  für  -  das  Integral^*  e—*dz  einfuhren ;  dann  kommt 

w  =  /     (cosx  —  er~hux)dx  I     er-"  dz 

i/o  i/o 

=  V      dz  I     (cos  jt-c- 3ar. 

i/o  i/o 

Nun  UtJ**  cosxe-"dx=^,  f%-U^x=T^_t  also 

^loga  +  z^-ilog.^  +  M^Hog^^^i^p^,  folglich  of- 
fenbar       8z  (j^ä  -  rTÄ^)  =  i log .  (6k)2,  oder  auch  =p  log (6«), 
da  by  u  positiv  sind,  mitbin  o  =  log(6u),  wie  vorher. 
Durch  Substitution  erhält  man  nun 

Zerlegt  man  log(iw)  in  logic-flogz,  und  beachtet,  dass  / 

TT  ,  .  /*»  logz8z  TT, 

=  ^»°g«*,  so  kommt  auch  J  ^  Ztqrp—^logö. 

>  ■ 

2.   Es  sei  in  dem  Integral  /     '^^W  log  (uz)  die  Grosse 

Ä    ,        ,>       i/o        2   -f  O 

6=0,  oder  0=/   *log(wz)  zu  entwickeln.   Es  kommt 

%J  o  1 

■ 

Q—  J**  8in        J*™  COS — • COS  UZX  ^ 

p*>  Bx  p*  sinaz.  . 
== J      —J      — —  dz  (cos  X — cos  uxz). 

Man  hat  ferner 

■  *  • 

y"*®  sinoicostfcarz^     .  /*•  sin  (q+  ux)z  -f-  sin  (o— tt.r)  t  ^_ 
o  2  c/  0  * 

beachtet  man  nun,  das«  bekanntlich  /     -"1^i-^^8i=J,  da- 


1 
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/**  sin  (a—ux)*       „  n   .  >  ,  . 

m  J  o  x       -+2  oder         Jenacbdem  a—ux  posj- 

üroder  negativ,  d.  I.  #  zwischen  0  und  ~  oder  zwischen  2  '„Jj 
x  liegt,  so  hat  man  "  *  " 


x  sing;  cos  «3:2         «  ■  a 

~   =     von  f =0  bis  o:=c— 


=0  von  j:=-  bis  x=cr, 
lojguch  * 

J9   ~ —M™*x-cqsuxz)  =;|(cosa:~l)  von  x=0  bis 

u 

=|cos*  von  ar=~  bis  *  = 

r 

I» 

Ffir«=«erhältman^^|0g(«x)ar=-|c,  wo  es  merk- 
wfird1K       das«  der  Integralwerth  von  a  unabhängig  ist 

3.  Setzt  man  in  den  Formeln  (8)  und  (9)  M=oo,  und  beach- 
tet, dass  arctang  (uz)  för  diesen  Werth  von  «  in  |  übergeht  so 
erhält  man 

Syf9>  smazdz      1  1 
tcösazQz 

<,K.Die®*L,ncr*r?rdifi?n  G,eicnw,ßen  findet  Schlömilch  in  der 

äTd?n  Äff  tArch.fv;  Thl-  V  P'  *«■  Formel  07) 
u^  C»))  *)  mit  Hülfe  des  Fourier'schen  Theorems. 

•)  In  der  Formel  (28)  ist  ein  Druckfehler,  indem  «tau  de«  4-  »fl, 
<«■  tweken  Theile  rechter  Hand  ein  -  .lehen  iiu.iT  + 

Theü  XL 
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Die  vorhergehenden  Formeln  würden  somit  ata  specieile  Fälle 

def  Formeln  (ff)  und  (Oy  erscheinen.  Ich  weiss  aher  nicht»  ob  die 
hier  in  Anwendung  gebrachte  Schlussweise,  dass  z.  B.  das  Integral 
! tiOflD  sxnazdt 

/  — 5-7-7«- arctanc(tis),  wenn  u  sich  dem  Unendlichen  nähert, 

gegen  die  Grenze  /     -^j-ra— arctang(oc)  convergire,  ausser  allem 

Zweifel  sei,  und  mochte  aus  den  Formeln  (8)  und  (II)  nichts  wei- 
ter schliesse'n,  als  dass  die  Integrale  linker  Hand  1  sich  den  Gros- 
sen in  (13)  rechter  Hand  beliebig  nähern,  wenn  u  ins  Unendliche 
wächst.   Man  kann  bei  Schlüssen  dieser  Art  nicht  vorsichtig  ge- 

nug  sein.   Z.  B.  es  ist  /     e—** cos a:8x=  j-^-^,  wenn  a>0;  dfer> 

aus  folgt,  dass  der  Werth  von  /      e-^coszdx  der  Null  beliebig 

nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  a  ins  Unendliche  abnimmt. 
Keineswegs  dar/  man  aber  geradezu  in  dem  Integral  a  —  Q  oder 

J*^  cosa:&r=0  setzen,  denn  dies  Resultat  ist  nach  dem  Obigen 
unrichtig.    Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.    Man  weiss,  dass 

J0    hx*  =i«^- dass  ferner/o  -TT^-=je'"*;al80i8t 

/**3C  cos  Ajr^- j*  sin  A^r 
in  Folge  der  Subtrection /     -  —  ■»  l-j-g*  ---»-chrs^Q,  rfno\  diese 

Gleichung  ist  stefts^  richtig,  werin  6>ü  ist;  Nähert  aicW  6  der 
Null,  so  bleibt  der  Integralwerth  immer  Null;  etwas  ganz  Ande- 

/     n                  3        j.    1?    _Ai     cos&r— :tsin6jr 
res  ist  es,  c|=0  zu  setzen,  denn  die  runetioc   1  +   

wird  =j7p^ä  fär  o=0,  und  /     yr^i  ist  keineswegs  gleich  Noll, 

sondern  gleich  ^  i  n  .      u : 

Mit  andern  Worten,  man  ist  gar  nicht  berechtigt,  eioer.  Con- 
stante  in  einem  bestimmten  Integral  einen  solchen  sneciellen  Werth 
beizulegen,  Iot  welchen  die  Entwicklung  des  allgemeinen  Falls 
ihre  Anwendbarkeit  verliert.  Dies  ist  bej  den  Integralen  ($)  und 
(0)  der  Fall,  indem  die  obige  Herleitung  ihrer  Werthe  darauf  l>e- 
niht,  dass  man  für  arctang(nz)  ein  bestimmtes  Integral  setzti  wus* 
nicht  mehr  geschehen  kann,  sobald  aus  dieser  Function  eine 


•  r  unciioii 


Constanze,  nämjich  arctang  (  oc)  ^=  -  wufd.  . 

Die  Integrale  (13)  linker  Hand  sind  .hiernach  besonders  zu  ent- 
wickeln, und  es  ist  merkwürdig,  da«s  die  Warthe  derselben 
schwerer  zu  ermitteln  sind ,  als  nie  der  zusammengesetzteren  In- 
tegrale ^)  und;(^-  Wir  ha^en  .hjer  ein  Beispiel,  das«  das  Allge- 
meine mitunter  leichter  zu,  bestimmen  ist  als.  da$;  JJe^on^W,  •; .,. 

Bevor  ich  aber  zum  Beweise  der  Formeln  (13)  fibergehe,  ist 
es  nöthig,  folgende  Integralwerthe 
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e 

aufzusuchen,  wo  bekanntlich 


sin  uzx, 


x 


aw=f 


Costa*« 
— - — dx. 


■ 


«)  Kehtt  man  die  Integration  uro,  so  erhält  man  , 

/»»&r  />*  »inaisinuxs  . 

"Vo  ^Jo  -?+**-  & 

 ,  Z*1^  /*"  cos(a— «tr)t — cog(«-t-ttr)i  Q_ 

"i/o  * Jo 

  .  \  1  . 

u.    .  ,         Pm  cos(a  —  twr)z  -        .         ...  . 

Hier  hat  nun J      — — ^2  zwei  verschiedene  >VertbeÄ  je» 

nachdem  a— -w.r  positiv  oder  negativ  ist,  nämlich  im  ersten  Falle  den 

Werth     *-»<—«>,  im  andern  den  Werth  ist  ^  >  1, 

io  gilt  immer,  der  erste  Werth,  da  nach  x  von  0  bis  1  integrirt 

werden  soll,  und  es  kommt  co=^e—ai  I   —  %x>  oder, 

wie  man  leicht  findet, 

(1* r?^ÄW&  -£r—[ß(6B)-Äf(^6»)l. 


»•  «uch 


«  » 


£Kfa)  -  »<-*.)  =20»+  i  -  Ä  + , .  ] 

»Nenn  dagegen  —         so  wird  #   2_/;a — cz  bald  den  einen, 

tiald  den  andern  der  oben  angegebenen  Werthe  erhalten,  nämlich 
von  j:=0  bis  j:=  ^  den  ersten,  von  x=*r  bis  den  zweiten, 

und  man  muss  also  eine  Theilung  von  »  vornehmen,  nämlich 

6* 
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P*Bx  /**  cos  (a  —  ux)  i  —  cos (a  +  ux)  i  - 


Demnächst  kommt 


und  überdies 


J  a       X  J  o        ^  J  *  x 

J  o  *  «/  0         *  N 

Führt  man  diese  Wertbe  ein,  so  entsteht 

m  »  Ii 


Kehrt,  man  in  dem  Doppeüntegral  6  die  Integration  um, 
so  kommt 


Z*1  9a:  /*•  cos (g  —  ux)  z  +  cos(tf -f-ttg)z fl 


Ist  nun  zuerst -^1,  so  wird,  da  nach  x  von  ao  bis  1  integrirt 

—         ,  /**  cos(a — ux)t  2 

werden  soll,  stets  a  ^  ua:  sein,  und  es  ist  — x*-f  6* — 


i   .  ■ »    *  * . . 
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COS  W*  Ä  *  Ii 

ist  dagegen  ^  1,  so  setzt 


■ 

ä_  /**  coaax cos U3ct  „  a#  /*•  cososcosturz. 

und  erhält 

Nun  ist 

4  — - — fo=Ei(ul>)  +  Ei(-tU>)-Ei(aO)-Ei(-ab), 

folglich 

=  W  «-*[fi(n4)  +  £i(-»A)  -  Ei(ab)  ]  +  £  et*EH-ab) 


i  ■  •  ■  . 

■  -  .  .j,  ;' 


y)  Was  die  Integrale  und  betrifft,  so  mag  es  genügen, 
m*  die  Resultate  der  Entwickelung,  deren  Gang  nun  schon  nin- 
I  inglich  bekannt  ist,  anzuheben.    Man  erhält  nämlich 

/®  *cosnz  sc 

-  je+<*[Ei(-al>)-Ei(-ub))  (a^tiX 


86 

(ao)  yr [<«•» - «-"*) «•<«). 

(21)  ^  |l!pjiCi(Ul)ai=+|e-«t[£,(u6)+£i(-»6)-£«-(n6)] 

* 

—je+°»Ei{—ab)  (a^u). 

Um  min  die  Formeln  (IT)  herzuleiten,  "gehe  man  von  folgen- 
den, schon  in  einer  andern  Abhandlung  (Theil  X.  Nr.  XXV.)  von 
mir  entwickelten  Integralen  aus:  \t 

Man  multiplicire  jede  dieser  Gleichungen  mit         und  setze  fiir 

n  .  cosxröz 

2^r~*x  das  bestimmte  Integral  I  un"  kehre  die  Inte- 

gration um;  dann  kommt  , 

(  ?L         />fl-B_Ö£_   /**cosxzdz_  Bz  po-vcosxzdx 


i  •  •  • 


[3t      /?•         /»«cos^az    /*•  ar  /»®C0S.T2aX 

Dabei  ist  aber  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Formel 


Z*30  cosxsfo      n  . 

•  -  •  » ■  \u  •      '  §  -  - — j ,-'  -* —  ^— 

'    -     .     f   -..r^t/  O:       *H#*  .  ,     .  ,  <!(. 


nur  unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  x  gilt;  in  den  bei- 
den letzten  Gleichungen  ß)s  y)  sind  die  Grenzen  von  x  positiv,  sie 
gelten  also  unbedingt,  in  der  ersten  alter  wird  die  Grenze  a — u 
nur  positiv,  wenn  a>«,  und  nur  unter  dieser  Bedingung  Ist  sie 

gültig.  Führen  wir  jetzt  für  die  Integrale  J*     ^x^a  'J  i  ^a^a 

COS  JCZGJC 

und  /  .    -  ihre  in  einer  vorhergehenden  Abhandlung  (Theil 

X.  Nr.'xXH.  XXIV.)  gefundenen  Werthe  ein,  so  kommt 
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V     '  '  («>  «), 

;  w        /*"  Sz 
Zb^^Jo  ^^[—C08ÖZ^(««j-6inai|i»--Äi(M2))], 

Da  nun  die  VVerthe  von  pt,  fe,  o  aus  «),  5),  c)  bekannt,  und 

die  Integrale  f*^a<**)^f"%% Sit&dz  ^>  V.  ent- 

wickelt  sind,  so  sieht  man,  dass  mit  Hülfe  jeder  der  beiden  Glei- 

/**  sinäzfc* 

cbungen  ß'),  y')'  das  Integral  7      ^ä~j_g2  gefunden  werden  kann. 

Am  einfachsten  ist  es,  entweder  die  Formel  /)  anzuwenden,  oder 
auf  folgende  Art  zu  verfahren.    Man  findet 

=  «/.  sqji&t«)*-*/.  -jrppi 

und  folglich,  wenn  für  den  ersten  Theil  sein  Werth  aus  14)  ein- 
geführt wird  *), 

.  ?+^»»r?»«(*>T-B  •+••»<-«*). 

übereinstimmend  mit  13). 

y"*oo  xcoscrzdx 
~  z*  ~f  6*'*  ZU  De8*'rtln,eo  **)»  braucht  man  nur 

die  Gleichungen  <i),  1),  c)  mit  ^  zu  multipliciren,  und  für 

zsin«p*dz 

das  bestimmte  Integral  /       .2  _j_  ]p~  einzuführen.   Es  kommt 

i,:  .    •  1.         ;  :  («>«)! 

'  *         /•*     z^z  '  V 

o**3*/      Jift^4[*»lD<lxO(«2)  +  cw#i*lijr— Si(«i)M.    :  . 

*      .  «/  0     s   x°  -...«.  v. 

n  zdz    r  . '  -.:>.) 

yo  pr^al8inflJ  C,,(a*)  +  cos«z{l«  — Ä/(az)|]. 


.  •       -  t  ... 

•)  Man  darf  hier  nicht  die  Gleichung  15)  anwenden,  da  in  <*')  fl>M 
»ein  10  um. 

Man  könnte  da*  Integral  durch  Differentiation  der  varlierffohendon 
Gleichung  nach  a  entwickeln;  e«  geschieht  hier  nicht,  weil  Wegen  der 
Grenzen  04  od  da«  Differenz! ren  unter  deni  Integralzeichen,  nach  ilwn  öl>i- 
gen  miMlicb  Ut.  •..  * 
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Hier  kann  man  nun  entweder  in  der  letzten  Gleichung  fär  die  In- 

Pm  istnat  _   ■  v„       f*m  tcosaz  kÄ 
tegrale  J ^    tt  +  p  Ct(az)dz,    /      xt  +  p  Si(az)dz  ihre  obigen 

Werthe  einführen,  oder  die  Gleichung 

*  •  *  *  *         _  • 

Ä/  .     v        /**  «COSflxfo  r  no>/ 

+ e« + q)=J o  -iq^-  [«-a&w] 

i  -     .  * » - 

bilden,  und  erhält  durch  Substitution 

womit  die  Fnrm«l  (13)  wWder  io  Einklang  Ut 


»  ■  ■ 
'  *  1 


Ueber  den  Fall  eines  Körpers  längs 

einer  Parabel. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerichale 

xu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Es  stelle  ADB  (Taf.  II.  Fig.  4.)  eine  Parabel  dar,  deren 
Spitze  D  ist;  DF  'sei  ihre  Hanptaxe.    Ein  Körper  falle  von 
nach  X  auf  dieser  Parabel,  und  man  fragt  nun  nach  der  Zeit,  di£ 
er  dazu  gebraucht  hat. 

Sei  der  Bogen  DX  =  *,  Z)F=A,  DY  =  x,  t  die  verlangte 
Zeit,  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  (=9*", 808. . .),  so  ist 
(Poisson,  Mechanik.  I.  §.  194): 

i 

Sei  nun  y*=:px  die  Gleichung  der  Parabel,  so  ist  y=V" pxy 


■ 
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Um  also  t  zu  erhalten,  darf  man  nar  das  letzte  Integral  be- 
stimmen. Dasselbe  kommt  aber  auf  elimtische  Functionen  zurück 
und  zwar  vermittelst  folgender  Umgestaltungen. 

Alan  setzo 

■ 

bestimme  ferner  die  Grosse  z  so,  dass 

1+1      *-*         *V*  +  f 


alsdann  ist 


1  AV^>(iTl) 


Sei  nun  v    '  . 

A=pN+hVp,  B=pL+k'Vp. 

Da  ferner  die  h  und  x  entsprechenden  Gränzeo  von  z  sind:  — 1 
und  i,  so  ist: 

AArz-  .        r~l  (Az-B)Bz 
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Man  setze  2=— r,  so  ist 


1 ' 


v  V     ■      I    ,  >-     *  ' 

Setzt  man  nun  v=8mq>,  so  wird:'         *  '■ 

(l  +  r«o9)\l-»«> 


1  *  ■*"*  *• 

sin  g>£m 


_  a  r* 

~L2Jo  (1  +  k sin 9) V  1 — Xr* sin V 
^1    /*  ?  «in  $>ö<p 


(l,  +  *sin9))IVrl-il»8in«9> 


77 


AV  o  (1  +  /sin  g>)  Vi  -  JPsin** 
B   ff  dq> 


•»I. 


(1  +  *  sin  9)  V  t  -  *2  sin  V 
Setzte  man  demnach 


wo  *=r  = 


80  wäre: 


.4  /»f  


sin  989) 


A»i?y)Vl-Al8i»Vl  (3) 

TT  [ 

I                 *   t"/   ^  B    r%      ■            ■  8gp.    !■  ,  -  -       1  -» 

+  iVo   (1— ^  sin  <p)  Vl^^Tin^j  -  ; 
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Nun  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Integrale: 

sing>e<p  ' 


7^9 
o  (l  -jfcsiny)  Vl^ibt*? 


Vor  Allem  ist  War,  das* 

%J  o    V  l — A'*sin*a» 
ist, ^woraus  folgt  ^ 

' ■    ■  ■  /  '       l.    ,  ' -Jlt  fW) 


Ferner  ist 

lV=s  r  *  -  ci+^sin  , 

J0   V(l-/-VmV)sV.   V(l— A*sin*9>)8' 


Das  erste  dieser  Integrale  ist: 

\      A*sin<pcogro  y  "   .  •  " 

das /zweite  wird  auf  . folgende  Weise  gefunden. 

»  •  • « < .  *  >' 

Man  setze  A'6io<p~ein     was  erlaubt  ist,  da  Jfc<lj  aI*o 

sinij/  cosi/;8tJ/    _  costööif; 

gm  op  =  — j — ,  cos  wcw  =  —  t- — ,  cqp^= — ^_-r-r—  „     ■  I 

k  y  •  k       .  r    vTfc*— sin*^> 

9      k  sin  ydy         /*  *         sin  Uxfy 
„  V(l-A'asinV)a"Vo  cosVV^^iPV 

Setzt  man  nun  cos^=ar,  so  ist  dieses  Integral 

_  /»'  dx 

wenn  k^^l—K1,       .  \ 


*       Vi'-V  k  kcos<p 


Demnach 


92 


y  E  (tpyk)  l*sinycos<p   k 

Ar  cos  y 


(l-*»)Vl-*a«nV 

»-  __  ,  1_      cosy  4/      ^siny^  F(<p,k) 

"  ■  » * 

Hieraus  folgt: 


.1.1  • 


J  o  (1— Isiny)  V  1— A2stn*y  +  I=T*  E  ' 

/5  gy_  _£Cl'*)  * 

Ja  (l-*siny)V"l— ^sinV  +1— *«5 


also  tödlich 

i  —  ' 

4      *  » 


L  +  h  ThI*!  l-^inyJl 

Ä  r£6^)^(^\^cosy4/TRsln^-l 
+  Z*L  +T=F"V  1-AsinyJ' 


Die  Grösse  y  ist  so  bestimmt,  dass 


x_  \fp  l-f-siny 


oder 


<  - 


Um  die  Zeit  t  zu  bestimmen,  die  der  Korper  braucht,  bis  er 
in  D  ist,  hat  man  x=Q,  also  zu  setzen.    Daher  ist 
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2£ 


((■» 


Self  um  ein  spezielles  Beispiel  anzuführen,  A=2p,  so  ist 

•  '  1    «      •  ■  *  '  •     §    ^  *       *  • 

<kr  —  2»    2x— » 

^=iPV7.Ä=3pV?,  £=;V£,  ^=3^; 

also 


4 


Nub  ist  . 


■  *   *'  »         .  . 

Kf4)-K^9=ioo5393; 

6|8£(|,  J)-F(f  1=60,32358; 
00,32358./-  OJiM,A/- 


a-P^/^V,  die.  *ein  KörP*r  bra^bt»  «m  M  durch  die.  Höhe 
A — zu  lallen,  ist: 


so  dass  die  Fallzeit  sehr  vermehrt  ist,  ungetahr  5;maL 

^  Zi«ht  man  eine  S^de  Linie  durch  die  Endpunkte  des  betrach- 
teten Bogens,  so  sind  die  Koordinaten  des  äusserten  Punkte»: 


<2Pt  pV¥;  dejhnacft  findet  man  d'w  Fallzeit,  wenn  man  statt  g 
eben  setzt  ' 


so 


also  diese: 

<;  -  ■  ?^1V?=  1,606. V?. 

Vflr 

Die  flir  den  Fall  durch  die  Parahel  notbige  Zeit  ist  ungefähr 
das  Doppelte.  x 


■  / 


V."  * 


Zurückführung  de»  Integrals 


o  (1 


Äsin^y^l^sinV 


auf  elliptische  Funktionen. 


Von  dem  f.1 
Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und /'Physik,  an  d^r  höfcerep  Bqrgerfchule  sa 

Sinshclin  bat  Heidelberg»  / 


■ .  ■ 


*  ■ 


5-  i 

Stf  *<1,  u*d  man  setze 

sin  »<pdcp 


Jo  (1- 


ABiny)  VI  — A4sinV 


so  hat  man  offenbar: 


i.  <  ,  .  *.  f 
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N0 — kNt  —  Att  i    \  : 

N^W^A^ 
\  ^  }  (1) 

»■ 1  J 

I  :  : 

Da  aber,  nach  der  vorhergebenden  Abhandlung: 

jv      E(<Pj&)  .      k       kco&y  *  /VI  -f  &sin<p\  _ 

[         Ar*  +  t^p~-i=ä*  V  vn=jfas?>  ® 

«O  ist,  wenn  man  yfö,  Jj,....:  als  bekannt  voraussetzt,  vermöge 
(1)  auch  Nlf  ATa,....  gegeben.  Es  handelt  sh;b  also  uro  die  Be- 
stimmung von  49,  Ait.„.    Nun  ist 

Diess  vorausgesetzt,  hat  man  folgende  Reduktionsformel  (Gu- 
dermann,  Theorie  der  Modularfunctionen  etc.  }.  71.):   '  • 

(«  - 1)  *M»= (n -  2)  (1  +  k*)  An-*  -  (ti-3) 

+  cos9>sin»-Wl-^asioV  :  (4), 

Vermöge  der  Formel  (4),  in  Verbindung  mit  (3),  ist  man  im 
Stande,  die  Grossen  AZt  A4,....  durch  elliptische  oder  logarithtnibuhe 
Funktionen  auszudrücken,  und  zwar  wird  An  durch  elliptische 
Funktionen  ausgedruckt,  wenn  n  gerade  ist;  ist  aber»  ungerade, 
so  enthält  An  keine  elliptischen  Funktionen;  Uta  also  A0,  A*t.... 
als  bekannt  angenommen  werden  könuen,  so  sind  auch  Ä|,  iVj,.... 
bekannt,  ajso  die  Aufgabe  gelöst.  N 


-  ■  S. 

■  : 


.......  v,    f  vorausgesetzte  <  .  >:■  . 


>0 


7T 


y  sin  n<p  (1  — £  sin  9)  V 1  -  £a  sin  «9 


7t_ 

r 


2  fr  -ff. 

*  sin  »9  Vi sin  ^ 
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«o  erhält  man  nieder 

M%-kMl=.B%,  ^ 


worin 


\ 


7t 


Zugleich  ist,  wie  man  leicht  findet:  ;  . 


(6) 


n-1  (»— 2)(1  +  **) 


sin»?  Vi— ^sinV""«io«-VV  I  -  **sin  V 

!  jn-3)k*  d  /cos  9?  Vl-*«sin»y\ 

sin  «- V  V"r^«süT«9  sin—V  / 

alsoj  we<m  man  integrirt; 


■ - 


n 

<      ,  ■  f 

D      .  /Vi-X^sinV+cosoA 

so  sind  die  Grössen  B  durch  (7)  gegeben ,  somit  auch  die  Gros- 
sen M  durch  (5)  bekannt  Auch  hier  hän^t  Bn  nur  dann  von  el- 
liptischen Funktionen  ab ,  wenn  n  gerade  ist. 


1 
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XI. 

Beitrag1  zur  analytischen  Geometrie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  H.  Bruun 

fc  zu  Odessa. 


Zu  den  interessantesten  Aufgaben  aus  der  Lehre  vom  Gröss- 
ten  und  Kleinsten  gehören  unstreitig  die  vier  folgenden: 

1.  Die  grosste  Ellipse  zu  bestimmen  ,  welche  in  ein  gegebenes 
Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

2.  Die  kleinste  Ellipse  zu  bestimmen,  welche  um  ein  gegebenes 
Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

3.  Bestimmune  der  gröbsten  Ellipse,  welche  die  vier  Seiten 
eines  gegebenen  Vierecks  berührt.  ' 

4.  Bestimmung  der  kleinsten  Ellipse,  welche  um  ein  gegebenes 
Viereck  beschrieben  werden  kann. 

Auch  haben  schon  mehrere  ausgezeichnete  Geometer  sich  mit 
der  Auflosung  dieser  Aufgaben  beschäftigt,  namentlich  Gauss, 
Pfaff,  Moll  weide  und  Plücker  die  dritte  zum  Gegenstände 
ihrer  Untersuchungen  gemacht,  sowie  Euler  die  zweite  und  vierte. 

(Man  sehe:  Monatliche  Correspondenz,  herausgege- 
ben von  Zach.  B.  XXII.  S.  112.,  223., 237.  —  Plücker,  Analy- 
tisch-geometrische Entwickelungen  B.  II.  S.  211.  —  Nova 
Acta  Petrop.  T.  IX.  S.  146.,  132.) 

Die  Gründe»  die  mich  bewogen  haben,  diese  Aufgaben  einer 
nenen  Untersuchung  zu  unterwerfen,  und  die  mich  glauben  lassen, 
dass  dieselbe  nicht  ganz  überflüssig  sei,  sind  folgende: 

a)  Die  mit  Recht  als  Muster  analytischer  Behandlungsweise 
gepriesene,  auf  Gränzbetrachtungen  basirte  Gaussische  Auflö- 
sung der  dritten  Aufgabe  kann  wegen  ihrer  eigentümlichen  Be- 
handlungsweise nicht  in  den  Lehrbüchern  aufgenommen  werden.  — 
Noch  mehr  gilt  dieses  von  der  Plücker  sehen  Aul  lösung  durch 
seine  Methode  der  Liniencoordinaten.  —  Die  Mol  I  weide  sehe 
ziemlich  weitläufige  Auflösung  bezieht  sich  auf  entferntere  Eigen- 

Theii  XI.  7 


schalten  der  Ellipse,  und  ist  daher  keine  rein  analytische  (wie 
Mollweide  es  auch  selbst  zugesteht,  in  Klögel's  Math.  Wör- 
terbuche. Band  IV.  S.  285.).  —  Pfaff  hat  nur  das  Resultat  der 
Auflösung  bekannt  gemacht. 

b)  Die  zweite  Aufgabe,  von  Euler  vermittelst  zweier  Hülfe- 
Crossen  gelöst,  lässt  sich  auch  ohne  dieselben  eben  so  einfach 
behandeln. 

c)  Die  vierte  Aufgabe  hat  ebenfalls  Euler  auf  eine  Gleichung 
vom  dritten  Grade  zurück  geführt,  doch  irrt  er  sich  doppelt  in 
den  aus  dieser  Gleichung  gezogenen  Folgerungen. 

</)  Von  der  ersten  Aufgabe  ist  mir  keine  analytische  Auflö- 
sung bekannt.  —  Sollte  aber  auch,  woran  ich  nicht  zweifle,  eine 
solche  vorhanden  sein,  so  glaube  ich  dennoch  die  roeiutge  hier 
aufnehmen  zu  dflrfen,  sowohl  der  Vollständigkeit  wegen ,  als  auch 
um  diese  Aufgabe  mit  der  zweiten  vergleichen  zu  können. 

■ 

§.  L 

Bestimmung  der  grussten  Ellipse,  welche  in  ein  gege 
benes  Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

Es  seien :  MNO  das  gegebene  Dreieck ,  OM  die  Achse  der 
x,  ON die  Achse  der  v,  der  Coordinatenwinkel  ßfON—  (0,0) 
die  Coordinaten  des  Punktes  O,  (a,0)  des  Punktes  Äf,  (0,A)  des 
Punktes  N;  so  erhalten  wir  für  alle  Ellipsen: 

y*  +  2Bxy+Cx*  +  2Dy  +  2Ez+F=0(a<0)  (1) 

welche  die  Seiten  des  Dreiecks  berühren,  wenn  (w,0)  und  (0,») 
die  veränderlichen  Berührungspunkte  auf  den  Achsen  x  und  y  be- 
zeichnen, folgende  Bedingungsgleichungen: 

/>=—«,  F=»*,  £*=»*C,  -£=mC   (2) 

und 

«aVP  +  MaH  -f  <pa*^2ßab*  -  2eab  +  y62= 0  *)  ...  (3) 
In  Folge  der  Gleichungen  (2)  reducirt  sich  die  Gleichung  (3)  auf 

2aw3 

ab(Bn--E)  2$n*  +  2ji'  =  0   (4) 

und  hieraus 

a6(Ä«  +  £)+26  —  -  —  -26«*+  2n*=0.  ..r  (5) 

mm 

Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  z  der  Ellipse  erhalten 
wir  (da  y  =  0)  bekanntlich: 


*)  Der  Kdrxe  halber  setze  ich  Bt  —  C=a,  E—BD  —  ß,  D*  — 
BK-CD—d,  DE— BF =e ,  B*~CF~i< 
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Z = -  «««in  a»  ^3 = -     sin (^„jgja  > 
»der  wegen  (4)  und  (5): 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Grosstes  werde,  muss  sowohl  ^=0, 
dZ 

isauch  f/~  =  0  gesetzt  werden,  und  dieses  fuhrt  zu  den  Glei- 
chungen 

2mn  — 2a«  +  6iwt=0, 
2ww— 26m-faH=  0; 

wl  daher 

a  _b 

Auch  fiberzeugt  mau  sich  leicht,  dass  für  diese  Werthe  von 
m  und  ft 

<PZ  2»  .  .  .  ,  rf»Z  2»  .  .  .  „ 
/  rf»Z  V   /rf»Z\  A?Z\      2*.  .  .  ,M 

diese  Grossen  also  negativ  sind.  N 

Es  berührt  also  die  grosste  Ellipse  die  Seiten  des  Dreiecks 
in  ihrer  Mitte. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  sind  ^=?j>  nnd  — =  T » 

abo  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zugleich  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse. 

Die  Gleichung  der  Ellipse: 

b         tt2  ,     ,      b2  b* 

Der  Flächeninhalt  der  Ellipse 

!  =  ^V27"=V^Ai,0iV- <7) 

4.  h.  es  verhält  sich  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  zum  Flächenin- 
halte des  Dreiecks,  so  wie  der  Kreis  zum  umschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecke. 

Folgerung.  Bezeichnet  <S  die  Summe  der  Quadrate  der 
Achsen  der  Ellipse,  so  ist  bekanntlich  für  (1) 
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S=r2L(l  +  6'-2BeM«), 

oder  fär  (A) 

Ä  =  |  (2a* + 26*  -  2a6  cos  a>) 

oder 

2 

S^Z  (8) 

wo  2?  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks bezeichnet. 

Es  verhält  sich  also  die  Summe  der  Quadrate  der  Achsen  der 
Ellipse  zur  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  Dreiecks,  wie 
das  doppelte  Quadrat  des  Durehmessers  eines  Kreises  zum  drei- 
fachen Quadrate  der  Seite  des  umschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks. 

§•  2. 

Bestimmung  der  kleinsten  Ellipse,   welche  um  ein 
gegebenes  Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

Erste  Auflösung. 

Es  seien  wie  früher:  MNO  Mas  gegebene  Dreieck,  OHi  die 
Achse  der  x>  ON  die  Achse  der  ucr  Coordinatenwinkel  MON 
=  w....;  (0,0)  die  Coordinaten  des  Punktes  O, ....  (a,0)  des  Punk- 
tes <#/,....  (0,6)  des  Punktes  N,  so  erhalten  wir  für  alle  Ellipsen: 

y*  +  2Äry  +  Ca:2  +  2%+2£;a:  +  F=:0(a<0),  .  .  .  (I) 

welche  durch  die  Scheitel  des  Dreiecks  gehen,  folgende  Bedin- 
gungsgleichungen : 

F  =  0,  D=-\,  E=-Q  .  .  (2; 

*  Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  s  der  Ellipse  erhalten 
wir  dann 

n*s\n*a>(jP-ay)*_     *Vio«m  (C2a*-2CBab+Cb2)*  - 

z—~        «3       —  ~   16   *     (B*—ty     ' CJ) 

dZ 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Kleinstes  werde,  muss  sowohl  ^£=0» 
dZ 

als  auch  ^ß=0  gesetzt  werden,  und  solches  fährt  zu  den  Glei- 
chungen : 

AB*ab—ACBa*~ 2B*6*+2Ctfa6  + C*a»-C&«=0  ....  (4) 

und 
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4ß*ao-3C#fl*-3ß&2  +  Wab  =  0  (5) 

Multiplicirt  man  (5)  mit  B  und  zieht  sie  dann  von  (4)  ab,  so 
erhalt  man:  x 

B*b*  -  CB*a*  +  C8«2  —  Cb*=0 

oder 

also,  da#*-C<0,  notwendiger  Weise  C=^- 

«  * 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  6*  in  (5),  so  erhält  man 

ako,  wieder  weil         C<0,  B=^- 

Auch  uberzeugt  man  sich  leicht,  dass  für  diese  Werthe  von 
B  und  C 

tPZ    4»tt*sin*«qg    rf*Z_4»  . 
dC*~       34.6a     '  a\ß*~34*  8in  wa  ' 

also  >Ö  sind,  und 

/  <PZ  V    /d*Z\/d*Z\_  4*tt*8in4q> 
W-        "~  \ätV  \dB*J 3'  b* 

also  <0  ist. 


Zweite  Auflosung. 

so  erhalten  wir,  a  als  Constante  betrachtend,  da  wegen  (2)  auch 
y  constant  und  — «y>0  ist,  (lir  Z  den  kleinsten  Werth,  wenn 

ß=E-BD-~  T  +  ^=^  +  T 


ein  Minimum  ist,  und  hieraus 


D  6 


und 

ff*  sin  2cö   V   cy 

2~i*  «3 


t     _  dZ  ft 

Betrachten  wir  jetzt  wieder  a  als  veränderlich  und  setzen  ^-  —  U, 
so  erhalten  wir  (* 


«  =  — 

also,  da  a<0, 


2- 


wie  in  der  ersten  Auflösung. 

>    r  ♦       .  <  ... 


■  ■  « 


/S  a 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  sind  -=3  und 

—  -  =  ?;  also  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  der  Mittelpunkt 
et  «5 

der  Ellipse. 

Die  Gleichung  der  Ellipse: 

y1  +  j- *y + j?*1  —  *af  —  7  *=°  <6> 

Der  Flächeninhalt  der  Ellipse: 

27csincoa6      4it  a#^«r 
x  =  — y^f*7  ^ JtfO/VV  .....  (7) 

d.  h.  es  verhält  sich  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  zum  Flächen- 
inhalte des  gegebenen  Dreiecks  so  wie  der  Kreis  zum  eingeschrie- 
benen gleichseitigen  Dreiecke. 

Folgerung  1.  Bezeichnet  5  die  Summe  der  Quadrate  der 
Achsen  der  Ellipse,  so  ist  für  (1) 


also  für  (6) : 


s==  MP_€ty)  (1  +  c_2Bcoa  a>), 


8  =  §  (2aa  -f  26*— 2a6  cos  »), 


8 

s  =  p  •  •  •   A 

wo  27  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks bezeichnet.  Es  verhält  sich  also  die  Summe  der  Quadrate 
der  Achsen  der  Ellipse  zur  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des 
Dreiecks ,  wie  das  doppelte  Quadrat  des  Durchmessers  der  Ellipse 
zum  dreifachen  Quadrate  der  Seite  des  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks. 
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Folgerung  2.  Für  ein  uod  dasselbe  Dreieck  sind  die  grflsste 
Ellipse  in  demselben,  und  die  kleinste  um  dasselbe,  concentrisch, 
ähnlich  und  ähnlich  Hegend  [siehe  (6)  {.  1.  und  (6)  §.  2.1.  —  Ihre 
flächen  sind  in  dem  constanten  Vernältnisse  wie  1:4  [siehe  (7) 
6.  1.  und  (7)  §.  2.].  —  Die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Achsen 
fet  auch  in  dem  constanten  Verhältnisse  wie  1:4  [siehe  (8) 
}.  1.  und  (8)  $.  2.]. 

Folgerung  3.  Wenn  die  grösste  Ellipse  in  ein  Dreieck  be- 
schrieben ist  und  durch  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
ein  inneres  Dreieck  gebildet  wird ,  so  ist  die  grösste  Ellipse  in 
dem  äussersten  Dreiecke  zugleich  die  kleinste,  welche  um  das 
innere  beschrieben  werden  kann:  —  denn  beide  Dreiecke  haben 
denselben  Schwerpunkt. 


§•  3. 

Bestimmung  der  grossten  Ellipse,  welche  die  vier 
Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  berührt. 

Nehmen  wir  zwei  Seiten  des  Vierecks  zu  Coordinatenachsen, 
bezeichnen  die  Durchschnittspunkte  der  dritten  auf  den  Achsen 
durch  (a.0),  (0,6}....  der  vie.ten  durch  (rt',0),  (0,6');  so  erhal- 
ten wir  för  alle  Ellipsen  : 

#a  +  2#*y  +  C*3  +  2Zty  +  2£x+F==0(«<0).  ...  (1) 

welche  die  Seiten  des  Vierecks  berühren,  wenn  (0,m)  den  verän- 
derlichen Herührungsjiunkt  auf  der  Achse  der  y  bezeichnet,  fol- 
gende Bedingungsgieichungen:  , 

F=w*,  y  =  0,  o?  =  0  .... 

und  # 


(3) 


(3)  auf: 


In  Folge  der  Gleichungen  (2)  reduciren  sich  di£  Gleichungen 


also 


ab  (Bn  -  E)  +  2a£»  -  26»*  +  2»»=0,  . 


_ _  nbb'ja  '—  a)  +  it*{tib  —  a'b') 
1  ~'W~=b)  ; 


(4) 


n  r  *n'1l,lf>'— ha  -f  it(q  —  a)] 
ISn-t*-  aa'(b'  —  b) 


Bn,EJto{a'^W~n(b+byyn*\ 
isn+t*-  flB'(6'-6) 


(5) 


Digitized  by  Google 


104 
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Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalt«  t  der  Ellipse  erhalten  wir 
oder  wegen  (5): 

,  66-w(6+6')  +  n* 

'   Z  =  — (a  -a)aV»(6  -^[a^a>w(a-.a)]B- 

tlZ 

Der  Flächeninhalt  ist  ein  Maximum,  wenn  ^  =  0 ,  und  hieraus : 

„i (2o6' -2a  b  -  a6  +  a'6')  -  2»  (ab**  -  b V)  +  (a6'  -  6a')66'=  0...(6> 

06'*  — 6*a 


'lab'  —  'lab-ab  +  uV 


wenn  man  der  Kürze  halber  den  zweiten  Theil  der  Wurzel  durch 
N  bezeichnet. 

Da  aber  jgjj- <0  sein  muss,  so  erhalten  wir: 

(2a6'-2a'6-  ab  +  a'6>i-(a6'*- 6V)  >  0, 

je  nachdem  a'  ^  a;  also  muss  die  eine  oder  die  andere  Wurzel 

genommen  werden,  je  nachdem  d^a  ist. 

Vertauschen  wir  a  mit  6,  d  mit  6',  so  erhalten  wir  aus  (6) 
den  Berührungspunkt  auf  der  Achse  der  x.  Sind  aber  vier  Tan- 
genten und  zwei  Berührungspunkte  auf  ihnen  gegeben ,  so  ergeben 
sich  die  übrigen  Berührungspunkte  und  der  Mittelpunkt  leicht,  und 
lassen  sich  auch  einfach  construiren. 

Der  Gleichung  (6)  kann  man  auch  folgende  Gestalt  geben: 

G^)'«(K)(^Ki=»- 

und  sie  stimmt  dann  mit  der  von  Pf  äff  gegebenen  überein.  (Mon. 
Corr.  B.  XXII.  S.  223.) 

Folgerung  1.  Wenn  das  gegebene  Viereck  ein  Trapez,  so 
ist  ^  =  £ »  und  also  auch  aus  (6) 


266' 
n—,  ,  i,, 


und  daher: 


_   ra»sinaa>aV*(6'— 6)4       «sin mad(b' — 6)*   n.  »va/*' 
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De,  Flächeninhalt  T  de.  Trapez  ==^ia'b'-ab)^.'^=^. 
Bezeichnen  nun  p,  q  die  parallelen  Seiten  des  Trapez,  so  ist 

p  =  V  a2+62  —  2n6  cos  co, 
q  =  V  a'2 + b'*  -  2a'6'  cos  o> , 
9=    Va*+^  -  2«6 cos  co ; 


also 


Xrpq=  V  0^  +  ^-206 COSO)^  y  , 

p  +  ?  =  V  «H6*  -  2a6  cos  co  , 


und  somit 


Das  Verhältnis«  der  Fläche  der  Ellipse  zum  Trapez  hängt 
bloss  von  dem  Verhältnisse  der  parallelen  Seiten  ah. 

Für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  erhält  man 


ß    a-f-a        6  6+6' 


Der  Mittelpunkt  liegt  also  im  Durchschnittspunkte  derjenigen 
beiden  geraden  Linien,  welche  die  Mitten  der  beiden  Paare  ge- 
genüberliegender Seiten  verbinden. 

Folgerung  2.  Wenn  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so 
ist  p~<ii  also 

z~\n.  Flächeninhalt  des  Parallelogramms. 


$  4. 

Bestimmung  der  kleinsten  Ellipse,  welche  um  ein  ge- 
gebenes Viereck  beschrieben  werden  kann. 

Wir  wählen  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  unregelmäs* 
sizen  Vierecks  zu  Coordinatenachsen ,  und  zwar  so,  dass  die 
Coordinaten  der  Scheitel  des  Vierecks  positive  Werthe  erhalten. 
(Solches  ist  immer  möglich,  wenn  das  Viereck  keinen  convexen 
Winkel  hat.  —  Hat  es  einen  solchen,  so  kann  bekanntlich  gar 
keine,  durch  die  Scheitel  gehende  Ellipse  beschrieben  werden.) 

Für  alle  Ellipsen: 

^  +  2/fe^  +  toH2Z>y+2£*+F=0(a<0).  ...  (I) 
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welche  durch  die  vier  Scheitel  gehen,  erhalten  dann  C,  D9  E,  F 
bestimmte  Werthe,  und  namentlich  sind  auch  /£<0,  /*<(),  F*>0, 
6>0,  D*~-F=y>0,   E*—CF=<p>0,   E*D*- CF*=l>0, 

C<-pä~»  so  das«  2?  allein  veränderlich  bleibt. 

Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  der  Ellipse  erhalten  wir 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Kleinstes  werde ,  setze  man  £g=Q> 

und  dieses  fuhrt  zu  der  von  Euler  (Nova  Acta  Petrop.  T.  IX.) 
gegebenen  Gleichung: 

m    ADE         3CZ>M  3£»-CF„    SCDE  ft 

—  -       .  tS* -f-  j;r*  tS— — -p — — U.  .... 

■ 

Da  aber  zugleich  j^fä^O  86111  vuss>  80  erna^en  wir  noch 
die  Bedingung: 

^-"3F"  B  +  3F  >0'  > 

Es  müssen  also  die  Werthe  von  B  grosser  als  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung 

9   SDE    ,  3CZ>*  +  3£2  —  CF  A 
— 3F~  *  +  3F  ==0 

sein,  oder  kleiner  als  beide. 

Oder :  B  grösser  oder  kleiner  als  die  beiden  folgenden  Werthe 

von  x: 


_ADE  i[\XSl)*W~S\CD*F-UE*F+ZCF* 
x—  ZF  +  1  9F*  1 


ADE  4r 


....  (3) 


9F» 


Da  aber  für  Werthe  von  /?,  grosser  als  die  Werthe  von  x, 
B*>  C,  so  geben  dieselben  keine  Ellipsen.  —  Wir  können  also 
nur  dann  kleinste  Ellipsen  erhalten,  wenn  /?<  als  die  beiden 
Werthe  von  x.    Die  Gleichung  (*2)  verwandelt  sich  mittelst  der 

ADE 

Substitution  JB  =  y-f  -jp-  in 


*)  Dieser  Aosdrnck  wird  <0.  Venn  man  zwei  Diagonalen  de«  Vier- 
eck* zu  Coordinatenaehsen  wählt  (weil  Z'^O),  wie  solches  %>  B.  beim 
Parallelogramm  nothwendig  wird.  —  Der  Gang  der  Untersochang  bleibt 
aber  sonst  im  Wesentlichen  derselbe. 
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i   yM-ity  +  ßcsO,  .  ..  (4) 

wo 

p==  äp» — :  =  m — <0 

*  •  p  >  I 

ist ; 

auch  <0  ist. 

Nehmen  wir  1)  an,  es  sei  Ä  =  Q2  +  iyPi'>Ol  so  hat  die  Glei- 
(4)  nur  eine  reelle  Wurzel,  und  zwar  eine  positive,  da  P 

ADE 

Q  negative  Grössen  sind;  also  ^>0,  und  B—y  + 

ciebt  B*>C.  Daher,  wenn  die  Gleichung  (2)  nur  eine  reelle 
Wurzel  hat,  nicht,  wie  Euler  behauptet,  notwendiger  Weise 
eine  kleinste  Ellipse  sich  ergiebt,  sondern  gar  keine 

Ist  nun  2)  /?<0f  so  hat  die  Gleichung  (4)  drei  reelle  Wur- 
zeln, und  diese  lassen  sich,  da  JP<0,  Q<0,  folgendermassen 
ausdrücken: 

y=2cosg>y^f,  #===2^(240«  +  *)^^, 

y=2cos(120° +9)  V"— j- 

Ohne  den  Wrerth  von  <p  genauer  zu  bestimmen,  bemerken 
wir  doch ,  dass  <p  <  30"  >  0  Ist. 

Es  liegen  also  diese  Werthe  von  y  innerhalb  der  Grenzen: 


P 

3 


y=0 


y 


40J5 

Wir  erhalten  also  für  B  —  y\ 


*)  E«  lä««t  «ich  aber  anch  zeigen,  data  in  diesem  Falle  durch  die 
vier  Scheitel  gar  keine  Ellipse  beschrieben  werden  kann  (hUo  da««  ein 
Scheitel  innerhalb  de«  von  den  anderen  gebildeten  Dreieck«  liegt).  Denn, 
welche«  auch  die  Wcrthe  von  E,  D ,  F  «ein  mögen,  «o  liegen  die  Werthe 

der  po«itiven  Grösnc  C  immer  innerhalb  der  Grenzen  £*=  -=  und  C=0. 

Dirte  beiden  Werthe  geben  aber  für  ff  eine  negative  Grösse,  aho  auch 
nach  der  Form  de«  Ausdruck«  alle  zwischen  ihnen  liegenden  Werthe. 
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Im  ersten  Falle:  Werthc  grosser  als  beide  Werthe  von  x  In 
(3),  also  keine  kleinste  Ellipse. 

Im  zweiten  Falle :  Werthe  zwischen  den  beiden  Werthen  von 
x  in  (3)  liegend,  also  keine  kleinste  Ellipse. 

Im  dritten  Falte:  Werthe  kleiner  als  beide  Werthe  von  x  in 
(3),  also  eine  kleinste  Ellipse  möglich. 

Es  giebt  also  auch  in  diesem  Falle,  nicht,  wie  Euler  meint, 
drei,  sondern  nur  eine  kleinste  Ellipse. 

Folgerung  1.  Ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  und  nimmt 
man  die  Diagonalen  zu  Coordinatenachsen ,  so  ist  Z)=0,  J£=0, 
und  die  Gleichung  (2)  giebt  drei  reelle  Wurzeln  B= VC,  ß=-VC, 
B—Qt  von  denen  nur  die  letzte  der  kleinsten  Ellipse  entspricht. 

Der  Flächeninhalt  der  Ellipse  z=n sin 

2JP 

Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  ist  aber  =^^sinc»; 

7t 

also  z=2'  Flächeninhalt  des  Parallelogramms- 
Anmerkung.  Die  Bestimmung  der  kleinsten  um  ein  Trapez 
beschriebenen  Ellipse  beruht  nur  auf  einer  quadratischen  Gleichung, 
wenn  wir  folgern!  ermassen  verfahren.  Es  seien  (0,  0),  (a,  0),  (0,  oj9 
(c.b)  die  vier  Scheitel  des  Trapez,  so  erhalten  wir  für  alle 
Ellipsen : 

y*+2Är#-f  Cz*+2Dy+2Ex  +  F=0  («<0), 

welche  durch  die  Scheitel  des  Trapez  gehen,  folgende  ßedin- 
gungsgleichungen : 

Daher  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  der  Ellipse : 

Z  =  -  4"2  8in  W  [6^(a-c)^icW 
dZ 

und  wenn  man  ^£=0  setzt: 


C*ac  (a  -c)*  +  26*  (a* — ac + c*)  C—  264  =  0. 

^S2<0  zeigt  uns,  welches  Zeichen  genommen  werden  muss. 

Fuhrt  man  die  Rechnung  durch,  so  ergieht  sich  auch  hier,  dass 
das  Yerhidtniss  der  Flache  des  Trapez  zur  Ellipse  bloss  von  dem 
Verhältnisse  der  parallelen  Seiten  abhängt. 

Anmerkung  des  Herausgebers.  Der  Herr  Verfasser  diese«  von 
demselben  »ur  Aufnahme  in  das  Archiv  mir  niitgetheilten  Aufsatzes 
wünscht,  dass  hier  in  Bezug  auf  die  Abhandlung  des  Herrn  Professor« 
Anger  in  Theil  X.  Nr.  XV.  bemerkt  werde,  dass  der  vorliegende  Auf- 
satz bereits  im  Jahre  1839  geschrieben  und  im  Bulletin  de  fAcadi- 
mie  loip.  de  St.  Potersbourg  T.  VI.  Ko.  20.21.  gedruckt 
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Ifl  i  8  c  e  1 1  e 


In  den  Beruhten  über  die  Mittheilungen  von  Freun- 
den der  Naturw  issenschaf ten  in  Wien.  Gesammelt  und 
heraus  segeben  von  \V.  Ilaidinger.  1847.  Marz.  jNr.  11. 
•S.  hat  Herr  Professor  Dr.  Schulz  von  Strassnicki  eine 
Methode  zur  praktischen  Verzeichnung  von  Eilmsen,  wenn  deren 
Ai*n  als  bekannt  angenommen  werden ,  angegeben ,  die  nach  mei- 
ner Meinung,  so  einfach  die  Sache  auch  au  "sich  ist,  allgemeiner 
bekannt  zu  werden  verdient,  und  daher  im  Nachstehenden  mitge- 
theilt  werden  soll. 

Diese  Methode  gründet  sich  auf  die  folgenden  Betrachtungen. 
Wenn  ACB  in  Taf.  II.  Fig.  5.  der  vierte  Theil  einer  Ellipse  ist 
und  AC=a,  BC—b  deren  Halhnxen  sind,  so  ziehe  man  AB  und 
fälle  auf  diese  Linie  von  C  das  Perpendikel  CD.  Setzen  wir  dann 
der  Kurze  wegen  AD  =  vf  BI)  =  w,  CD=zu;  so  ist  nach  bekann- 
ten geometrischen  Sätzen 

v:a  =  «:t>-f  to, 
u>:b  =  b  :v  +  w, 
v:u  =  u:w; 

d.  i. 

w:b  =  b:  V«*  +  6a,  ' 
t>:u=u:w; 


«*  b2  ab 


Weil  nun  bekanntlich 

6* 
-  «* 

Gleichung  der  Ellipse  Ut,  so  ist  för  x=u  : 


■ 

»     1 1 
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„    !>*  t  .       a*o*  .  o¥ 


a2  +  ^-a2+Äl» 

d.  i.  v  =  u;  und  fiir  o:=r  ist: 

» 

d.  i.  y=tc.  Nimmt  man  also  CP=CD,  CPj=AD  und  errichtet 
durch  P  und  Px  die  Perpendikel  P#  und  t\Qi  auf  ^C,  so  ist 
JPi^=CD  und  PlQl=BD,  woraus  man  sieht,  dass  die  Punkte 
Q  und  Qt  der  Ellipse  leicht  gefunden  werden  können.  Diese  bei- 
den Punkte  nebst  den  Punkten  A  und  B  liefern  aber  vier  Punkte 
des  Quadranten  der  Ellipse,  durch  welche  man  denselben  inxden 
meisten  Fällen  mit  hinreichender  Genauigkeit  aus  freier  Hand 
wird  beschreiben  können. 

Indess  wird  es  doch  der  Genauigkeit  gewiss  förderlich  sein, 
wenn  man  ausser  den  vorhergehenden  Punkten  noch  ein  Paar  an- 
dere Punkte  des  Quadranten  der  Ellipse  mit  Leichtigkeit  finden 
kann,  und  ich  will  daher  der  obigen  Mittheilung  des  Herrn  Pro- 
fessors Dr.  Schulz  von  Strassnicki  noch  die  folgenden  Be- 
merkungen hinzufügen. 

Setzt  man  nämlich  j?=  =  a,  so  ist 

o 

- 

4 

und  wenn  man  x—za  setzt,  so  ist 

> 

Theilt  man  also  sowohl  die  grosse,  als  auch  die  kleine  Halhaze 
der  Ellipse  in  (unf  gleiche  Theile,  so  ist  für 

CP*=^AC  und  CP*  =  \aC 
nach  dem  Vorhergehenden 

P^Q^BC  und  P,Q,=lBCt 

«  • 

woraus  sich  ergiebt ,  dass  sich  immer  auch  die  Punkte  Q2  und  Qs 
leicht  durch  Construction  bestimmen  lassen,  so  dass  man  immer 
sechs  Punkte  eines  jeden  Quadranten  der  Ellipse  sehr  leicht  durch 
Construction  Gnden  kann. 
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and  C  sei  ihr  Mittelpunkt,  so  erhalt  man  den  zwischen  CA  und 
CB  liegenden  Quadranten  der  Ellipse  auf  folgende  Art,  woraus 
dann  auch  zugleich  ganz  von  selbst  erhellen  wird,  wie  man  sich 
bei  der  Verzeichnung  eine*  jeden  andern  Quadranten  derselben, 
und  somit  der  ganzen  Ellipse,  verhalten  muss. 

Man  ziehe  AB  und  fälle  von  C  auf  diese  Linie  das  Perpen- 
dikel CO.    Dann  nehme  man 

•  -  t  -  •  .  .  • 

CP=CD,  CP^AD,  CP%=\aC,  CP^\aC, 

errichte  durch  die  Punkte 

P>  Pi>  P*,  Ps 

auf  AC  die  Perpendikel 

PQ>  PiQi,  P%Q^  P*Q3 

•  * 

nnd  mache 

PQ=zCD,  P^  =  BD,  P2Q2  =  lßC,  PiQ3=\bC; 

■ 

co  sind  Q,  Q±>  Qu  Q3  nebst  A  und  B  sechs  Punkte  des  Qua- 
dranten der  Ellinse,  durch  welche  man  denselben  in  den  meisten 
Fallen  mit  hinreichender  Genauigkeit  aus  freier  Hand  ziehen  kann. 

G. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  nnd  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule  zu 

Sinsheim  hei  Heidelberg. 


Wann  drücken  die  Gleichungen: 

(at  *  -  ö%b3 )  x + (<r8  &s  —  fll  a«)  y + (fl A  -  a,  o, )  1 = 0 , 
(o868  -  a,  a*)  * + (a**— 61o8)y  +  (a^ — 0*03)  i=0, 
(a46a— fli03)^  +  K*i  —  «203)^  +  (as*-*i*z)2=0 
eine  und  dieselbe  Ebene  aus? 

■ 

Die  vorgelegten  Gleichungen  sind  auch: 
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(«, 1  -  6,6»)  j  +  (0,6,-0,  o»)  |  +  (o»6» -o,o,)=Ü, 
(a,6s-  ajoj)  -  +  (a»*  -  +  (a^  —  a4a,)=0, 

«  ■ 

tt-fliflj)7  +  («i*r¥3)J  +  W-W=0. 

Zieht  man  nun  aus  den  ersten  zwei  Gleichungen  die  Werthe  von 
x  y 

—  y   ->  so  erhält  man  dadurch  die  Gleichung  der  Durchschnitts- 

z  z 

linie;  sollen  also  die  Ebenen  zusammenfallen,  so  muss  man  Cur 
x     v  0 

—  >  £  Werthe  von  der  Form  a  erhalten.  Das  Gleiche  wird  Statt 
z      z  U 

haben  müssen,  wenn  man  die  erste  und  dritte  Gleichung  zur  Be- 
x  v 

Stimmung  von  — ,    —  benützt  % 
z  z 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  aber  folgt: 

1 

♦ 

x  __  a2 ( «3^3  —  2qx q2ff3  +  o.226a  -f  ax V>x  —  bt 6263) 

*  *3  («3*^3  —  2«1a2<i3  +  "2%  +  aföi  -  ^6263)  ' 

V_  —  ai         —     «aff3  -f  02*62  +        —  &i  &A) 

Dagegen  folgt  aus  der  ersten  und  dritteo: 

x    o3  (03*^3  —  2(1,  g2fi3  4-  cra2^  +  a^bj  —  6, bj^) 

*  ~~  «i(«32*3—  2^0.203  +fl22Ä3  +  ai %x  —bybzbi)  * 

y  _  62(03*63  ~~  2f?i<i2f/3  +  fla2Qa  -f  *'i*l>i  —  t>il>M 
z       <2i(<*3268 — c2a1a2<i3+o1<262 -|  a^j  — b^ö^ 

Damit  also  die  vorgelegten  drei  Gleichungen  eine  einzige  Ebene 
ausdrucken,  genügt  die  Bedingung: 

«3*63  —  20^03  -f  02*^2  +  <*i*l>i  ~  ^1^63  =  0. 

(Man  sehe:  Memoire  sur  l'equilibre  Interieur  des 
corps  solides  homogenes,  par  Lame  et  Clapleyron  in 
Crelle's  Journal.  Bd.  7.  §.  34.) 


■ 
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Auszug  aus  einem  noch  angedruck- 
ten Werkchen  über  analytische  Per- 
spektive. 

•  < 

'  Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  KantonMchule  zn  Aarau. 


1.  Zur  Erklärung  des  Folgenden  wollen  wir  nachstehende  Be- 
zeichnungen und  Annahmen  vorausschicken. 

O  sei  das  Auge;  (t,u,v)  seien  seine  Coordinaten,  welche  auf 
drei  rechtwinklichte  Coordinatenachsen  der  x,  der  y,  und  der  % 
bezogen  sind.  Die  Ebene  der  yz  sei,  so  lange  keine  besondere 
Abänderung  angegeben  wird,  #  diejenige  Ebene ,  auf  welcher  sich 
die  Punkte  im  Räume  perspektivisch  projiciren  und  die  wir  mit  dem 
Namen  Tafel  bezeichnen.  Die  zu  projicirenden  Punkte,  Figu- 
ren, Oberflächen  u.  s.  w.  nehmen  wir,  wenn  es  nicht  besonders  ange- 
merkt wird,  hinter  der  Tafel  oder  auf  der  negativen  Seite  der 
Achse  der  x,  das  Auge  hingegen  vor  derselben  oder  auf  der  po- 
sitiven Seite  der  x  an.  Die  Punkte  im  Räume  bezeichnen  wir  mit 
A,  B,  C,...,  deren  perspektivische  Projektionen  aber  m\tAp,  B«t 
CTt....Ü1  ist  die  ortnogonale  Projektion  des  Auges  auf  der  Tafel 
and  heisst  der  Augenpunkt.  Die  Ebene  der  xy,  in  oder  über 
welcher  sich  die  zu  projicirenden  Gegenstände  befinden,  heisst 
die  Grundebene,  ihr  Durchschnitt  mit  der  Tafel,  oder  die  Achse 
der  w,  Basis.  Unter  perspektivischer  Projektionslinie  verstehen 
wir  jede  von  einem  beliebigen  Punkte  im  Kaume  nach  dem  Auge 
gezogene  Linie;  —  X,  V,  Z  seien  die  rechtwinklichten  Coordi- 
naten eines  Punktes  A  im  Räume;  y' ,  z'  die  Coordinaten  seiner 
Perspektive  A»;  beide  Coordinatensysteme  sind  auf  den  gleichen 
Coordinatenanfang  und  auf  die  gleichen  Achsen  bezogen. 

Sind  nun 

x  =  ml  +  nlz, 
y  =     -f  ntz 

TheU  XI.  8 
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die  Gleichungen  der  perspektivischen  Projektionslinic  des  Punk- 
tes A,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  CoefBcienten  n(, 
wfcp  »2  und  der  Coordinaten  y' ,  z'  folgende  Bestimmungsgleicbungen : 

—  X  =  ml  +n±Z\  0=wii +«!*';  t=m1+nlt>; 
K= wi^  +  n4Z ;  y'=w2  -f       ;  u=m%-\-ntv. 

Aus  diesen  finden  wir: 

x  ' ) 

Z=zV+T  (:'-«); 


tr+ux 

-    .  U  .  f  .        •        •        •        •        •        •  «■  J 

,     tZ  +  vX 

%  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  befinde  sich  ein  System  paralle- 
ler Linien  in  einer  Ebene  ton  beliebiger  Lage,  una  nehmen  die- 
sem zufolge  ferner  an,  dass 

ar=w1+w1z  I) 

die  Gleic  hung  einer  festen  geraden  in  der  Ebene  der  xt  befmd- 
lichen  Linie  sei. 

'Die  Ebene  der  ätz  wollen  wir  ftfr  jetzt,  der  Einfachheit  wegen, 
durch  das  Auge  gehend  annehmen. 

Ferner  seien 
«  '  *  —  f*i  +  *i*  ) 

die  Gleichungen  einer  Geraden ,  die  sich  immer  in  paralleler  Lage 
mit  sicli  selbst  auf  der  Linie  1)  bewegt  und  auf  diese  Art  eine 
Ebene  erzeugt,  ftir  deren  Gleichung  wir: 

—  v2:r— (Tij  —  vt)y  +  «1v4z  +  m,va=0    .    .    .  3) 

finden.  Bemerken  wir,  dass,  weil  sich  die  Linien  l)und  2)  schnei 
den,  f*«  —  ist,  so  finden  wir  leicht  fiir  die  Gleichupg 

fl\  ' — "  Vi 

einer  Ebene ,  welche  durch  die  Linie  2)  und  das  Auge  (t ,  v)  geht, 
folgende: 

Iii  '  *  *      i  •  •! 

* 

{  =0....4) 

Nehmen  wir  ferner  an,  es  seien 
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die  Gleichungen  einer  Linie,  die  mit  der  Geraden  2)  parallel  ist, 
und  zugleich  mit  dieser  in  der  Ebene  3)  liegt,  so  finden  wir,  wie 
vorhin',  für  die  Gleichung  der  Ebene,  <  welche  durch  die  Linie  5) 
und  durch  das  Auge  (t,  v)  geht,  folgende : 


I  ™i  -     +  v  K  —  v, )  |  x  -  (»!  —  vx )  { fia — t  +  t>  v, )  y 


=0...<5) 


Die  Durchschnitte  der  Ebenen  4)  und  6)  mit  der  Tafel  geben 
die  Perspektive  der  Lmien  2)  und  5).  Wir  erhalten  die  Gleichun- 
gen dieser  Durchschnitte,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  4)  und  6) 
x=0  setzen,  wodurch 

wird.  1.  «  -i .  :l  ' 

Da  diese  Gleichungen  zwei  Linien  darstellen,  die  nicht  paral- 
lel sind,  so  können  wir  daraus  jsehliesseJi,  dass  sich  die  perspek- 


tivischen Projektionen  paralleler  Linien  schneiden.  Bezeichnen 
wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  dieser  beiden  Linien 
mit  q,r;  so  finden  wir: 


g  =  — ,   r  = —  •  [  9) 


Da  diese  Koordinaten- Werthe  sowohl  von  den  Coefficienten  mt 
und  w,  der  Linie  l),  als  auch  .von  14,  n»9  jia  unabhängig  sind, 
so  können  wir  daraus  ach Hessen ,  qass  sich  die  Projektionen  aller 
parallelen  Linien  in  einem  Punkte  schneiden.  Man  nennt  diesen 
Punkt  Fluchtpunkt  oder  ^us.ammenlaufungspunkt. 

3.  Wir  erhalten  leicht  für  die  Gleichungen  einer  Linie,  welche 
durch  das  Auge  (/,  c)  und  durch  den  Fluchtpunkt  (q,r)  geht,  fol- 
gende :  ,,•  I   '  /  t 

x  =  ~(tv1-0+^,j  1} 

Diese  Gleichungen,  welche  zugleich  der  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  4)  und  6)  in  No.  1.  angeboren,  stellen  eine  Linie  vor,  die 
mit  den  Linien  2)  und  5)  in  No.  1.  parallel  sind. 

Wir  sehen  ferner  aus  den  Gleichungen  9)  der  No.  2. ,  dass, 
wenn  wir  den  *)  Fuss»  und  den  Fluchtpunkt  einer  Linie  kennen. 


r»  - 


')  D.  h.  den  Punkt,  in  welchem  die  Lipic  die  Tafel  trifft. 

8  ' 


wir  au 
daher 
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ch  die  Gleichung  Ihrer  Perspektive  finden  können.  Sied 

I 

y=IJl4  +  «42 

die  gegebenen  Gleichungen  einer  Geraden  im  Räume,  so  finden  wir 
nach  diesen  Bemerkungen  leicht  fär  die  Gleichung  ihrer  Perspek- 
tive folgende: 

und  wenn  die  Linie  2)  durch  einen  gegebenen  Punkt  (a,  b,  c)  geht, 
so  geht  diese  Gleichung  in  folgende  über: 

Mav-cQ  -b^v-f)  _   4) 

*  w3(ü-c)  —  (<— a)        ^(f  —  «?)  —  (f— a) 

Wir  können  auch  umgekehrt  zeigen,  dass,  wenn  die  Coordina- 
ten  (b\,cx)  des  Fluchtpunkts  und  die  Coordinaten  (b%9  c^)  des 
Fusspunkts  einer  Geraden  gegeben  sind,  wir  nicht  nur  die  Glei- 
chung der  Perspektive  der  Geraden,  sondern  auch  die  Gleichun- 
gen dieser  letztern  selbst  bestimmen  können.  Denn  die  Gleichung 
der  durch  (»i,Ci),  (A»,  Ca)  gehenden  Perspektive  ist: 

,=  btcl-blc2     61-^  5 

Sind  nun 

x=H  +  W  )  q 

die  zu  bestimmenden  Gleichungen  der  Geraden,  deren  Perspek 
tive  durch  die  Gleichung  5)  dargestellt  ist,  so  haben  wir  in  Be- 
ziehung auf  den  Fusspunkt  der  Linie  6)  die  Gleichungen 


0  =fi,  +nsc,, 
b%=H*  +  n4Ci. 

Und  in  Beziehung  auf  den  Fluchtpunkt  nach  No.  2.  Gleichung  0): 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  finden  wir: 

« 

t  -6j  . 


1 
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♦ 

also  werden  die  Gleichungen  6)  zu: 

-cÄ*  t 

 ~+  T-.2, 

welche  der  zu  bestimmenden  Linie  angehören. 

4.  Nehmen  wir  endlich  das  Auge  wieder  ausserhalb  der 
Ebene  der  xz9  und  versetzen  überdies  die  Tafel  parallel  mit  sich 
selbst  in  die  Entfernung  h  von  ihrer  ursprünglichen  Lage,  nach 
der  positiven  Seite  der  x,  jedoch  so,  dass  A'<A  und  Ä<t  ist, 
so  finden  wir  durch  eine  leichte  Veränderung  zwischen  den  Coor- 
dinaten  Af,  YSZ  eines  zwischen  der  Tafel  und  der  Ebene  dervz 
liegenden  Punktes  A  und  den  Coordinaten  y* ,  z1  seiner  Perspek- 
tive Af  folgende  Beziehungsgleichungen: 

y  _  '  *  —  HTA  '  1  *> 

t>  — z'  '  e — J  1  ' 

Für  die  Coordinaten  9,  r  des  Fluchtpunkts  einer  Geraden,  deren 

» 

die  Werthe: 

Mh  —  04-  A4-pvi  -< 

 ,  r—  •     ....  4) 

Endlich  (ur  die  Perspektive  der  Linie  3)  erhalten  wir  die  Glei- 

5.  Aus  der  Gleichung  3)  der  No.  1.  haben  wir  gesehen, 
das«  die  durch  diese  ausgedrückte  Linie  mit  den  Geraden,  welche 
durch  die  Gleichungen  2)  oder  5)  der  No.  2.  dargestellt  sind, 

n"el  ist  Daraus  geht  aber  hervor:  dass  der  Fluchtpunkt  der 
diese  Gleichungen  dargestellten  Linien  gefunden  wird ,  wenn 
man  durch  das  Auge  O  eine  Parallele  mit  einer  jener  Linien 
zieht  und  ihren  Durchschnitt  mit  der  Tafel  sucht. 


Da  das  gleiche  Resultat  von  ledern  System  paralleler  Linien, 
das  sich  in  der  Ebene  3)  der  No.  2.  befindet,  ebenso  gefun- 
den wird,  so  folgt  wieder  daraus : 

Dass  sämmtliche  Fluchtpunkte  aller  in  der  durch  die  Glei- 
chung 3)  der  No.  2.  dargestellten  Ebene  befindlichen  Systeme 
paralleler  Linien  eine  stetige  gerade  Linie  bilden  >  welche  man 
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erhalt,  wenn  man  durch  das  Auge  nwt  den  Linien  der 
Systeme  parallele  Linien  zieht,  ihre  Durchschnitte  mit  der  Tafel 
sucht,  und  diese  mit  einander  verbindet*  d.  h.  die  so  eben  con- 
struirte  Linie  ist  nichts  anderes,  als  die  Durchschnittslinie  der 
Tafel  .mit  einer  durch  das  Auge  gelegten  Ebene ,  die  parallel  mit 
der  in  No.  2.  Gleichung  3)  dargestellten  Ebene  ist.  Man  nennt 
diese  Linie  Yersch  wi  ndungs-  oder  Fluchtlinie  der  Ebene 

Eine  Ebene  ist  daher  bestimmt,  wenn  ihr  Durchschnitt  mit 
der  Tafel  (Riss)  und  ihre  Fluchtlinie  gegeben  ist 

Nach  diesen  Folgerungen  wird  es  leicht  sein,  die  Gleichung 
der  Fluchtlinie  einer  Ebene  ,  ; 


Ax  +  By  +  Cz+  0  =  0 
zu  erhalten;  diese  ist  nämlich,  wie  wir  leicht  finden: 

_Al+Bu+Cv     Cz  ' 

y~    b        •     •  •  •  *> 

6.  Als  eine  Anwendung  der  in  den  vorhergehenden  Nummern 
entwickelten  Sätze  wollen  wir  nun  noch  folgende  Aufgabe  lösen : 

Es  sind  die  Coordinaten  /*,  g  der  Perspektive  eines  in  einer 
Ebene  gelegenen  Punktes,  nebst  den  Gleichungen  der  Fluchtlinie 
and  des  Risses  der  letztem  gegeben;  man  soll  die  Gleichung  der 
Perspektive  des  Perpendikels  auf  jene  Ebene  suchen,  das  durch 
den  Punkt,  dessen  Perspektive  gegeben  ist,  geht 

Sind  #,r  die  jetzt  noch  unbekannten  Coordinaten  des  Flucht- 
punktes PP  des  gesuchten ,  durch  den  gegebenen  Punkt  gebenden 
Perpendikels  auf  die  gegebene  Ebene,  so  wissen  wir  nach  dem 
bereits  Gefundenen,  dass  dieser  Fluchtpunkt. kein  anderer  ist,  als 
der  Durchgang  einer  Geraden  mit  der  Tafel,  welche  Gerade  jenem 
Perpendikel  parallel  ist  und  die  durch  das  Auge  geht.  Denken 
wir  ans  daher  (Taf.  III.  Fig.  I.)  es  sei  FPOp  die  gegebene  Flucht- 
linie der  Ebene,  worauf  eiq  Perpendikel  errichtet  werden  soll*  so 
wird  eine  durch  das  Auge  gelegte  und  mit  dieser  Ebene  parallele 
Ebene  nach  dem  oben  Erklärten  durch  Fp  Gp  gehen ;  es  wird  da- 
her eine  im  Auge  auf  letztere  errichtete  Senkrechte  die  Tafel  im 
verlangten  Fluchtpunkte  Pp  treffen.  Sind  nun  O  Y  und  OZ  die 
Achsen  der  y  und  der  z,  so  liegen  diese  nach  unserer  in  No.  1. 
und  No.  2.  gemachten  Annahme  in  der  Tatet  und  es  wird  demnach 
die  rechtwinklichte  Projektion  Ap  des  Auges  auf  die  Tafel  in  die 
Achse  OZ  fallen.  Fällen  wir  ferner,  aus  Ap  eine  Senkrechte  Arl\ 
auf  die  gegebene  Fluchtlinie  FPG*,  so  können  wir,  diese,  Senk- 
rechte als  den  Riss  einer  Ebene ,  betrachten ,  die  duxqh  das;iAugc 
geht  und  senkrecht  auf  der  durch  das  Auge  A  und  durch  Fp  G " , 
gehenden  Ebene  ist,  in  der  also  die  vorerwähnte,  durch  das  Auge 
A  gehende  senkrechte  Linie  enthalten  ist.  Errichten  wir  endlich 
in  AP  auf  APFP  eine  Senkrechte  AAP, gleich,  dem  Abstände  /  der 
Tafel  vom  Auge,  und  in  A  auf  AFP  ein  Perpendikel  APP>  "sro 
wird  sein  Durchschnitt  Pp  mit  AfFp  der  gesuchte  Fluchtpunkt  der 
aut  die  gegebene  Ebene  zu  errichtenden  Senkrcchtcu  sein.  I  n, 
das  so  eben  construktiv  angegebene  Verfahren  analytisch 
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fuhren,  nehmen  wir  an,  es  sei  OAP=v,  AAP  =  t,  SO— — »ii, 
^GpSO=a>,  ^ApQD~y,  cotgg>=Wl,  OD  =  y ,  DGP  =  a?, 
J£  senkrecht  auf  OK,  SZ,  parallel  OZ,  und  GPL  parallel 
Of;  so  Ui:  M 

z'iy'  —  m^tg^l,  ♦!  . 

i 

y'=»ii  +  «i2'    .  .  .  .  ...  1) 

die  Gleichung  der  Fluchtlinie  FPGP,  worin  mt  und  bekannte 
Tonstanten  und  y' ,  2'  die  laufenden  Coordinaten  sind. 

Ferner  sei 

y'-Mx  +nYt'  <2) 

die  Gleichung  des  Risses  der  gegebenen  Ebene,  und 

die  Gleichung  der  Senkrechten  ApFp  auf  FpGpt  welche  durch  den 
Aogenpuokt  Ap,  dessen  Coordinaten  y,  =0,  21'  =  0  sind,  geht, 
w  haben  wir  zur  Bestimmung  von  m*  und      die  Gleichungen: 

* 

*t3  =  cotgif/; 
oder,  da  ^  =  90°  +  a>,  so  ist 

 i. 

■ 

folglich  ist  die  Gleichung  von  ApFp: 

y=£  <*-*').  •  $) 

Nehmen  wir  ferner 

die  Gleichung  der  auf  errichteten  Senkrechten  ApA  ai\, 

m  habeo   wir:    APJ:AJ  =  1 :  tga>,  also  ^J  =  /I^.tg^  oder" 

ferner  ist  ^*=JpJ«  +  ^J»  oder 

.>  ^ 

fc(4^Wl+^)J    folglich  ■V^^^.A/-^^; 
sNüa  sind  :  ' 

^i:=:t>4-      *      ,  OE  =  ApJ^-7^J= 

die  Coordinaten werth c  des  Punktes  A.  Es  muss  daher  die  Gleichung 


statt  finden.  Weil  aber  AA9  parallel  F,CP  ist,  so  ist  *,  =  »t. 
mithin  m,  =  — nxvt  folglich 

■  j'  =  -M»-*#)  4) 

die  Gleichung  von  AAf. 

Sind  y.'  ond  x.'  die  Coordinaten  des  Durchscbnittspunkts  der 
Linien  APFP  und  FPGP,  so  önden  wir  für  dieselben  mittelst  der 
Gleichungen  1)  und  3) 

*  *  ■ 

mithin  finden  wir  ebenfalls  Tür  die  Linie  AFp,  welche  durch  den 
Punkt  Fp  oder  fo',  z^)  und  den  Punkt  A  geht,  die  Gleichung: 

Auf  ähnliche  Art  wie  die  Gleichung  2)  finden  wir  fär  APpy  welche 
durch  A  geht  und  auf  AFP  senkrecht  steht,  die  Gleichung: 


•  •  •  •  • 


6) 


Bezeichnen  wir  endlich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
Pp  von  ApFp  und  APf  mit       und  x*',  so  finden  wir  leicht: 

Da  aber  die  gesuchte  Perspektive  der  Senkrechten  auf  die 
gegebene  Ebene  auch  durch  den  Punkt  (f,g)  geben  muss,  so  ist 
deren  Gleichung: 

ft(«H +  »!»)  +       +  /'(»»i+n,*)**»       f  m 

■ 

7.  Nehmen  wir  jetzt  an,  in  der  Ebene  der  ary  befinden  sich 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  A  und  A'  zweier  collinearer 
Systeme,  deren  Perspektive  wir,  wie  bisher,  mit  Ap  und  Ap\  be- 
zeichnen. Die  Coordinaten  der  erstem  seien  X,  V;  P,  Q\  und 
jene  ihrer  Perspektiven  y'f  z';  q' t  r';  so  erhalten  wir  die  Be- 
ziehungsgleichungen zwischen  den  Coordinaten  X,  Y;  y',  xf; 
wenn  wir  in  den  Gleichungen  1),  2)  der  No.  1.  Z=0  setzen. 
Diese  sind  also: 
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'-A-  '-"S^  ■  » 


. .  . 


Auf  gleiche  Webe  finden  die  Gleichungen : 

statt.  Denken  wir  uns  nun  die  Tafel  sammt  dem  Augenpunkt  um 
ihre  DurchschnUtslinie  mit  der  Ebene  der  Figuren  (d.  h.  um  die 


Achse  der  y)  in  die  Ebene  der  xy  gedreht ,  und  setzen  der  Gleich- 
funuigkeit  der  Bezeichnung  wegen  ar  und  p'  statt  t'  und  r',  so 

Sehen  die  Gleichungen  1),  *2),  3)  und  4),  wenn  wir  die  erste  und 
ritte  mit  t>,  die  zweite  und  vierte  mit  t  im  Zähler  und  Nenner 
weilen,  in  folgende  über: 

■ 

-  x*  vf  —  —  a? 

A=-V~,  r=-^-;  6) 

Es  ist  aber  bekannt,  dass,  wenn  X' ,  F';  i* ,  0'  die  Coor- 
dinaten  zweier  entsprechender  Punkte  von  zwei  zusammengehöri- 
gen coltinearen  Systemen  sind,  alsdann  die  collincare  Verwandt- 
schaft durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt  wird: 

aus  welchen  auch  die  beideu 
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■ 

A  -  hP+vM  +  1  '   r  -ftP'  +  W  +  l  ^ 

hervorgehen,  in  welchen  der  Kurze  wegen: 

■  •  « 

gesetzt  wurde.  .  ■ 

Bemerken  wir,  dass  einige  der  Grossen  thj  ,  nA> ....  auch  Null 
setu  kCnnen,  und  vergleichen  die  Gleichungen  5)  und  7)  mit  den 
Gleichungen  9);  die  Gleichungen  6)  und  8)  mit  den  Gleichung«- 
10);  so  erkennen  wir,  dass 

w»i  —      »i=0,  *!  =  0;  m,=  - na=i,  ij=Ö; 

i  1 


'»3=--.  ».="; 


U 


fh  =  ^  n  =  0,  X,=0;  fi2=Y>  v*=1>  ^=°i 

1 

f*3  =  J  ,  *V=0. 

1    •    .  • 

Die  gleichen  Werthe  von  ut,  vt  etc.  würden  wir  auch  erhal 
ten  haben,  wenn  wir  die  Werthe  von  mt,  nlt  etc.  in  den  Glei- 
chungen 11)  substituirt  hätten.    Aus  der  Vergleichung  der  Gleichun- 
gen 5),  7),  6),  8)  mit  denen  in  9)  und  10)  gebt  hervor: 

Dass  ein  System  von  Punkten  A,  >A',  A" ,  etc.  mit  seinen 
Perspektiven  Apt  Ap ,  Ap"t  etc.  in  der  Verwandtschaft  der  Colli- 
neation  steht. 

8.  Lassen  wir  endlich  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  der  vori- 
gen Nummer  die  Accente  von  P1 ,  Q' ,  X' ,  Yv  weg,  und  schrei- 
ben, um  Verwechslungen  zu  vermeiden,  m'  statt  mit  n'  statt  nA 
etc.,  so  drucken  offenbar  die  Gleichungen 

_m'X+n'Y+t'  ti>"X  +  nnY+i" ... 

die  collineafe 1  Verwabdtschaft  der  Systeme  P,  Q  und  X,  Y 
aus.  In  den  letztern  haben  natürlich  p',  v'  etc.  ähnliche  Werthe 
wie  pt,  V!  etc.  in  No.  7.  Gleichung  11).    Substituten  wir  in  1) 


■ 


Digitized  by  Google 


123 

und  2)  statt  P,  Qt  X  und  Y  die  Werthe  aus  den  Gleichungen 

5)  und  7)  der  vorigen  Nummer,  so  finden  wir: 


m't  —  n'u  —  t' 


{mmt+m')  -  u  {nmt  -f  «')  -  (s'+t)  \    ?£t  +  «'  ,  '  '  I 

y    jcgj + gj  -  (n/g/4  gj  m — (TTo  ;         • — 1 

-_o  ^^+-v+r-^+1  / 

Aus  der  Form  dieser  Gleichungen  ist  leicht  ersichtlich,  dass  auch 
die  Punkte  (;/ ,  </)  und  (.r' ,  y')  entsprechende  Punkte  zweier  col- 
linearer  Systeme  sind. 

«.».    Aendern  wir  jetzt  das  Koordinatensystem  so,  dass  wir  die 


.;  ( 


1 1  •  ,  • 

I  '    .  1 

-  X  '  '   *        '  • 

•  — .       ■•  jfr,  tfi      .  ,  ;.  ..  i) 


•  I 


ll_  I   .t  II 

p 


7  +  1        f  +  1  - 

"=-^">  «  =  •   •   •   •   •  3, 

t>  ' ! 

erhalten.  Bemerken  wir,  dass,  wenn  allgemein  Q1 ;  Ä',  Y' 
die  Koordinaten  zweier  entsprechenden  Punkte  sind,  die  zwei  col« 
linearen  und  collinear  liesenden  Systemen  angehören,  folgende 
Gleichungs formen  diese  Art  der  geometrischen  Verwandtschaft 
ausdrücken: 

n  n  MXY 
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worin  Mx ,  M%,  JS±  anbestimmte  Constanten  sind,  nnd  das« 


diesen  auch 


v  ^1  k  

folgt. 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  5)  die  Werthe  voo  P9  Q,  X 
und  Y  aus  1)  und  3),  so  erhalten  wir: 


10.  Betrachten  wir  die  Resultate,  die  wir  in  den  Nummern 
7.,  8.  und  9.  gefunden  haben,  so  erhalten  wir  folgende  Ergeb- 


et) Es  fo^t  aus  den  Gleichungen  5),  6),  7)  und  8)  der  No.  7., 
dass  die  Punkte  (X,  Y)  und  (x',y'),  so  wie  (P,Q)  und  (p',q') 
Punkte  zweier  coüinearen  Systeme  sind. 

6)  Es  folgt  aus  den  Gleichungen  3)  der  No.  8.,  dass  auch 
die  Perspektiven  (*',/),  (/>',  der  Punkte  (X,  Y),  (P,  Q)  zu 
einander  in  Verwandtschaft  der  CoHtneatioit  stehen. 

c)  Aus  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  der  No.  9.  geht 
hervor,  dass  die  Punkte. (.X,  Y),  (x' ,y'),  wie  auch  die  Punkte 
(P,Q),  (/?',  q')  zwei  collinearen  und  collinear  liegenden  Systemen 
angehören,  wenn  die  Systeme  P,  Q  und  X,  Y  collinear  und 
collinear  liegend  sind.  Dasselbe  gilt  auch  wegen  der  Gleichungen 
7)  derselben  Nummer  für  die  Punkte  (p' ,  q')9  {x\y'). 

d)  Denken  wir  uns  die  Ebene  der  gegebenen  Punktensysteme 
sammt  diesen  um  die  Basis  in  die  Tafel  umgelegt,  so  wird  dadurch 
die  Colliueationsverwandtschaft  der  bezüglichen  Systeme  nicht  ge- 
stört. Weil  sich  die  entsprechenden  Linien  der  Systeme  P,  Q; 
p' ,  q'  auf  ihrer  Colli  neatioDS  -  Achse  schneiden,  der  Riss  (die 
Durcnschnittslinie  der  gegebenen  Ebene,  worin  das  Punktensystem 
P,  Q  liegt,  mit  -der  Tafel)  aber  diejenige  Linie  ist,  welche  vor 
der  Umdrehung  jener  Ebene  in  die  Tafel^  den  Ebenen  beider 
Systeme  gemeinschaftlich  war,  so  müssen  sich  auf  derselben  alle 
entsprechenden  Linien  schneiden,  woraus  hervorgeht,  dass  der 
Riss  der  gegebenen  Ebene  zugleich  die  Collineationsachse  der 
Systeme  P,  Q;  q'  ist.  Aus  den.  gleichen  Gründen  folgt, 
dass  derselbe  Riss  auch  die  Collineationsachse  der  Systeme  X,  Y; 
xttyt  ist. 

e)  Da  sich  bei  zwei  collinearen  Systemen  überhaupt  diejeni- 
gen Linien  des  einen  Systems,  welche  parallelen  Linien  des  an- 
dern entsprechen ,  auf  der  Gegenachse  des  erstem  schneiden ,  so 
werden  wir  leicht  einsehen,  dass  die  Fluchtlinie  (diejenige  Linie, 
auf  welcher  die  Zusammcnlaufungs-  oder  Fluchtpunkte  aller  Systeme 
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von  Parallelen,  die  .sieb  in  einer  Ebene  befinden,  liegen)  der 
Ebene,  in  welcher  die  collinearen  Figuren  liegen,  nichts  anderen 
ist,  als  die  gemeinsame  Gegenachse  der  Systeme  X,  Y\  x't  y' 
und  P,  Q  ;  p\  q*. 

f)  Sind  die  Systeme  P,  Q  und  X,  V  collinear  und  colli- 
near  liegend,  so  gilt  dasselbe  von  der  Colli neations-  und  Gegen- 
achse der  entsprechenden  Systeme  wie  in  e). 

o)  Aus  der  Beziehung,  die  der  Augenpunkt  zu  einem  Punkte 
im  Räume  und  zu  dessen  Perspektive  hat,  so  wie  auch  aus  dem 
bekannten  Satze  fiber  collinear  liegende  Systeme :  „  dass  die  Linien, 
welche  zwei  entsprechende  Ecken  zweier  collinear  liegenden  Figu- 
ren verbinden,  sich  im  Collineationspunkte  schneiden",  folgt,  dass, 
wenn  die  Ebene  der  collinear  liegenden  Figuren  um  ihren  Riss  in 
die  Tafel  gedreht  ist,  der  Augenpunkt  zum  Collineationspunkt  der 
beiden  Systeme  X,  Y ;  x* ,  y';  sowie  der  Systeme  P,  Q; 
p1 ,  <f  wird. 

A)  Endlich  werden  auch  die  Collineationspunkte  der  Systeme 
A",  F;  P,  Q  und  X,  Y\  x' ,  y* ;  oder  der  Augenpunkt  und  jener 
der  Systeme  x1 ',  y ';  p1 ' ,  o'  auf  einer  einzigen  Geraden  liegen,  etc. 

11.   Wir  haben  in  No.  4.  Gleichung  5)  gefunden,  dass 

+  *  (fH«s— IM)  +  M— rh« 

die  Gleichung  der  Perspektive  einer  Geraden  ist,  deren  Gleichun- 
gen: 

4  I 

sind.   Wir  können  der  Gleichung  1)  auch  die  Form: 

•  (*i  + f*i  h — f*»*i ) — « (n  * ' + f*i )  -I-  i  ( -  yO) 
+f*iy'+(f*«vi— **iv«)*'=o  j 

geben.  Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  <=0,  d.  h.  nehmen  wir 
statt  des  Auges  den  Augenpunkt,  so  erhalten  wir 

y(viP+fh)  +  ^(-n«+r^n-fhva)+r(fhVa--f1«vl)-ft1i<=0.  ...3; 
— «(»ix'+fh)  +  0 (*iy'+r*i*'a-fVi)  +  fhy'+(f«avi-fh v«) =0. ... 4) 

Betrachten  wir  in  der  Gleichung  3)  die  Grossen  u  und  «als  con- 
atant,  d.  h.  denken  wir  uns  den  Augenpunkt  fest,  so  erkennen 
wir  sogleich,  dass  die  Gleichung  3)  die  Polare  des  Augenpunkts 
ausdrückt  Es  ist  daher  die  Perspektive  einer  Geraden  die  Po- 
lare des  festen  Augenpunktes.  Betrachten  wir  aber  in  der  Glei- 
chung 4)  die  Grossen  y',  z'  als  constant,  so  drückt  diese  Glei- 
chung die  Polare  des  Punktes  (y' ,  z')  aus ,  oder  auch : 

Denken  wir  uns  die  Perspektive  irgend  eines  Punktes  im 
Räume  als  fest,  und  den  Augenpunkt  auf  der  durch  die  Gleichung 
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4)i>auaged  rückten  Geraden  beweglich ,  soJist,  diese  gerade  die  Po* 


Iure  der  Perspektive  jenes  Punktes  im  Räume. 

Mittelst  der  Gleichung  3)  kftnnen  wir  auch  die  Aufgabe  lösen : 
„Es  sind  die  Gleichungen  einer  Geraden 

y— H  +  vt* ) 

gegeben,  und  die  Gleichung  •  i  !    i  . 

y=^f+ifi  6) 

ihrer  Perspektive  su  finden."  m         •  • 

Nehmen  wir,  wie  bisher,  u  und  v  als  die  Coordinaten  des  ge- 
suchten Augenpunkts,  so  wird  uns  zu  deren  Bestimmung  die  Iden- 
tificirung  der  Gleichungen  6)  und  3)  führen.  Dadurch  erhalten  wir: 


II    I      '       *  'Ii       !  Ii  ' 


: 


Aus  diesen  finden  wir;  ,  ■  i ,» •  ;  4  ":\ 

r  =  —  — ,  m=  • 

12.  Wenden  wir  die  gefundenen  Beziehungsgleichiin^en 
zwischen  den  räumliches  und  ihren- 1  perspektivischen  Coordinaten 
auf  Curven  und  Flächen  zweiten  Grades  an,  und  zwar  sei  zuerst: 

a*(F-^  +  ^(/-A)*-a*6a=0  .   ....  1) 

die  Gleichang  einer  Ellipse,  deren  Achsen  2a  und  2o,  und  deren 
Mittelpunkts -Coordinaten  g  und  —  f  sind. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Perspektive  des  Punktes  (X,  Y) 
mit  (V,  *'),  so  linden  wir  leidit  nach  Gleichung  1)  und  2)  der 

No.  4.: 

v  v  —  z'  '  '  v  —  z' 

Substituten  wir  diese  Werthe  von  Y — g  und/ — X  in  der  Glei- 
chung ])y  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Perspektive  der  El- 
lipse ^folgende: 

-  ai^rW^  -  aV>*\vz*~äaWgy'        \  =r0....2) 

Diese  Gleichung  drückt  im  •  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  aus, 
Speuialität  von  den  Grosse*  at>b>  ft  etc.  abhängig  ist, 
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  • 

Wir  untersuchen  nun  zuerst ,  ob  der  Mittelpunkt  der  perspek- 
tivischen Curve  2)  zugleich  auch  die  perspektivische  Projektion 
des  Mittelpunkts  der  gegebenen  Ellipse  1)  ist,  und  im  FaR  die- 
ses nicht  statt  findet,  welches  der  geometrische  Ort,  des  Auges 
sein  muss,  damit  der  Mittelpunkt  der  perspektivischen  Curve  zu- 
gleich die  perspektivische  Projektion  des  Mittelpunkts  der  Ellipse 
1)  sei. 

Bezeichnen  wir  mit  v,',  zx'  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
der  perspektivischen  Curve  2) ,  so  ist  bekanntlich : 

,_ahi-(fu  +  gt)(f+t)      ,  _t>{a*-f{f+t)\ 

Sind  y%'  und  z«,'  die  Coordinaten  der  Perspektive  des  Mittelpunkts 
(-  f,  g)  der  Ellipse  1) ,  so  ist  nach  No.  7.  Gleichung  %) :  f 


Diese  Werthe  von  y2'  h'  sind  offenbar  verschieden  von 

jenen  der  Coordinaten  zt' ;  daraus  folgt,  dass  im  Allgemei- 
nen der  Mittelpunkt  der  perspektivischen  Curve  nicht  mit  der 
Projektion  des  Mittelpunkts  der  perspektivisch  projicirten  Curve 
zusammenfielt.  Um  die  Curve  zu  bestimmen,  auf1  welcher  sich 
das  Auge  bewegt,  damit  der  Mittelpunkt  der  perspektivischen 
Curve  mit  jenem  'der  projicirten  zusammenfalle,  setzen  wir  die 
Coordinatenwerthe  von  yx'  und  y*  ,  so  wie  die  von  und  z^',  ein- 
ander gleich,  wodurch  wir: 

<J+tf-a*     -  f^T*  ; 

t>  1  /•(/•+<)— «al 

erhalten.   Aus  diesen  folgt  aber,  dass 


■  i 


ist;  »  und  t>  fallen  aus  der  Gleichung  und  bleiben  also  unbestimmt. 
Diese  letzte  Gleichung  spricht  aber  aus,  dass  der  fraglichen  Be- 
dingung Genüge  geleistet  wird,  wenn  sich  das  Auge  in  einer 
Ebene  befindet,  die  mit  der  Tafel  parallel  ist  und  von  ihr  den 

Abstand  t= n  w*^*  nat.   Jedoch  versteht  es  sich  von  selbst, 

dass  a  >  fVxl  ist. 


i  .•» 


13.  Der  in  der  vorhergehenden  Nummer  gemachten  Unter- 
suchung seh  Ii  rsst  sich ,  der  Natur  der  Sache  gemäss ,  noch  fol- 
gende an:  „  Welches  .ist  der  Ort  des  Auges,  wenn  die  durch  die 
Gleichung  2)  der  vorhergehenden  Nummer  ausgedrückte  Perspek- 
tive der  Ellipse  1)  No.  ß.  wieder  eine  Ellipse  geben  soll,  die  der 
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gegebenen  Ellipse  1)  No.  12.  aanlicb  ist,  jedoch  mit  ihr  nickt 
lieh  liegt?" 

Bezeichnen  wir  mit  a.  and  6,  die  Halbachsen  der  Cuire  2) 
Nr.  12.,  so  muss  bekanntlich: 

i 

■ 

sein,  wo  k  einen  gegebenen  constanten  Coefficieoten  bezeichnet. 
Ferner  finden  wir  leicht: 

°l  ~~ 1  u/^o2-«2}!«^-«^*2^^-«2^2-«^ 


|_  V  ( o^-tt)HAV+02-fl2(»2-*2)  I*— 4«*6»t» 
 2«<6*r»<»  , 

l+VT^^lö2**^^ 

Setzen  wir,  der  Kurze  wegen, 

fl*  (9  -  «)2  +  6*  ( f  +  0* — <**  (ä* —  *f )  =  f4 , 
so  niuss  nach  1) 

.    I  (f+  Qa-  «2 )  ( i4  -  V  iMaW  |  (/•+       q*a . 
*=  2oW  

1  ( /•+<)*  —  q«  I  { f4  4-  V i«^4a»6*r«  |  (/+  —«»II 
*~  2aV»<* 

sein.   Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten  wir: 

«*! *4-  V  s»— 4<i*Wj  (/*+  Ö*^a*i }. 

« 

Ordnen  wir  diese  Gleichong,  so  ist: 

(a*  +  A*)*t>* ((/•+<)*—  a«|  =  0,  ....  2) 

oder  auch: 

(^-(aH*2)*  V  (/+<)2-a2  H  f4  +  (a»+*2)t>  V(/'+f)*-««}  =  0, 
daraus  folgt  aber  auch,  dass: 

t«  +  (a*  +  6*)*  ♦/(/*+  <)»-«a=0, 
Setzen  wir  statt  i4  seinen  obigen  Werth,  so  haben  wir: 
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««(p-tOHÄ1!  (/+0*-«*l+aVM«2+**)t>  V" (/*+  02-«*-ö.  4) 

Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  g—u~ut  f+t~f,  so  erhal- 
ten wir: 

oV*  +  W*+  aV-aJÄH(a2  +  6*)ü  V  ^  -aa=0.  ...  5) 

aV*  +  6*f*  +  aV  -  a*o*  -  (a* + b*)t  V  f  *-  «*=0  6) 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir: 

2aV*  +  2W*  +  2aV- 2iW=0 

oder 

aVa  +  6V2+aV—  «ia6«  =  0  7) 

Durch  Suhtraction  derselben  aber: 

2(a*f  &VV7*^7a=0 

oder 

rVf»-a*=0  8) 

Untersuchen  wir  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen 
7)  and  8)  und  zwar  die  einer  jeden  insbesondere  und  die  beider  in 
\  erbindung. 

Die  erstere  drückt  offenbar  ein  Umdrehungselltpsoid  aus,  des- 
sen Mittelpunktscoordinaten  —  f  und  g  sind;  die  Rotationsachse 
demselben  ist  die  Achse  der  x. 

Aus  der  Gleichung  8)  folgt: 

—  a=0,  t  =  0;  oder  t=a— /,  r=0. 

Aus  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  aber  zugleich  folgt: 

t—a  —  f,  ©=0  und  gzzzu. 

Diese  Werthe  genügen  auch  den  Gleichungen  3)  und  4)  oder  5) 
and  6). 

14.  Bestimmen  wir  schliesslich  noch  die  Perspektive  einer 
Fläche  zweiten  Grades.  Die  Perspektive  einer  krummen  Fläche 
überhaupt  wird  bestimmt  durch  den  Durchschnitt  eines  sie  umhül- 
lenden Kegels,  dessen  Scheitel  das  Auge  ist,  mit  der  Tafel. 

Nehmen  wir  an,  f(x,  y9  z)==0  sei  die  Gleichung  einer  gege- 
benen Fläche,  und  setzen  f{x,yfz)—U=.Q,  so  haben  wir  be- 
kanntlich zur  Bestimmung  des  Umhüllungskegels  die  Gleichungen : 

ü=°>  7^(*-0  +  ^(y-«)+-^(=-*)=ft  ) 

x  —  t  y  —  u    z—v     xx  —  t  yl  — u    zx  —v  f  ^ 

cosa     cos/S^cosy  '    cosa      cos/S  "~  cosy'  / 

Theil  XI.  „9 
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In  diesen  Gleichungen  bezeichnen  a,  ß,  y  die  veränderlichen  Win- 
kel, welche  eine  Erzeugungslinie  respetetive  mit  der  Achse  der  x9 
der  y  und  der  z  bildet,  und  xlt  yt ,  2,  sind  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Beruh rungscurve  des  umhüJlendeo  Kegels  und  der 
gegebenen  Fläche. 

Eliminiren  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Grössen  cosa,  cosß, 
cosv;  xlf  yiy  ij ;  so  gehört  die  resultirende  Gleichung  dem 
Benihrungskeget  der  gegebenen  Fläche  an.  Nehmen  wir  an, 
F(x,y,  t)=0  sei  die  Gleichung,  welche  aus  jener  Elimination  her- 
vorgegangen ist,  also  die  Gleichung  des  Berührungskegels ,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung  .der  Perspektive  der  gegebenen  Fläche, 
wenn  wir  in  der  Gleichung  F(x,  y,  x)=0  die  Abscisse  x  gleich 
Null  setzen,  wodurch  diese  in: 

F(z, y)  =  Q  2) 

- 

übergeht.  Hierbei  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  Ebene 
der  yz  als  Tafel  angenommen  wird,  und  in  der  Gleichung  der  ge- 
gebenen Fläche  und  des  umhüllenden  Kegels  x  negativ  genommen 
werden  muss,  weil  die  Fläche  hinter  der  Tafel,  d.  h.  auf  der  ne- 
gativen Seite  der  x  liegt. 

15.  Den  in  der  vorigen  Nummer  gemachten  Annahmen  zu 
Folge  wird  die  Gleichung  einer  Flache  zweiten  Grades,  die  sich 
auf  der  dem  Auge  entgegengesetzten  Seite  der  Tafel  befindet,  fol- 
gende sein: 

Az*+By*+  Cx*-2A'xy  -  VB'xz+ZCyz 

+  2^*2  +  2B"y-  Wx  +  Z>=0 

und  die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Scheitel  im  Auge  ist,  und 
der  die  Fläche  1)  berührt,  hat  die  Form: 

K*  =  M.N,  2) 

wo,  der  Kürze  wegen: 

Kz=z(Av  +  Cu+B,t+A")z+(Cv+Bu+A,t+B")y  . 

-(B'v+A'u+Ct+C)x+A'v+B"u±Ct+D,  ) 
M= Av*  +  Bte*  +  O*  +  lA'tu  -f  Wto  +  2Cuv  f 

-f  *A"o  +  Wu +26w<  +  Z>,  l  3) 
N=Az*+Bg*  +  Cx*-2A'xg—  2Bxz  \*±Cyz  \ 

+  24*2  +  2J&"y-2C;r  +  D  ' 

gesetzt  wurde. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung2)  x  =  ü  und  für  K%  M,  N  die  aus 
den  Gleichungen  3)  für  diese  Annahme  entspringenden  Werthe, 
so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  Perspektive  der  Fläche  1) 
folgende : 
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X  ( Ax*+By^W'9'i+2A''z  +%iry+D |.J 

In  dieser  Gleichung  wurde  wieder,  wie  früher,  V,  und  z'  statt 
y  und  :  gesetzt  Aus  der  Form  dieser  Gleichung  sehen  wir:  dass 
die  Perspektive  einer  Fläche  zweiten  Grades  eine,  Curve  dessel- 
ben Grades  ist. 

16.  Machen  wir  von  dem  in  den  vorhergehenden  Nummern 
Entwickelten  einige  specielle  Anwendungen^  und  suchen  die  Glei« 
chung  der  Perspektive  eines  dreiachsigen  Ellipsoids,  dessen  Mit- 
telpunkts -  Coordinaten  —f9  g,  Null,  und  dessen  Achsen  2a, 
So,  2c  sind.   Die  grosse  Achse  2a  ist  parallel  mit  der  Achse  der 


x  angenommen. 


Die  Gleichung  dieses  Ellipsoids  ist: 


oder  auch: 

:  ■■  S+«+5-*-5+S+ü-i=o :  ... ., 

Wir/ erhalten  daher,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  ffir  die  Gleichung 
der  Perspektive  dieses  Ellipsoids  folgende: 

\  a*  (» — 9)* + ä*  (/+  f)2  -  oBo*  l  z*— ia*c  (u—g)  yz  ■ 

+  |flV+cJ(/'+«)«- «Vif*  ^ 
1  —  2«'{ofy(tt— ai+AW+O— <W)  /2) 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  »vir  dem  Auge  eine  oder 
mehrere  Lagen  geben  können,  damit  die  Perspektive  2)  des  Ellip- 
soids 1)  ein  Kreis  wird.  Wir  werden  aus  der  Betrachtung  der 
letzten  Gleichung  leicht  erkennen,  dass  diese  nur  alsdann  einen 
Kreis  ausdrücken  kann,  wenn  folgende  zwei  Bedingungsgleichun- 
gen erfüllt  werden: 

u-g  =  0  .3) 

a»  («  -  g)*  +  *»(/•+  0*  -      = <*W + c*  (/"+  0*  -  a*c*. .  . .  4) 

Reduciren  wir  die  letzte  dieser  Gleichungen  auf  Null  und  benutzen 
dabei  die  Gleichung  3),  so  erhalten  wir: 

Aus  dieser  und  der  Gleichung  3)  erkennen  wir,  dass  die  Per- 
spektive 2)  des  Ellipsoids  1)  in  einen  Kreis  degenerirt,  wenn  sich 


9* 
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das  Auge  auf  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  befindet,  deren  Ebene 

durch  die  grosse  Achse  2a  des  gegebenen  Ellipsoids  geht  und  die 
dabei  senkrecht  auf  der  Tafel  steht. 

Eine  Ellipse  ist  die  Ortscurve  5},  wenn  c>6  und  a>/*ist 
Eine  Hyperbel  hingegen  «)  wenn  c<0  und  a</*;  •  ß)  wenn  c<6 
und  a>  f  ist.   Ist  die  Curve  5)  eine  Ellipse,  so  sind  deren  Achsen 

^'^^  und  iV7=fi. 

Ist  die  Cinre  hingegen  eine  Hyperbel,  so  ist  im  Fall  tx)  die 
reelle  Achse  =2V  a^,  und  die  imaginäre  — — -  

o  V  VA*  c*)  (  f1  —  «*) 

und  im  Fall  0)  ist  die  reelle  Achse  ==-^  ^  und 

die  imaginäre  =  2V~ — (/**  —  a2). 

Die  Gleichung  des  Kreises,  welchen  die  Perspektive  des  El- 
lipsoids  1)  darstellt,  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  Gleichung  2) 
u  —  gz=0  setzen.   Alsdann  wird  sie  zu: 

*  2r  (/HO2-«2  1  TwjMT 

,      r*laV+6VW»6*)  +  c* \9*(f-t)*-b*l*\ 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  sind  aber: 
_ylc«iy+l)«--^|-f irV»t     _   f(f+1)  —  <i* 

Betrachten  wir  q  und  r  als  veränderlich  und  eliminiren  v  und 
J  aus  diesen  Gleichungen,  so  drückt  die  resultirende  Gleichung 
den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise  aus,  welche  durch  die  Glei- 
chung t>)  dargestellt  sind,  d.  h.  der  Kreise,  welche  die  Perspek- 
tiven des  Ellinsoids  1)  darstellen,  wenn  sich  das  Auge  auf  der 
Ortscurve  5)  bewegt.   Weil  aber  aus  3)  und  4) 

c*  I  (f  +  0 2  — .  a*  \  +  a2  c2  =  6*  ( (/*+  <)2  -  a2 ) , 

so  wird  und  r  bleibt  unbestimmt.    Daraus  folgt,  dass  der 

Ort  der  Mittelpunkte  aller  perspektivischen  Kreise,  welche  bei 
der  Bewegung  des  Auges  auf  der  Curve  5>)  erzeugt  werden,  eine 
Gerade  ist,  deren  Fusspunkt  im  Durchschnitte  der  Achse  26  des 
gegebenen  Ellipsoids  1)  mit  der  Basis  liegt  und  die  auf  letzterer 
senkrecht  steht. 


6) 
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XIV. 


Beitrag  zur  analytischen  Geometrie. 


Herrn  Professor  Doctor  H.  Bruun 

zu  Odessa. 


$.  I.  In  allen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  ver- 
misse ich  einen  Lehrsatz,  der  mir,  in  Beziehung  auf  die  Bestim- 
mune der  Linien  zweiter  Ordnung  durch  gegebene  üunkte,  von 
Wichtigkeit  zu  sein  scheint.  —  Nur  ein  besonderer  Fall  desselben, 
der  Gleichung  dieser  Linien  bezogen  auf  ihre  conjugirten  Durch- 
messer entsprechend,  wird  gewöhnlich  und  auch  dieser  unvoll- 
ständig abgehandelt. 

Der  allgemeine  Lehrsatz  ist  folgender:  >.  , 

Ein  Punkt  (x1,  y')  liegt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Linie 
»weiter  Ordnung 


achse  parallelen  Durchmesser  conjugirt  ist,  die  Hyperbel 
schneidet,  je  nachdem: 


Von  dem 


tfi+VBx'y'  +  Cz'*+2Dy'+2Ex'  +  F^O  iät; 


6)  wenn  dagegen  dieser  Durchmesser  die  Hyperbel  nicht 
schneidet,  je  nachdem : 


yH2^y+Cr^+2Z>y+2AV-f F^O  ist. 


Beweis.   Es  sei 


tu 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden ,  so  ist  diese  eine  Tangente 
der  Linie  (1),  wenn  folgende  Bedingungsgleichung  Statt  findet: 

(B*—  C)  b*  +  2  (£ — BD)  ab  +  (D* — F)  a» 
+ 2  (BE— CD)  6+2  (DE— BF)  a  +  £■»—  CF  =  0, 

oder  wenn: 

«6*  +  2ßab+ya*  +  2M  +  2fa  +  <j>  =  0  (3) 

isU  nachdem  man  der  Kürae  halber 

B*-C=a,  E—BD=ß,  D*-F=y,  BE—CD=i, 

,    DE—BF—t,  E*-CF=9  (4) 

gesetzt  hat. 

Woraus  umgekehrt  durch  leichte  Umformungen  sich  folgende 
Gleichungen  ergeben: 


n  at — ßd    ^  3*-^cHp   fie~f6 


(5) 


»  « 


Geht  nun  die  Gerade  (2)  durch  den  Punkt  (x',  y),  so  ist 
b^  —  ax'-\-y  und  es  verwandelt  sich  (3)  in 

a*(ax'*-2ßx  +  y)  -  2ö(cury  -  ßy'  +  dV~?) 

+«ya+2oy+g>=o. 

*      •      •      •  ■  >     •  > 

Wir  erhalten  somit  reelle  oder  imaginäre  Werthe  ftir  a;  durch 
(x\  f/)  sind  Tangenten  möglich  oder*  nicht;  (x' y  y)  liegt  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  Linie  zweiter  Ordnung;  je  nachdem: 

(o*y  -  ßy- + Sxf-  *>- («ya + 2ay + & 

>C(ax^  -  2ßx  +  y)^0  ist ; 

oder  entwickelt»  je -tuendem: 

(ß*  -  «y;   -  2  («£  -  /sa>  *y + (**  -  a9) 

+  2  (0£  ^-  y%'_2(aWj^r'+€*-y9>0  ist ; 
endlich,  wegen  der  Gleichungen  (5),  je  nachdem: 


i:  i 


iP-wW+W*j+C&+%l#+%E4+  F)>0  ist. 

1.  Für  die  Ellipse  und  Parabel  ist  aber  ß*  —  ay  immer  >0; 
somit  (afyy)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem: 

i  I  i  *  <  i 

y  »  +  IBx'y*  +  Gr*  +  Wy  +  2£*  '+  F  ^  0  ist. 
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2.  För  die  Hyperbel  ist  ß*— «y>0,  wenn  tlie  Hyperbel  die 
Gerade  y  -f  Bx  +  />=0  schneidet;  und  dann  liegt  ausser- 
halb oder  iunerhalb,  je  nachdem: 

+  2Äty  +  Gr'2  +  2%'  +  2AV  +  b  ^  0  ist 

Sehneidet  aber  die  Hyperbel  die  Gerade  y  -f-  /fa  -f  D  =  0  nicht, 
so  Lest  0*z — <7<0,  und  dann  findet  der  umgekehrte  Fall  Statt. 


j.  2.  Zweiter  Beweis.  Die  Linie  J.  1.  (I),  q>(x,y)~ 0, 
theilt  die  Ebene  in  zwei  Theile,so  dass  für  alle  Punkte  des  einen 
Tbeils  9>C?,y)<0,  für  alle  Punkte  des  andern  q>(x,y)^0  ist.» 

Mit  Hülfe  dieses  leicht  zu  erweisenden  Satzes  erhalten  wir 
tilgenden  einfachen  ßeweis. 

Es  sei  y=ax  die  Gleichung  einer  durch  den  'Anfangspunkt 
gebenden  geraden  Linie,  so  ist  diese  eine  Tangente,  wenn 

« 

ya2  +  2ea  +  <p  =  0  ist. 

Wir  erhalten  somit  reelle  oder  imaginäre  Werthe  für  a,  d.  h. 
der  Anfangspunkt  liegt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Linie  zwei- 
ter Ordnung,  je  nachdem 

ist,  d.  h.  je  nachdem 

ist,  somit  auch  jeder  andere  Punkt  (x,  if)  ausserhalb  oder  inner- 
halb, je  nachdem 

(ß*-ay)(y'*  +  Wxy+CxV  +  Wy'+2Ex'+F)^Q  ist. 

{.  3.  Es  ergeben  sich  nun  auch  die  folgenden  besonderen 
Fäll«:  * 

1.  Es  sei  (Pt/1  -f  b*x%  —  a*b%  =  0  die  Gleichung  einer  Ellipse, 
bezogen  auf  conjugirte  Durchmesser,  oder  a2y24:2o62ar  +  62x2=0 
die  Gleichung  derselben,  bezogen  auf  einen  Durchmesser  und  die 
Tangente  im  Scheitelt  so  liegt  ein  Punkt  (x ,  ausserhalb  oder 
innerhalb,  je  nachdem  im  ersten  Falle 

*ty*  +  P*"-aW^0  ist; 

im  zweiten  Falle: 

oV±2«^'  +  6V^0  ist. 
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2.  Es  sei  y*  +  2»x=r0  die  Gleichung  einer  Parabel,  so  liegt 
(sc ,  y')  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem 

y'*+2px'Zo  ist. 

3.  Es  sei  a2//  —  ?>2x*  +  aH2=zQ  die  Gleichung  einer  Hyper- 
bel, bezogen  auf  ihre  conjugirten  Durchmesser,  oder  n2va-f  2*A*r' 
—  b2x2=8  die  Gleichung  derselben,  bezogen  auf  einen  Durchmes- 
ser und  die  Tangente  im  Scheitel  (wo  in  beiden  Fällen  der  zur 
Abscissenachse  genommene  Durchmesser  die  Curve  schneidet),  so 
liegt  ein  Punkt  (x,  y)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem  im 
ersten  Falle: 

a^—ftv^ fl202>o  ist, 

■ 

im  zweiten  Falle: 

oV^ffAV-oV^O  ist. 

4.  Es  sei  <Px2— -aV>*=:0  die  Gleichung  einer  Hyper- 
bel bezogen  auf  conjugirte  Durchmesser ;  oder  ö2y2  —  u2x2  —  2a*o x 
— 2a262  =  0  die  (Jleichung  derselben  bezogen  auf  einen  Durch- 
messer und  auf  eine  durch  den  Scheitel  dieses  Durchmessers 
dem  conjugirten  Durchmesser  parallel  laufende  Gerade  (wo  in 
beiden  Fällen  der  zur  Abscissenachse  genommene  Durchmesser 
die  Curve  nicht  schneidet),  so  liegt  ein  Punkt  (x,  y)  ausserhalb 
oder  innerhalb,  je  nachdem  im  ersten  Falle 

b*y'*-a2x2-a2b2<ti  ist, 

im  zweiten  Falle 

0*y'*-ra*x*~2a*bx'-2<iW$0  ist  , 

^     i  .  •  I 

Anmerkung.  Alle  diese  besoudern  Fälle  lassen  sich  ein- 
zeln, selbst  ohne  Anwendung  der  Tangentengleichung  beweisen, 
und  dann  erhalten  wir  leicht  durch  Verwandlung  der  Coordiuaten 
einen  dritten  indirecten  Beweis  des  allgemeinen  Lehrsatzes. 

§.  4.  Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  die  CoelBcienten 
von  y2  und  x2  =  0  siud,  d.  h.  wenn  sie  eine  Hyperbel  vorstellt, 
deren  Asymptoten  den  Coordioatenachsen  parallel  sind,  und  also 
auf  die  Form 

xy  +  Dy  +  Ex  +  F=0 

gebracht  werden  kann,  so  ist  es  nothig,  die  Untersuchung  von 
neuem  anzustellen.  Es  ergiebt  sich  dann  leicht,  dass  ein  Punkt 
(x*,  y')  ausserhalb  oder  innerhalb  liegt,  je  nachdem 

(F—  ED)  (* V  +  Dtf  +  Ex'  +  F)  ^  0  ist. 

Ist  also: 

xy  +  F=0 
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die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  ihr«  Asymptoten,  so 
lirgt  ein  Punkt  (if ,  tf)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem 

F(*y  +  F)>0  ist. 

Liegt  die  Hyperbel  im  ersten  und  dritten  der  von  den  Asymptoten 
gebildeten  Seneitelwinkel ,  so  ist  F  eine  negative  Grosse,  somit 
(j,  y)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem  4 

*y  +  *^0  ist. 

Lietrt  die  Hyperbel  im  zweiten  und  vierten  der  von  den  Asympto- 
ten gebildeten  Scheitelwinkel,  so  ist  F  eine  positive  Grösse  und 
(x\  y)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem 

•  * 

^y  +  Fjout. 


1.5.  Anwendung  des  Lehrsatzes  §.  1.  auf  eine  be- 
sondere Aufgabe. 

Aufgabe.  In  einer  Ebene  sind  fünf  Punkte  gegeben,  von 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  —  Die  Art  der  Linie 
zweiter  Ordnung  zu  bestimmen,  welche  durch  die  fünf  Punkte  be- 
schriehen werden  kann. 

Wir  können  bekannter  Maassen 

■ 

y2  +  *Bxy  +  Cr*  +  Wy + 2Ex  +  F=0 

als  die  Gleichung  aller  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
Tier  gegebene  Punkte  gehen,  betrachten,  wenn  wir  C,  D,  E,  F 
constant,  B  allein  veränderlich  annehmen. 

Wir  erhalten  somit  für  diejenige  Linie  zweiter  Ordnung,  welche 
Doch  durch  den  fünften  Punkt  (x ty)  geht,  zur  Bestimmung  von  B 
die  Gleichung : 

B-  • 

Es  ist  also  auch : 

a=B*- c=  4?yr—  -2— 

I 

Die  verlangte  Curve  ist  somit  eine  Ellipse,  'Hyperbel  oder  Para- 
bel, je  nachdem  der  Zähler  dieses  Ausdrucks  <  oder  >  oder  =0  ist. 

Wir  erhalten  insbesondere  als  Gleichungen  der  beiden  durch 
die  vier  ersten  Punkte  gehenden  Parabeln : 


13S 

n  der  1.  y»  +  2*'Gry  +  Cr*+2/>y f  x=0, 

l)er  Punkt  y)  liegt  somit  ausserhalb,  innerhalb  oder  auf  der 
ersten  Parabel,  je  nachdem 

y*  +  2vCxy  -f  Cx*  +  2Zty' + 2J&*'  +  F <0  ist ; 
ausserhalb,  innerhalb  oder  auf  der  zweiten  Parabel,  je  nachdem 

y»-  2VC*y  +  +2£r'  +  F<0  ist. 

Es  Hegt  also  endlich  (.r,  y) 

1)  ausserhalb  beider  Parabeln  oder  innerhalb  beider,  wenn: 

(y1  +  Cr*  +  2      +  2&r'  +  F)a  -  4r  Y»  C>  0 

und  dann  «>0; 

2)  (,x,ly)  ausserhalb  der  einen,  innerhalb  der  andern  Para- 
bel, wenn 

(y*+  Cir*+2Z>y'  +2£j;'+  F)*  -  *r'  yC<0 

* 

und  dann  c*  <0; 

•IT«  1  - 

3)  (^»  y)  au^  einer  der  Parabeln,  wenn 

(y»  +  Cr» + 2%'  +  2£*'  +  V*^=0 

und  dann  «  =  0. 

» 

Somit  erhalten  wir  folgende  Auflösung. 

Unter  den  fünf  Punkten  lassen  sich  immer  vier  auswählen, 
von  denen  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten 
Dreiecks  liegt.  —  Es  sei  dieses  geschehen  und  man  beschreibe 
durch  solche  vier  Punkte  zwei  Parabeln,  was  immer  möglich  jsf 
(siebe  den  folgenden  Paragraphen). 

Liegt  nun  der  fünfte  Punkt  in  einer  dieser  Parabeln  selbst, 
so  ist  diese  Parabel  die  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  sich  durch 
alle  fünf  Punkte  beschreiben  lässt  Liegt  der  Punkt  innerhalb 
beider  Parabeln  oder  ausserhalb  beider,  so  ist  die  Linie  zweiter 
Ordnung  eine  Hyperbel.  Ist  er  dagegen  innerhalb  der  einen,  und 
ausserhalb  der  andern  befindlich,  so  hegt  er  mit  den  vier  übrigen 
in  einer  Ellipse.  ! 

§.  6.  Das  I.  Capitet  des  III.  Abschnitts  im  Barycentri- 
schen  Calcül  von  Moeb'ms  (Bestimmung  eines  Kegel- 
schnitts .durch  aeceuene,  Punkte)  enthält  ausser  dieser  Auf- 
gabe noch  efnen  Lehrsatz.  Der  Vollständigkeit  halber  gebe  icn 
hier  auch  einen  rein  analytischen  Beweis  desselben,  obgleich  er 
vom  Lehrsatze  §.  1.  unabhängig  ist  i ..  .  *  '    ,  .... 
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Lehrsatz.  Haben  vier  Punkte  in  einer  Ebene  eine«  solche 
Lage  gegen  einander,  das«  jeder  derselben  ausserhalb  des  Drei- 
ecks, welches  die  drei  andern  bilden,  befindlich  ist,  so  lassen 
sich  durch  sie  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  und  zwei  verschie- 
dene Parabeln  beschreiben. 

■  » 

Liegt  aber  einer  der  vier  Punkte  innerhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks,  so  können  durch  sie  weder  Ellipsen 
noch  Parabeln,  sondern  bloss  Hyperbeln  geführt  werden. 

Beweis.  Es  sei  :  v. 

y*+1Bxy  +  Gr*  +  2Zty  +  2£*  +  F=0 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Linie  zweiter  Ordnung.  Die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  O=0,  0;  des  Punkte»  Mz=zn,  0;  des  Punk- 
tes iV=ü,6.  OM  die  Axe  der  x,  und  zwar  der  positive  Theil 
derselben,   ebenso  Off  der  positive  Theil  der  Achse  der  y,  so 

crhilt  man  (wegen  folgender  Bedingungsgleichungen  F=0,  E= — kp 

D=— |)  als  Gleichung  einer  durch  die  drei  Punkte  O,  M,  N 

beschriebenen  Linie  zweiter  Ordnung: 

■ 

yr  +  2Bxg  + Cx2-  by  —  Cax=:0. 

Soll  nun  die  Linie  zweiter  Ordnung  noch  durch  den  Punkt  P[x',i/) 
gehen,  so  erhalten  wir  folgende  Bedingungsgleichung: 

y»  +  +  Cr'*— by  —  Gu:'  =  0 

oder 

weon  wir         fea  setzen.  Endlich 

*  lf  (*'-g)2  + 

l>aher  reelle  Werthe  Air  ß,  wenn  Af-f  «>0,  wenn  wir  der 
Kürze  halber 

setzen. 

Liegt  der  Punkt  J>  im  Winkel  NOP  oder  in  seinem  Scheitel- 
winkel, so  ist  ^7>0;  Hegt  er  ausserhalb  dieser  Winkel,  so  ist 

Liegt  der  Punkt  P  links  von  NM  (deren  Gleichung  ay  +  bx 
-l>a=8  ist),  so  ist 


ct. 
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ay+baf— 6a  <0; 

k  *  4 

liegt  er  recht«,  so  ist 

ay  +bx—  6a>0., 

Bezeichnen  wir  nun  (wie  in  Taf.  III.  Fig.  2.)  die  sieben  Tbeile 
der  Ebene,  in  welche  sie  durch  OM,  ON,  NM  und  ihre  Ver- 
längerungen getheilt  wird,  durch  L,  II...... VII.,  so  ergiebt  sieb, 


1 


1)  wenn  P  in  I.  oder  11.  liegt,  |>>0 

und  ay-f  6a:' — »6a  <0  is 

2)  wenn  P  in  III.  oder  IV.  liegt,  ^  <0  j 

und  «y + bx  —  6a  >  0  ist) 

3)  wenn  Pin  V.  oder  VI.  liegt,  ^,<0 

a/  ;f  bx' — 6a  <0  ist 

is] 


also  M  <0  ist 


also  M<0  ist 


4)  wenn  P  in  VII.  liegt,  ^>0 

ay  +  6jr'-6a>0 


also  M>0  ist 


also  üf>Ü  ist 


Liegt  also  P  in  I.,  II.,  III.,  IV.,  so  erhält  man  nur  reelle 
Werthe  für  B,  wenn  <r>0(>  —  ist),  d.  h.  durch  die  vier 
Punkte  lassen  sich  nur  Hyperbeln  legen. 

Liegt  P  in  V.,  VI.,  VII.,  so  eiebt  es  Werthe  von  «<0, 

mn 


=  0,  >Ö,  für  die  B  reell  ist,  d.  h.  durch  die  vier  Punkte  lassen 
sich  sowohl  Ellipsen,  als  Parabeln  und  Hyperbeln  legen. 

Ist  a=0,  so  erhält  B  zwei  bestimmte  Werthe  ±VN. 
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Beschreibung  einiger  zu  experimenta- 
len  Darstellungen  bei  öffentlichen  Vor- 
trägen bestimmter  Apparate.  Ton  JT. 
€3.  Crahay,  Mitglied  der  Akademie 
der  Wissenschaften  etc.  zu  Brüssel* 

Uebersetzt  aus  den 

„Balletins  de  l'academie  royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgique.    Tome  XIV. 

1"  Partie.  Bruxelles.  1847." 

▼on 

Herrn  W.  Kuhse, 

Candidaten  de«  hüherea  SrhularoU  zu  Greifawald. 


leb  glaube  denScbulen  einen  Dienst  zu  leisten,  wenn  ich  die- 
jenigen Apparate  zur  öffentlichen  Kenntniss  bringe,  welche  ich 
für  (las  Rabinet  der  katholischen  Universität  habe  anfertigen  las- 
sen und  die  sich  mir  bei  wiederholtem  Gebrauche  als  uützlich  be- 
wiesen haben. 

Der  erste  hat  den  Zweck,  die  Richtigkeit  der  in  der  Theorie 
des  Hebels  aufgestellten  Hauptpunkte  zu  bestätige«,  als  dasind: 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  für  die  drei  Arten  der  Hebel; 
das  Verhältnis  zwischen  den  Intensitäten  der  Kräfte  und  der 
Länge  der  Hebelsarme  ftir  jede  Art;  das  Willkürliche  in  der 
Form  der  Anne,  indem  das  Gleichgewicht  nur  von  deren  in  der 
geradlinigen  Entfernung  des  Unterstützungspunktes  des  Hebels 
von  dem  Angriffspunkte  der  Kraft  gemessenen  Länge  abhängig 
ist;  endlich  der  Einfluss  auf  das  statische  Moment  der  Kraft, 
welchen  die  Richtung  derselben  in  Rücksicht  auf  den  Hebelsarm 
ausübt. 

Der  Apparat  ist  im  Aufriss  und  im  Grundriss  in  den  Figuren 
Taf.  III.  Fig.  3.  und  Fig.  4  nach  dem  Maassstabe  von  $  der  wirklichen 
Grosse  dargestellt.  Der  Hebel  AB,  von  Stahl,  hat  80  Centimeter 


Digitized  by  Google 


142 


Lange  bei  einer  Breite  von  3  und  einer  Dicke  von  1  Centiraeter. 
Seine  Unterstützung,  in  der  Mitte  der  Länge  in  C  angebracht« 
besteht  in  einer  horizontalen  mit  dem  Hebel  verbundenen  Axe, 
welche  sich  an  ihren  Enden  durch  Kegel  von  gehärtetein  Stahle 
verlängert;  die  Spitzen  dieser  Kegel  passen  in  konische  Vertie- 
fungen, welche  an  den  Enden  von  zwei  eine  angemessene  Annähe- 
rung zulassenden  Schrauben  ausgebohrt  sind.  Der  Hebel  bewegt 
sich  neben  einer  oben  auf  der  Säule  E  in  einem  Würfel  gemach- 
ten rechtwinkligen  Höhlung  vorbei;  in  die  beiden  massiven  Seiten 
dieses  Würfels  sind  die  Schraubenmuttern  für  die  die  Axe  tragen- 
den Schrauben  geschnitten ;  die  eine  der  Schrauben  ist  mit  einem 
Knopfe  versehen,  der  sich  atif  der  vorderen  Seite  des  Apparates 
zeigt.  _  . 

Der  Arm  CB  des  Hebels  ist  gerade;  die  Seitenflächen  sind 
«hen  um!  unten  parallel  unter  sich  abgedacht;  die  Richtung  ,  der 
oberen  Abdachung  gebt  durch  den  Mittelpunkt  der  Axe  C.  Die- 
ser Arm  ist  in  iö  auf  der  Vorderseite  bezeichnete  gleiche  TheUe 
tretheil t;  einem  jeden  Theiluogsponkte  enjtspricht  ein  leichter 
Einschnitt  .auf  der  Kante  der  beiden  Abdachungen;  sie  dieneu  als 
Aefhängungspunkte  der  die  Stelle  der  Kräfte  vertretenden  Gewichte. 

Der  Hebelsarm  AC  ist  zusammengekrümmt;  sein  Schnitt  ist 
rechtwinklig,  aber  seine  Länge,  von  dem  Unterstützungspunkte  C 
bis  zu  einem  in  A  befindlichen  Stifte,  ist  genau  dieselbe,  wie  die 
des  Armes  CB;  dieser  Stift,  von  cylindrischer  Form,  geht  hori- 
zontal und  senkrecht  durch  den  Hebel,  und  ist  in  der  Verlänge- 
rung der  durch  die  obere  Abdachung  des  Armes  CB  und  durch 
die  Axe  C  hindurchgehenden  geraden  Linie  darin  befestigt.  Er 
dient  als  unveränderlicher  Aufljängungspunkt  des  Gewichtes  P, 
welches  man  hier  mit  Hülfe  eines  doppelten  Hakens  auf  die  Weise 
anbringt,  wie  die  Wageschalen  mit  den  Wragelialken  häutig  ver- 
bunden sind.  Das  hintere  Ende  des  Stiftes  A  läuft  in  eine  Spitze 
aus,  welche  in  der  Gleichgewichtslage  des  Hebels  sich  einer  an- 
deren oben  an  der  Säule  I)  befestigten  Spitze  u  gegeuüber  befin- 
den m u ss.  ;  ' 

Der  Schwerpunkt  des  Hebels  liegt  ein  wenig  tiefer,  als  die 
Axe,  welche  ihm  zur  Unterstützung  dient,  so  dass  er  durch  sich 
selbst  das  Bestreben  hat,  sich  horizontal  zu  stellen. 

Der  Ann  CB  erstreckt  sich  ungefähr  lmm  über  den  zehnten 
Theilstrich  hinaus,  dessen  Entfernung  vom  UnterstÜtzungspunkte 
C  derjenigen  genau  gleich  ist,  um  welche  die  Axe  A  von  demsej* 
ben  Punkte  entfernt  ist.  Dieser  Arm  wird  durch  eine  Schraube 
verlängert,  auf  welcher  eine  kleine  kupferne  Scheibe  beweglich 
ist,  die  den  Zweck  hat,  die  horizontale  Lage  des  Hebels  zu  regu- 
liren ,  wenn  er  mit  keinem  Gewichte  belastet  ist. 

Das  Gewicht  Q,  welches  die  eine  Kraft  vorstellt,  hängt  an 
dem  Arme  CB  mittels  eines  Bügels  F,  dessen  innere  als  eine 
Schneide  gearbeitete  Krümmung  »mau  in  die  Einschnitte  der  obe- 
ren abgedachten  Fläche  eingreift.  Die  Taf.  HI.  Fig.  3. ;  stellt 
diesen  Bügel  und  den  Hebet,  an  welchen  er  sich  genau  anlegt, 
in  der  wirklichen  Grösse  und  in  einer  auf  der  Länge  des  fjebels 
senkrechten  Ebene  dar;  der  seitliche  Ausschnitt  bc  hat  eine  hin- 
längliche Breite,  um  ifber  die  die  Verlängerung  des  Hebels  bit- 
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dendo  Schraube  gehen  so  können,  wenn  der  Hügel  vom  Arme 
entfernt  werden  muss.  '■«•»•'' 

't    •  i: 

Die  Massen  P  und  Q  sind  eine  jede  aus  10  Messin^s«: Rei- 
ben von  50  Grammen  Gewicht  zusammengesetzt;  im  Mittelpunkte 
der  uuteren  Scheibe  und  senkrecht  auf  ihrer  Ebene  ist  ein  Stiel 
befestigt,  auf  welchem  die  anderen  Scheiben  mittels  Lücher,  die 
im  Verlauf  ihrer  Axe  durch  sie  hindurchgehen,  aufgereiht  sind; 
ausserdem  sind  sie  vom  Mittelpunkte  nach  dem  Umfange  hin  ge« 
spalten,  um  leicht  hingelegt  uud  wieder  weggenommen  werden  zu 
können.  Kücksichtüch  der  Masse  Q  musste  man  in  dem  Gewichte 
der  unteren  Scheibe  auch  das  Gewicht  des  Bügels  /  und  des 
Aufhängefadeus  aus  dem  Grunde  vereinigen,  weil  dieser  Bügel 
seine  Lage  auf  dem  Hebelsarm  verändert;  dagegen  ist  der  dop- 
pelte Haken,  welcher  zum  Aufhangen  der  Masse  P  dient,  und 
ebenso  die  Schnur,  immer  als  zum  Stifte  A  des  Hebels  gehörig, 
und  folglich  als  ein  Theil  desselben  anzusehen.  Die  Masse  P  ist 
zugleich  bestimmt,  als  Kraft  an  dem  Arme  CB  zu  dienen,  und 
kann  aus  ihrer  Schnur  ausgehakt  werden;  die  Masse  Q  ist  un- 
veränderlich mit  der  ihrigen  verbunden. 

•9  *  *  •  •  9 

Die  Lineale  HG  und  JK,  von  Messing  oder  von  Holz,  wer* 
den  an  die  hinteren  Flächen  der  Würfel,  welche  die  Säulen  £  und 
I)  uberragen,  mittels  cviindrischer  Zapfen  befestigt,  welche  pa- 
rallel und  beziehungsweise  mit  der  Unterstützungsaxe  C  des  He- 
bels und  mit  der  Axe  der  kegelförmigen  Spitze  a  concentrisch 
eind.  Sie  können  sich  um  diese  Zapfen  drehen  und  dabei  mit 
mehr  oder  weniger  Reibung  mittels  der  Schraubenmuttern  L  und 
M  festgestellt  werden.  Die  Mittelpunkte  der  kreisförmigen  Löcher, 
durch  welche  die  Zapfen  hindurchgehen,  liegen  in  den  geraden 
Linien,  welche  die  eine  der  Seiten  jedes  Lineals  bilden.  V  ist 
eine  winkelrecht  auf  das  grosse  Lineal  aufgeschobene  kleine 
Kleiunie,  welche  in  verschiedenen  Entfernungen  von  dessen  Mit- 
telpunkte mitteis  einer  Pressschraube  auf  demselben  befestigt  wer- 
den kann,  die  in  eine  das  grosse  Lineal  durchlaufende  Rille  ein- 
greift. Der  Zweck  dieser  Klemme  ist,  das  Lineal  HG  senkrecht 
auf  JK  stellen  zu  helfen.  Dieses  letztere  dient  dazu,  die  Kraft 
P  unter  einem  mit  der  Geraden  AC  des  Hebels  gegebenen  Win- 
kel wirken  zu  lassen;  zu  dem  Ende  stellt  man  das  Lineal  unter  - 
diesem  Winkel  fest  und  lässt  die  Schnur,  welche  die  Masse  P 
trägt,  Aber  die  Leitungsrolle  O  gehen.  Der  Halter  dieser  Rolle 
ist  am  Lineale  mittels  eines  Zapfens  R  angebracht,  um  welchen 
er  sich  in  einer  angemessenen  Weite  drehen  kann,  damit  die 
Schmu*  parallel  gerichtet  werden  könne  der  Seite  des  Lineals, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  a  geht,  mag  nun  die  Kraft  nach 
der  Anssenseite  hin  übertragen  sein,  wie  es  die  Figur  zeigt,  oder 
nach  innen  hin  abgelenkt  werden ;  desshalb  ist  der  Halter  auf  der 
Hinterseite  mit  einem  Stifte  versehen,  welcher  durch  einen  Aus- 
schnitt im  Lineale  hindurchgeht;  die  Länge  dieses  Ausschnittes 
bestimmt  die  Sussersten  Lagen  der  Holte.  Beide  Lineale  HG  und 
JK  sind  von  ihren  Drebungsmittelpunkten  aus  in  eben  solche 
gleiche  Theile  getheilt,  wie  dfer  Arm  ÜB  des  Hebels. 

Ein  prismatischer  Stab  F,  von  Metall  oder  von  Holz,  geht 
durch  den  Würfel  oben  auf  der  Säule  S,  welche  die  Säule  Et 
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mit  der  sie  eio  Games  bildet,  überragt   Eine  Preisschraube  T 

dient  dazu,  den  Stab  festzustellen.  An  seinem  Endpunkte  ha  mit 
an  einem  Doppelhaken  eine  Leitungsrolle  U;  die  Schnur,  welche 
sie  umgiebt,  trägt  an  der  einen  Seite  einen  Bügel,  ähnlich  dem 
bei  h\  aber  verkehrt;  er  ist  bestimmt,  den  Arm  CB  aufzuheben, 
wenn  dieser  als  Hebel  der  zweiten  oder  dritten  Art  gelten  soll; 
das  andere  Ende  der  Schnur  trfigt  die  Masse  W,  welche  als  Ge- 
gengewicht des  Bügels  *  V  dient ,  sowie  eine  Schleife  zur  Auf- 
nahme des  Hakens  des  Gewichtes  P.  Die  vertikale  Lage  des 
Bügels  V  oberhalb  des  Theilstnches ,  wo  man  ihn  zum  Aufheben 
des  Armes  CB  haben  will,  wird  erhalten,  indem  man  den  ent- 
sprechenden, auf  dem  Stabe  Y  verzeichneten  Theilstrich  mit  der 
Mitte  einer  kleinen  in  dem  Würfel  gemachten  Oeffnung  V  zusam- 
menfallend macht 

Fügen  wir  ein  Wort  über  die  Art  und  Weise  hinzu,  wie  man 
von  dieser  Maschine  Gebrauch  macht.  Das  Gleichgewicht  des 
Hebels  wird  durch  seine  horizontale  Lage  und  durch  das  Zusam- 
menfallen der  Spitze  des  Stiftes  A  mit  aer  festen  Spitze  a  ange- 
zeigt, wie  ich  nies  weiter  oben  gesagt  habe.  Die  Gleichheit  Jer 
Arme  CA ,  CB  ergiebt  sich  mittels  der  kleinen  Klemme  N,  welche 
weuir  sie  bei  dem  zehnten  Theilstrlche  des  Stabes  CH  befes- 
tigt ist,  allmälig  mit  dem  Stifte  A  und  mit  dem  zehnten  Theil- 
strtche  des  Armes  CB  zur  Deckung  gebracht  wird.  Wenn  nun 
die  Massen  Q  und  P  gleich  sind,  und  die  eine  bei  diesem  letzten 
Theilstriche,  die  andere  bei  dem  Stifte  A  aufgehängt  ist,  so  hal- 
ten sie  sich  das  Gleichgewicht;  daraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Krümmung  des  Armes  CA  ohne  Einfluss  ist  auf  das  statische  Mo- 
ment der  in  A  parallel  mit  der  Richtung  der  Kraft  Q  wirkenden 
Kraft  P. 

Indem  man  ferner  nach  und  nach  die  Kraft  Q  nach  den  ver- 
schiedenen Theilstrichen  des  Armes  CB  versetzt  und  zu  gleicher 
Zeit  den  Werth  der  Masse  P  abändert,  erweist  man,  dass  die 
Intensitäten  der  Kräfte  P  und  Q  mit  ihren  respectiven  Hebels- 
armen im  umgekehrten  Verhältnisse  stehen. 

Um  zu  beweisen,  dass  eine  Kraft,  deren  Richtung  schief 
uegen  den  Hebel  ist,  zum  Heb  eis  arm  die  Länge  des  Perpendi- 
kels habe ,  welches  auf  ihre  Richtung  vom  Unterstützuugspunkte 
des  Hebels  aus  gefällt  wird,  bringt  man  das  Lineal  JK  in  die  Lage, 
dass  es  mit  der  Horizoutallinie  den  gegebenen  Neigungswinkel 
bilde;  sodann  kreuzt  man  es  mit  dem  Lineale  HG  unter  einem 
rechten  Winkel.  Dieser  wird,  nachdem  man  die  kleine  Klemme 
N  auf  HC  verschoben  und  hernach  durch  ihre  Pressschraube  fest- 
gestellt hat,  aus  der  auf  seiner  ganzen  Länge  stattfindenden  Be- 
rührung erkannt.  Die  Entfernung  des  UnterstützungspunktCs  C 
des  Hebels  von  dem  Kreuzungspunkte  Z  der  beiden  Lineale, 
welche  Entfernung  durch  « ie  auf  dem  Lineale  HG  verzeichneten 
Theilstriche  angegeben  wird,  bildet  jetzt  den  Hebelsann  der 
Kraft  P;  sie  ist  der  vertikalen  Composanre  der  Kraft  P  propor- 
tionirt,  derjenigen,  welche  diese  Kraft  behält,  um  Q  das  Gleich- 
gewicht zu  halten;  dagegen  ist  die  Entfernung  des  Kreuzungs- 
punktes Z  vom  Drehungsmittelpunkte  a  des  Lineales  JK,  die  auf 
diesem  letzteren  abgelesen  wird,  der  horizontalen  Composante 
der  Kraft  P  proportionirt;  sie  drückt  denjenigen  Theil  dieser  Kraft 
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aus.  welcher  fär  das  Gleichgewicht  von  Q  verloren  gegangen  ist, 
10  dass  das  durch  die  Neigung  der  Richtung  von  P  unterbrochene 
Gleichgewicht  zwischen  den  gleichen  Massen  P  und  Q  von  neuem 
wieder  hergestellt  sein  wird,  weun  man  die  Kraft  Q,  welche  die- 
selbe Intensität' wie  P  beibehält,  an  dem  Arme  Cß  so  anbringt, 
dass  ihre  Entfernung  vom  Unterstützungspuukte  C  dem  Perpendi- 
kel CZ  gleich  ist,  das  nun  den  Hebeisariii  von  P  wisst;  oder 
auch,  da»  Gleichgewicht  wird  in  gleicherweise  wiederhergestellt, 
wenn  man  den  Angriffspunkt  der  Kraft  Q  in  der  Entfernung 
CB-CA=^0  lässt,  aber  den  Werth  des  Gewichtes  Q  vermin- 
dert, in  der  Art,  dass  dieses  zu  P  in  dem  Verhältnisse  CZ.CB 

Melle» 

Wenn  man,  um  den  Einfluss  der  geneigten  Richtung  der 
Kräfte  zu  beweisen,  das  Ende  /  des  Lineales  JK  der  Säule  £ 
nähert,  statt  es  von  ihr  zu  entfernen,  wie  es  die  Figur  zeigt,  dann 
wird  der  Kreuzungspunkt  der  beiden  Lineale  JK  und  HG  auf 
dem  unteren  Arme  des  ersten  seine  Stelle  haben;  der  Nachweis 
für  die  Richtigkeit  der  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  geschieht 
nach  den  beiden  angezeigten  Methoden.  Doch  es  ist  gut,  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  im  letzten  Falte  die  horizontale  Lage 
des  Hebels  eine  momentane  Gleichgewichts-Lage  ist,  weil  nun  der 
Winkel,  welchen  die  Richtung  von  P  mit  dem  Hebel  bildet,  die 
Grösse  dieser  Kraft  für  jede  Lage  des  Hebels  auf  beiden  Seiten 
der  Horizontallinie  verringert;  also  wird  dadurch  das  Moment  der 
Kraft  P  vermindert,  das  von  Q  vermehrt.  Dagegen  ist  das  Gleich- 
gewicht stabil,  wenn  die  Richtung  von  P  nach  aussen  verlegt 
wird,  wie  in  dem  Falle,  den  die  Zeichnung  darstellt. 

An  der  für  das  Cabinet  der  katholischen  Universität  verfer- 
tigten IM  aschine  sind  das  -Fussgestell  und  die  Säulen  von  Holz, 
der  Hebel  von  Stahl  und  die  drei  Lineale  von  Messing.  Jeder 
der  zehn  Theile  ist  wieder  in  zehn  gleiche  Theile  getheilt.  Diese 
mit  Sorgfalt  und  Genauigkeit  vom  Herrn  Yanhese-Lamblin, 
Verfertiger  physikalischer  Instrumente  zu  Gent,  ausgeführte  Ma- 
schine leistet  ihren  Dienst  mit  der  Schärfe  einer  Wage. 


Der  zweite  Apparat  ist  bestimmt,  die  Richtigkeit  der  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichts  beim  Keile  zu  zeigen.  Er  ist  eine 
Abänderung  des  von  's  Gravesande  angegebenen  Apparates, 
welcher,  obwohl  für  die  Anschauung  sehr  gut,  doch  wegen  der 
Masse  von  Schnüren,  an  denen  er  aufgehängt  wird,  den  grossen 
Nachtheil  hat,  während  der  Versuche  leicht  in  Unordnung  zu  ge- 
rathen  und  beim  Gebrauche  viele  Umstände  zu  verursachen.  Das 
Streben,  diesen  Fehler  zu  entfernen,  führte  mich  darauf,  das 
System  der  Schnüre  durch  feste  Stützen  zu  ersetzen  *). 


*)  Anmerkung  des  U e b  er  se  t ze  rs.  Zur  Erleichterung  de*  Ver- 
•tindnisses  möge  hier  die  au*  '»Gravesande't  Physice»  Elemente 
MaihematicM  entnommene  Figur  (T«f.  V.  Fig.  I.)  verglichen  werden,  zu 
deren  Erklärung  Folgendes  dient: 

Theil  XL     •  10 
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Der  neue  Apparat  ist  durch  die  Figuren  Taf.  IV.  Fig.  1.  2*  3. 
im  Grund-  und  Aufriss  und  von  der  Seite,  in  *  der  wirklichen 
Grösse  dargestellt  Wie  in  s'  Gravesande's  Maschine  wird 
der  Keil  durch  zwei  rechtwinklige  Platten  mit  parallelen  Ober- 
flächen CA  und  CB  gebildet,  welche  in  f  durch  ein  Scharnier 
verbunden  sind  und  unter  einem  gegebenen  Winkel  ACH  mittels 
eines  metallenen  Bogens  DK  von  einander  gehalten  werden  kön- 
nen, der  durch  beide  Platten  gegen  deren  obere  Enden  zu  hindnrrb- 
eeht,  wo  Pressschrauben  ihn  feststellen.  Eine  Wagschale,  an 
Schnüren  befestigt  und  in  der  Mitte  des  Scharniers  f  *  ungehakt, 
dient  zur  Aufnahme  der  Gewichte,  welche,  mit  dem  der  Wae- 
schale und  des  Keils  selbst,  die  Kraft  Ii  vorstellen,  deren  Rich- 
tung den  Winkel  des  Keiles  in  zwei  gleiche  Theile  theilt  und  die 
den  Keil  zwischen  die  beiden  Hemnisse  r7 einzudrängen  sucht. 
Diese  setzen  ihrem  Entfernen  von  einander  in  horizontaler  Rich- 
tung einen  Widerstand  entgegen,  den  ich  mit  P  bezeichnen  will. 
Es  handelt  sich  darum ,  zu  beweisen ,  dass  in  dem  vorliegenden 
Falle  die  Intensitäten  der  Kräfte  Ii  und  P  sich  zu  einander  ver- 
halten, wie  die  Breite  AB  zur  Höbe  67/  des  Keils. 

Um  die  Reibung  des  Keils  gegen  die  Hemmnisse  F,  rV  zn 
vermindern,  habe  ich  gleichfalls  diese  letzteren  als  hölzerne  Cylin- 
der  angebracht  und  dieselben,  um  ein  Ausgleiten  des  Keils  nach 
der  Seite  hinzu  verhindern,  mit  Randleisten  versehen,  so  jedoch, 
dass  für  den  Keil  hinreichender  Spielraum  bleibt.  Um  ausserdem 
die  Zahl  der  Berührungspunkte  zu  vermindern,  lehnen  sich  die 
Keilflächen  an  zwei  auf  der  Oberfläche  jedes  Cylinders  als  abge- 
rundete Vorspränge  gelassene  Ringe. 

• 

 • 
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AA,  AA  sind  zwei  durch  die  Unterlagen  BB,  BB  iu  paralleler  und  hori- 
zontaler Lage  erhaltene  Hölter,  an  deren  inneren  Seilrn  MelallMreifcn  CC,  CC 
anliegen,    und   so,    dass   sie   über  dieselbe»    elwas  hu  torragen.  Zwischen 
ihnen  können  sieh  zwei  Cylinder  E,  K  auf  dünnen,    sl  ah  lernen ,  beidcrseiU 
etwa*  hervorragenden  Axeu  bewegen.     Die  (\  linder   hahen   an  ihren  Grund- 
flächen überragende  Rander,  und  sind  da»clh«t  zur  Vermeidung  der  Reibung 
mit  den  Melallsli eifen  an   ihrer  Ausxenscitc  elwas  eonvex  gearhcilel.    In  der 
ftiltc  jedes  der  Hölzer  .4.1  hclindcn  sieh  zwei  Rollen  (i-  d  ualie  hei  einander, 
so  dass   Sie  sieh  fast   berühren,    deren  obere  Ränder   über  den  Hölzern  AA 
eben  so  weit  hervorsteben,    wie    die  oberen  Ränder  der  Melajhlreifen  CC. 
Um  die  Rollen  rf,   (i  auf  oer  einen  Seile  des   Apparate»   wird  eine  Schuur 
gelegt,    in* deren  Milte  ein  Gewicht  P  angehängt,    und    deren  Kuden   an  je 
einer  Axc   eines  Cylinder»  miltcl«   eines  kleinen  Metallbleihe.s  befestigt.  In 
diesem  letzteren  ist  nämlich  ein  Loch,  durch  welches  man  die  Axe  hindurch* 
gehen  lS*»t.    Ganz  ebenso  ist  auch  auf  der  anderen  Seile  des  Apparates  ein 
Gewicht  P  angebracht.  \  Utirch  die  Gewichte-/',  P  also,  wenn  diese  gleich 
»inü ,  werden  diu  Cylinder  iu  horizontaler  ilewegung  und  mit  parallel  biet» 
beitdcn  Axeu  einander  nahe  gchra>hi.  \  Uvs,  Kail  «wischeu  den  beiden  Cylin- 
der» besteht  aus  iwci  Holzplatten  /\       die  unter  einem  beliebigen  Win- 
kel  festgestellt  werden  können.      Üie   den   Keil   niedcrti eibendc  Kraft  wird 
durch  das  Gewicht  AI  dargestellt. 

Nach  CraUay's  im  Obigen  enthaltenen  Angaben  muastc  der  ganze 
Apparat  zur  Anstellung  von  Verbuchen  in  Schnüren  aufgehängt,  oder  sonst 
auf  irgeud  eine  Weise  so  aufgestellt  werden  ,  dass  der  Keil  und  die  Ge- 
wichte hiureiclu  '"n  Spielraum  zur  Bewegung  hatten. 

•  /  :. 
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Die  metallenen  Zapfen  der  Cylinder  lagern  an  jedem  Ende  in 
Messingplatten,  deren  zwei  man  in  J  und  A' sieht.  Diese  Platten, 
anstatt  an  Schnüren  aufgehängt  zu  werden,- wie  in  'sGravesan- 
de's  Maschine,  sind  oben  an  zwei  Gestellen  />,  M  befestigt,  so 
nämlich,  dass  die  Axen  der  beiden  Cylinder  unter  sich  parallel 
und  in  einer  Hnrizontalebene  liegen.  "Jedes  der  Gestelle  L,  M 
ist  aus  ztvei  Streben  />,  IJ  und  31,  M'  gebildet,  welche,  ein 
wenig  gegen  einander  geneigt ,  nach  unten  hin  durch  die  Fuss- 
platten  L"  und  M" ,  nach  oben  hin  durch  die  Zwischenstabe  M*f 
W"  dergestalt  verbunden  sind,  dass  sie  eine  unveränderliche  Form 
behalten.  Das  Gestell  M  ist  durch  seine  Fussplatte  M"  mit  dem 
Fusse  T  fest  verbunden,  das  andere,  L,  ist  um  eine  horizontale 
Ajce  beweglich,  welche  durch  die  Platte  hindurchgeht  und  aus 
zwei  Zapfen  besteht,  die  in  metallenen,  ganz  in  den  Fuss  T  ein- 
gefügten Trägern  ruhen.  Dadurch  ist  es  möglich,  den  Cylinder 
r  bis  auf  eine  gewisse  Grenze  dem  Cyliiider  G  zu  nahern  und 
von  ihm  zu  entfernen.  Die  beiden  Platten  J,  J' ,  welche  die 
Zapfen  des  C'ylinders  F  tragen  ,  sind  mit  kleinen  Ausläufern  ver- 
sehen, an  denen  Schnure  befestigt  werden.  Diese  laufen  horizon- 
tal über  Leitungsrollen ,  welche  auf  der  einen  und  der  anderen 
Seite  in  den  Platten  Ä\  K'  des  Gestelles  M  fest  sind ,  und  gehen 
von  da  vertikal  hinab  zur  Aufnahme  der  beiden  Enden  eines  hori- 
zontalen Stabes  OO' ,  in  dessen  Mitte  ein  Gewicht  angebracht 
wird.  Letzteres  macht  in  Verbindung  mit  dem  Gewichte  des  Sta- 
bes die  Kraft  P  aus,  weiche  dem  durch  die  Kraft  des  Keils  ver- 
ursachten Entfernen  der  beiden  Cyliiider  entgegenwirkt. 

Damit  diese  Kraft  nicht  beeinträchtigt  werde  durch  die  Nei- 
gung des  Gestelles  L,  sich  nach  AJ  oder  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  hin  zu  verrücken,  haben  die  Zapfen  /,  V  solcne 
Lage,  dass,  wenn  dieses  Gestell,  gleichwie  das  andere  in  verti- 
kale Stellung  gebracht  ist,  uV  Richtung  seines  Schwerpunktes 
durch  die  Axe  (f  hindurchgeht,  so  dass  alsdann  keine  Neigung 
zum  Vernieten  vorhanden  ist.  Diese  vertikale  Stellung  wird  (Türen 
ein  Bleiloth  angezeigt,  dessen  Faden  an  seinem  Ende  in  der 
Mitte  des  Zwischenstabes  V"  befestigt  ist.  und  dessen  Spitze 
mit  einem  auf  der  Fussplatte  L"  angemerkten  Punkte  zum  Ein- 
spielen gebracht  wird.  Mau  gelangt  uabin,  dieser  Bedingung  Ge: 
nü'ge  zu  leisten,  wenn  man  den  Keil  mehr  oder  weniger  zwischen 
die  beiden  Cy linder  einsenkt,  wahrend  die  Wagschale  mit  einem 
zum  Gleichgewichte  nöthigeu  Gewichte  belastet  wird. 

Um  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Keilflachen,  oder  viel* 
mehr  das  Verhältnis»  zwischen  der  Hohe  CH  und  der  Breite  Aß, 
für  welches  man  die  Beziehung  zwischen  den  Kräften  P  und  H 
darthun  will,  zu  berichtigen,  ist  nichts  bequemer,  als  sich  hölzer- 
ner oder  metallener  Platten  zu  bedienen,  von  der  Form  gleich- 
schenkliger Dreiecke,  deren  Grundseite  und  Höbe  in  den  ver- 
schiedenen ,  für  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  festgestellten 
Verhältnissen  angenommen  sind  (Tat  IV.  Fig. 4.)  Man  stellt  die  eine 
von  ihnen  zwischen  die  Flachen  des  Keils  und  wenn  diese  dann  unter 
dem  Winkel  der  Platte  angeordnet  sind,  stellt  mau  sie  durch  Drehung 
der  Pressschrauben  bei  A  und  bei  B  fest ;  darauf  nimmt  man  die 
Platte  wieder  weg.  .  Ist  dies  geschehen,  so  stellt  man  den  Keil 
zwischen  die  beiden  Cylinder  /  ,  G\  belastet  die  Wagscljale  so- 
lo' 
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weit  mit  Gewichten,  dass  deren  Summe,  vereinigt  mit  dem  Ge- 
wichte de«  Keils  und  der  Wagschale ,  zum  Gewichte-  P  in  dem 
Verhültniss  der  Grundseite  zur  Hohe  de«  Dreiecks  stehe.  Alan 
senkt  den  Keil  bis  soweit  ein ,  das»  d;is.  lileiloth  des  Gestelles  L 
mit  dem  angemerkten  Punkte  zusammenfallt;  alsdann  gieht  der 
Keil,  sich  selbst  überlassen,  durch  seine  Ulibeweglichkeit  zu  er- 
kennen, dass  Gleichgewicht  stattfinde.  Wenn  die  Last  tt  nicht 
in  dem  angegebenen  Verhältnisse  angenommen  ist,  so  wird  der 
Keil  etwas  gehoben,  oder  er  senkt  sich  auch  soweit,  bis  der  Bo- 
gen DE  seine  Unterstützung  auf  den  (a  lindern  erhält. 

An  dein  Modelle,  welches  in  dem  physikalischen  Cabinet  von 
Löwen  vorhanden  ist,  betragt  das  Gewicht  P  2400 Gramme*  oder 
24  Hectogrammes ;  die  Platten,  an  Zahl  ihrer  fünf,  haben  die  Ver- 
hältnisse 11,  |J,  i',  iJ,  A  zwischen  Grundseite  und  Hohe.  Diese 
Maschine,  gearbeitet  von  Herrn  Berlinert  ans  Gent,  verrichtet 
ihre  Dienste  auf  eine  sehr  befriedigende  Weise. 


In  dem  Apparate  Tnf.  IV.  Fig.  5.  erkennt  mau  den  des  Herrn 
Gay-Lussac  für  die  Vermeugiing  der   Dünste  und  der 
trockenen  Gase  *)  wieder.    Kr  hat  denselben  Zweck  und  unter- 
scheidet sich  von  jenem  nicht  wesentlich  in  der  Constructinn,  aus* 
ser  darin,  dass  der  eiserne  Hahn,  welcher  nach  unten  zu  die 
weite  Glasrohre  des  Apparates  von  Gay-Lussac  verschliefst,  in 
dem  neuen  Instrumente   durch  ein  eylindrischeK  Gefass  ersetzt 
ist,  welches  als  Behälter  fürs  Quecksilber  dient  und  mit  einem 
beweglichen,  mittels  einer  Schraube  einer  Hebung  und  Senkung 
fähigen  Boden  versehen  ist,  wie  bei  einer  Barometerrohre  mit 
constantem  Niveau.    Der  Zweck  dieser  Abänderung  ist  folgender: 
Um  unter  das  in  der  weiten  Bohre  enthaltene  trockene  Gas  die 
Flüssigkeit  hinzuleiten,  deren  Dunst  sich  mit  demselben  vermen- 
gen muss,  verlangt  der  Apparat  Gay-Lussac  s,  dass  man  eine 
gewisse  Masse  Quecksilbers  durch  den  Hahn  auslliesseo  lasse; 
wenn  es  sich   in  der  Folge  darum  handelt,   das  Gemenge  des 
Gases  und  des  Dunstes  in  dem  anfangs  von  dem  Gase  allein  ein- 
genommenen Räume  wiederherzustellen,  so  muss  man  durch  die 
Seitenrohre  Quecksilber  hinzuthun.  Will  man  fernerhin  das  Queck- 
silber einen  kleineren  oder  grosseren  Raum  einnehmen  lassen ,  so 
ist  man  genothigt,  eine  neue  Portion  Quecksilber  in  die  Seiten- 
rohre zu  schütten,  oder  durch  den  Hahn  ausfliessen  zu  lassen*. 
Bei  diesen  sehr  langwierigen  Verrichtungen  hält  es  sehr  schwer, 
die  Massen  des  zugeschütteten  oder  des  abgelaufenen  Quecksil- 
bers so  abzupassen,   dass  die  Vermengung  genau  in  dem  vorge- 
setzten Räume  herbeigetTihrt  wird.    Um  die  Schwierigkeiten  zu 
vermindern  und  um  ein  Mittel  zu  haben,  leicht  und  schnell  den 
verlangten  Raum  herzustellen,  geschah  es,  dass  ich  zu  der  ange- 


*)  Anmerkung  de»  Ucheraelzcr«,    AU  hinreichend  bekannt  Vird 
dieser  Apparat  von  Gay-Luaaa«  hier  nicht  weilcr  beschrieben.   M.  s.  x.  R. 
Lehrbuch  der  Phynik  mit  vorzüglicher  Rück*  ich  1  auf  math  e- 
matiftche  Begründung  von  J.  A.  Gruncri.    Erster  Theil.  Leip- 
zig. 1845.   S.  485. 


Digitized  by  Google 


149 


geborten  Veränderung  meine  Zuflucht  nahm,  über  welche  ich  noch 
einiges  Nähere  mitzuteilen  (Vir  nothwendig  halte. 

Das  Gelass  mit  beweglichem  Boden  ist  von  Buchsbaum,  in- 
wendig lakirt,  um  das  Anhangen  des  Quecksilbers  zu  vermeiden. 
Es  hat  nach  oben  hin  eine  Oeflfnung,  in  welche  man  eine  Dille, 
gleichfalls  aus  Buchsbaum,  mittels  Schrauben  einfügt;  ein  Leder- 
ring,  zwischen  das  Gtfass  und  eine  Einfassung  der  Dille  gelegt, 
vervollständigt  den  Verschluss;  die  Dille  ist  von  einem  vertikalen 
Kanäle  durchbohrt,  welcher  sich  nach  oben  in  Form  eines  ziem- 
lich kegelförmigen  Flaschenhalses  erweitert.  In  diesen  Hals  nun 
drückt  man  den  Korkstöpsel  hinein,  durch  welchen  die  Verlänge- 
rung der  weiten  Rohre  hindurchgeht;  diese  verengert  sich  in 
ihrem  Durchmesser  von  da  an.  wo  sie  mit  der  Seitenröhre  zusam- 
mengelöthet  ist.  Das  Ganze  wird  mittels  eines  Lederstückes  in 
seiner  Lage  erhalten,  welches  man  um  die  Rühre  und  um  die  an 
ihrer'  Aussenseire  gekehlte  Dille  windet.  Der  verengerte  Theil 
der  weiten  Rühre  ist  von  der  Lange,  dass  er  durch  die  Dille 
ganz  und  gar  hindurchgeht  und  in  das  Innere  des  Gelasses  hin- 
einragt, dessen  Quecksilber  nirgend  anders  als  durch  die  Röhre 
einen  Ausweg  hat. 

Um  den  Apparat  zum  Kxperimcutiren  in  Stand  zu  setzen, 
muss  man  alle  Feuchtigkeit,  welche  sich  in  den  Röhren  finden 
könnte,  austreiben;  zu  diesem  Zwecke  hebe  man  sie  von  dem 
Gefhssc,  indem  man  die  Dille  abschraubt;  hat  man  dann  die  Röh- 
ren leicht  erhitzt,  so  fügt  man  in  die  weite  Röhre,  durch  die  un- 
tere Oeffnung,  und  last  nahe  an  ihrem  Ende,  eine  Röhre  von 
geringerem  Durchmesser  ein,  verstopft  den  Zw ischeoraum  zwischen 
den  beiden  Röhren  und  lasst  durch  das  eingefügte  Rohr  hindurch 
einen  trocknen  Luttstrom  gelangen.  Dieser  durchlauft  die  weite 
Röhre  und  geht  durch  die  Seiteuröhre  hinaus.  Alsdann  verscbliesst 
man.  jenen  Zwischenraum  zwischen  beiden  Röhren  frei  lassend, 
das  obere  Ende  der  Seitenröhre.  » Genöthigt,  durch  die  untere 
OetTuung  zu  gehen,  nimmt  der  Luftstrom  ebenso  die  Feuchtigkeit 
fort,  die  sich  vorfinden  könnte.  Ist  «lies  geschehen,  so  bringt 
man  die  Dille  sogleich  wieder  an  ihren  Platz  über  dem  das  trockne 
Quecksilber  enthaltenden  Gelasse  und  lasst  dieses  in  deu  Röhren 
aufsteigen.  Indem  man  den  Apparat  gehörig  neigt,  ist  es  leicht, 
aus  der  weiten  Röhre  soviel  Luft  fortzuschaffen ,  als  mau  w  üuscht. 
Hat  dann  der  Apparat  die  Temperatur  der  umgebenden  Luft  an- 
genommen ,  so  bringt  man  das  Quecksilber  in  neiden  Röhren  auf 
gleiche  Höhe;  ferner  stellt  man  den  .Massstab  in  der  Weise  fest, 
dass  ein  Ring,  welcher  daran  in  horizontaler  Lage  angebracht 
ist,  und  welcher  die  weite  Röhre  umfasst,  mit  seinem  unteren 
Rande  das  Ende  der  in  dieser  Röhre  enthalteneu  Quecksilber- 
säule berührt.  Hierauf  giesst  man  in  die  Seitenröhre  eine  hin- 
reichende Masse  derjenigen  Flüssigkeit,  mit  der  man  operiren 
will :  man  erniedrigt  das  Niveau  des  Quecksilbers  ein  wenig  unter 
die  gelöthete  Stelle,  und  erhöht  es  in  der  Folge  wieder,  wenn 
in  die  weite  Röhre  ein  grösserer  Theil  der  Flüssigkeit  eingetreten 
ist,  als  zur  Sättigung  des  Raumes  nötbig  ist.  Der  l'cherschuss 
dieser  Flüssigkeit,  welcher  in  der  Seitenröhre  zurückgeblieben  ist, 
wird  daraus  leicht  entfernt,  indem  man  die  Quecksilbersäule 
durch  das  Spiel  der  unteren  Schraube  bis  zu  der  Oeffnung  in  die 
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Hohe  hebt,  woselbst  man  die  Flüssigkeit  in  dem  Masse  fort- 
schafft, wie  sie  in  dem  kleinen,  die  Röhre  endigeoden  Trichter 
anlangt. 

Hat  der  Dunst  der  in  die  weite  Rühre  hineingebrachten  Flfls- 


in.l  em  man  die  Quecksilbersäule  durch  die  Bewegung  der  Schraube 
oscilliren  lässt  —  so  führt  man  den  Kaum  des  Gemenges  auf  den- 
jenigen zurück,  welchen  die  trockene  Luft  inne  hatte  und  welcher 
durch  den  Ring  angezeigt  wird.  Die  Erhebung  des  Quecksilbers 
in  der  Seitenröhre  über  den  Nullpunkt  der  Theilung,  welcher 

fleichfalls  dem  unteren  Rande  des  Ringes  entspricht,  ist  da» 
lass  der  Zunahme,  welche  die  Kjasticität  der  Luft  durch  das 
Hinzukommen  des  Dunstes  erfuhren  hat;  es  ist  die  diesem  eigcn- 
th (unliebe  Spannkraft. 

Damit  der  Massstab  in  angemessener  Höhe  festgestellt  wer- 
den könne,  wird  er  durch  einen  kupfernen  Stiel  getrauen,  welcher 
von  einem  auf  der  Rückseite  des  Masstabes  angebrachten  und  mit 
einer  Pressschraube  versehenen  Falze  aufgenommen  wird.  Der 
Stiel  ist  vertikal  eingesenkt  in  eine  Art  hölzernen  Ring,  welcher 
auf  den  oberen  Theil  des  Gefasses  passt,  indem  er  mit  einer 
Randleiste  aufliegt,  und  welcher  mittels  zweier  Schrauben  daran 
fest  gemacht  werden  kann ,  deren  Enden  in  eine  am  Umfange  des 
Gelasses  angebrachte  Höhlung  einfassen  können.  Dieser  Ring  ist 
gegen  die  Mitte  hin  in  der  Art  ausgeschnitten,  dass  er  um  beide 
Köhren  gehen  kann,  wenn  es  sich  darum  handelt,  diese  zur  In- 
standsetzung des  Apparates  abzuheben. 

Die  weite  Röhre  ist  in  Theile  von  gleichem  Rauminhalte  ein- 
«ret  heilt,  deren  Zuhl  auf  der  Ausseuseite,  ungefähr  in  der  Mitte 
der  Höhe  anfangend,  eingeschnitten  ist.  Den  Durchmesser  dieser 
Röhre,  sowie  den  der  Seitenröhre,  muss  man  kenneu,  um  die 
Capillarität  berechnen  zu  können.  Ähcr  der  Werth  derselben  kann 
sogleich  bestimmt  werden,  wie  ich  es  für  den  Apparat  des  Cabi- 


der  Quecksilbersäulen  in  den  beiden  verbundenen  Röhren  beobach- 
tet, bevor  das  Ende  der  weiten  Röhre  verschlossen  ist.  Der 
Massstab  ist  in  .Millimeter  eingctheilt ;  die  Theilungen  setzen 
sich  über  den  neben  der  weiten  Itöbre  sichtbaren  Theil  der  Platte 
auf  einen  Abstand  von  .$0  Millimetern  fort,  sowohl  oberhalb  als 
unterhalb  des  unteren  Randes  des  Ringes,  welchem  der  Nullpunkt 
der  Theilung  entspricht.  Die  in  '  der  wirklichen  Grösse  ausge- 
führte Zeichnung  wird  zur  weiteren  Erklärung  der  verschiedenen 
Theile  dieses  Instrumentes  dienen. 

Ausser  der  weiter  oben  beschriebenen  Methode,  um  die  Elas- 
ticität  des  mit  der  Luft  oder  mit  trocknem  Gase  vermengten  Dun- 
stes bestimmt  zu  ermitteln,  kann  man  auch  die  folgende  in  An- 
wendung bringen :  Für  «ein  und  dieselbe  unveränderte  Temperatur 
sei  V  der  von  dein  Gas-  und  Dunst- Gemenge  eingenommene 
Raum;  p  der  atmosphärische  Druck,  /*  die  Höhe  der  Quecksil- 
bersaule in  der  Seitenröhre  oberhalb  des  Niveaus  in  der  weiten 
Röhre;  c  die  Wirkung  der  Cauillaritht ,  d.  h.  die  Grösse,  um 
welche  das  Quecksilber  in  der  Seitenröhre  zu  tief  steht;  endlich 
noch  sei  /  die  Elasticität  des  mit  dem  Gase  vermengten  Dunstes; 
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das  («einenge  steht  unter  dem.  Drucke  p-\-  /i-f-c,  währen«!  das  in 
dem  Gemeage  enthaltene  trockene  Gas  für  sich  allein  diesen  Druck 
erträgt,  vermindert  um  den.  Druck  f,  welchem  der  Dunst  das 
Gifickgewicht  hält;  es  hleibt  also  für  das  Gas  ühriep-f //  +  c -f 
fir  dessen  Raum  V.  ISuti  wollen  wir  den  Kaum  des  Gemenges 
durch  die  Bewegung  der  Schraube,  welche  den  beweglichen  Ho- 
den unten  hält,  ändern;  die  Länge  der  Quecksilbersäule  in  der 
Seitenröhre  wird  h'  geworden  sein,  gerechnet  von  dem  Niveau  an 
in  der  Meiteu  Rühre,  welches  gleichfalls  seine  Stelle  verändert 
hat,  indem  der  Raum  des  Gemenges  jetzt  eine  Anzähl  V  der  auf 
dieser  Rohre  bezeichneten  Tlieile  einnimmt;  wenn  die  Tempera- 
tur und  der  atmosphärische  Druck  dieselben  geblieben  sind,  so 
wird  die  Luft  allein  im  Gemenge  dieses  Mal  einem  Drucke 
/H  h'  \r  c — f  unterworfen  sein.  Nun  hat  man  nach  dem  Mariotte- 
sehen  Gesetze,  welchem  das  Gas  des  Gemenges  für  sich  allein 
unterworfen  bleibt: 

V  _/>+/*'  +  e -z/' 

woraus 

>'/#' —  Vh 
/=/>  t  c  I  — yv^y  ' 

Jedes  Raar  von  Heohachtiingen  wird  den  Werth  der  Llastici- 
tät  f  des  Dunstes  liefern,  und  alle  diese  Wcrthe  müssen  gleich 
sein,  wenn  die  Temperatur  und  der  äussere  Druck  nicht  geändert 
sind;  der  Raum  wird  hiebei  als  beständig  mit  Dunst  gesättigt 
vorausgesetzt. 

Dieser  Werth  von  f  müsste  bei  Gleichheit  der  Temperatur  der 
Elasticität  gleich  sein,  welche  der  Dunst  im  leeren  Räume  hat, 
wie  es  Herr  Gay-Lussac  aus  seinen  Versuchen  hergeleitet  hat. 
Statt  dieser  Gleichheit  liefert  der  beschriebene  Apparat ,  eben  so 
nie  alle  die  von  derselben  Art.  für  /"immer  einen  um  etwas  zu 
kleinen  Werth.  Ich  habe  mich  davon  zu  verschiedenen  Malen  ver- 
sichert, indem  ich  die  Versuche,  so  viel  ich  allein  konnte,  mit 
ins  Kleinste  gehender  Sorgfalt  und  unter  Anwendung  eines  Käthe- 
Niiueters,  mu  die  Höhen  der  Quecksilbersäulen  zu  messen,  an- 
stellte ;  ich  vermengte  mit  der  trocknen  Luit  bald  Wasserdunst, 
bald  Alkoholdunsf ,  mit  einem  leichten  l'eberschuss  von  Flüssig- 
keit; die  Spannkraft  «lieser  Dünste  im  leeren  Räume  ward  gleich- 
zeitig mittels  des  haltonschen  Apparates  bestimmt,  welcher  zur 
Seite  desjenigen,  der  das  Gemenge  enthielt,  aufgestellt  war.  Vor- 
der schon  hatte  ich  versucht,  das  Gesetz  des  Herrn  Gay-Lus- 
sac mit  Hülfe  eines  Dalto tischen  Apparates  zu  bewahrheiten, 
dessen  das  Gemenge  eiuscbliessende  Röhre  in.  Theile  von  glei- 
rhem  Rauminhalte  cingetheitt  war  und  welche  bis  zu  verschiedenen 
Tiefen  in  das  Quecksilber  eingesenkt  ward,  um  den  Raum  und 
die  drückende  Kraft  eine  Abänderung  .erleiden  zu  lassen ;  alleiu 
ich  erhielt  beständig  für  f  eine  kleinere  Grösse,  als  die,  welche 
demselben  Dunste  im  leeren  Räume  angehörte.  Herr  Regnault 
ward  zu  einem  Ahnlichen  Resultate  durcÜ  eine  Reihe  von  Versuchen 
geführt,  welche  dieser  gelehrte  und  geschickte  Beobachter  mit 
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Instrumenten  anstellte .  die  mit  der  äussersten  Genauigkeit  die 
Angaben  zu  liefern  fabig  waren.  Allemal  sind  die  Unterschiede, 
weiche  er  fär  die  Elasticitat  des  mit  der  Luft  gemengten  Wasser- 
dunstes  erhalten  bat,  in  Vergleich  mit  der  Spannkraft  desselben 
Dunstes  im  leeren  Räume,  bei  Gleichheit  der  Temperatur,  kleiner 
als  diejenigen,  welche  die  gewöhnlich  zu  dieser  Darstellung  bei 
den  öffentlichen  Vorlesungen  angewendeten  Apparate  geben. 

* 

Ich  schliesse  mit  der  Bemerkung,  dass  das  Instrument,  wel- 
ches den  Gegenstand  gegenwärtiger  Notiz  ausmacht,  auf  die  be- 
friedigendste Art  benutzt  werden  kann,  das  Mar i otte' sehe  Ge- 
setz für  die  x  trockene  Luft  zu  erweisen ,  wenn  diese  grösseren 
oder  kleineren  Druckkräften  unterworfen  ist,  als  denen  der  Atmo- 
sphäre, innerhalb  der  durch  die  Länge  der  Seitenröhre  bestimmten 
Grenzen.  Beobachtet  man  dann  an  der  weiten  Röhre,  welche  nur  die 
trockene  Luft  enthalt,  nach  einander  die  Räume  V  und  V  und 
die  Druckkräfte  p\h\c  und  p\h*  +  c,  so  muss  der  Relation 

V  _p  +  h'  +  c 

p+h+c 

Genüge  geschehen,  indem  die  Längen  h,  h'  mit  dem  positiven 
oder  negativen  Vorzeichen  genommen  werden,  jenachdem  sie 
grösser  oder  kleiner  sind  als  die  Länge  der  Quecksilbersäule  in 
der  anderen  Rubre. 


XVI. 

Zur  Rechtfertigung»  des  Pythagoräi- 

sehen  Lehrsatzes. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Herr  Oberlehrer  Koppe  begleitet  in  seinem  Lehrbuche 
der  Planimetrie  und  Stereometrie  (zweite  Aufl.  S.  99.) 
len  Pythagoräischen   Lehrsatz,  nachdem  er  denselben  mit  den» 


bekannten  Euklidischen  Beweise  vorgetragen  hat,  mit  folgender 
Bemerkung:  ' 

ie  wir  den  vorstehenden  Lehrsatz  hier  vorgetragen 
haben,  erscheint  derselbe  als  ein  merkwürdiges  Kunst 
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anfrfHstück,  zwar  bewundernsM  erth  und  äusserst  künstlich,  aber 
ohne  irgend  wie  Aufschluss  darüber  zu  geben,  auf  wel- 
chem Wege  wolil  der  menschliche  Geist  zur  Entdeckung 
dieses  sonderbaren  Satzes  gelangt  sein  dürfte.  Soll  aber 
der  mathematische  Unterricht  den  Nützen  gewähren,  des- 
sen er  fähig  ist,  so  müssen  die  Wahrheiten  der  Mathe- 
matik nicht  als  Staunen  erregende  Kunststücke,  sondern 
in  einem  natürlichen  Verbanne,  nämlich  so  vorgetragen 
werden,  dass  jeder  folgende  Satz  als  ein  Fortschritt  in 
der  durch  die  vorhergehenden  Sätze  gegebenen  Richtung 
erscheint,  als  die  Beantwortung  einer  Frage,  welche  sich 
aus  der  Erkenntnis^  des  Vorangehenden  jedem  denken- 
den Kopfe  von  seihst  aufdrängt.  Da  aber  der  so  eben 
vorgetragene  Lehrsatz  eines  solchen  Zusammenhanges 
mit  den  ihm  vorangehenden  Sätzen  offenbar  entbehrt,  so 
scheint  er  in  einem  fVir  den  Unterricht  bestimmten  Lehr- 
tuiche  hier  nicht  an  der  rechten  Stelle  zu  stehen,  und 
wirklich  hat  er  diesen  Platz  nur  hergebrachter  W  eise  er- 
halten. Auf  eine  einfache  und  natürliche  Weise  geht 
derselbe  aus  den  Sätzen  von  der  Aehnlicbkeit  der  Drei- 
ecke hervor." 

Wir  haben  diese  Anmerkung  vollständig  hier  abdrucken  las- 
sen, weil  wir  glauben,  es  dürfte  darin  die  Ansicht  mehr  als  eines 
Lesers  ausgesprochen  liegen,  dem  es  um  die  vollständige  Motivi- 
rong  des  einzelnen  Satzes  an  derjenigen  Stelle,  welche  derselbe 
einnehmen  soll,  ein  Ernst  ist.  Zwar  so  lange  man  nur  darauf 
ausgeht,  das  Verwandte  und  Gleichartige  zusammenzustellen,  so 
lange  gebührt  dem  Pytliasoräischen  Lehrsätze,  wie  ihn  Euklid 
gibt,  offenbar  seine  Stelle  in  dem  Abschnitte  von  der  Flächen- 
gleichheit, da  er  es  eben  Iii  Iis  mit  gleichen  Flächen  zu  thuu  hat, 
■nd  es  kann  dabei  völlig  gleichgültig  bleiben ,  welche  andere  Sätze 
über  Flächengleichheit  ihm  etwa  voran  eheu  oder  nachfolgen ;  das 
leitende  Princin  für  die  Anordnung  dieser  Sätze  bildet  alsdann 
nur  die  Möglichkeit,  jeden  Satz  an  der  ihm  angewiesenen  Stelle 
auch  völlig  beweisen  zu  können.  Wenn  mau  aber  tiefer  auf  die 
Frage  eingeht,  wie  der  einzelne  Satz  durch  die  ihm  vorangehen- 
den gerechtfertigt  erscheine,  d.  h.  wie  er  aus  diesen  als  ein  not- 
wendiger Fortschritt  nachgewiesen  werden  könne,  so  gewinnt  die 
Sache  allerdings  ein  anderes  Ansehen. 

Die  Lehre  von  der  FIächengleich'<  eit  eröffnet  man  in  der  Kegel 
(wir  wollen  hier  nicht  untersuchen,  mit  welchem  Hechte)  durch 
Betrachtungen  über  die  Gleichheit  von  Parallelogrammen  und 
Dreiecken,  sowohl  l»ei  einerlei,  als  bei  verschiedener  Grund- 
linie und  Höhe,  und  gelaugt  daraus  sehr  einfach  zu  einem  allge- 
meinen Verfahren,  nicht  nur  Dreiecke  und  Parallelogramme  viel- 
fach unter  einander,  sondern  auch  beliebige  andere  geradlinige 
Figuren  in  Dreiecke  oder  in  Parallelogramme  zu  verwandeln. 
Lässt  man  nun  auf  diese  Betrachtungen  plötzlich  und  ohne  Ueber- 
gang  den  Pytbagoräischen  Lehrsatz  folgen  —  natürlich  so,  dass 
von  Quadratflachen  und  nicht  von  zweiten  Potenzen  der  Dreiecks- 
seiten die  Kede  ist,  so  hat  man  offenbar  einen  Sprung  gemacht; 
denn  es  drängen  sich  sogleich  mehrere  Fragen  auf,  die  ohne  Ant- 
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1>  Wie  kommt  man  dazu,  plötzlich  von  Quadraten  aus- 
schliesslich  zu  reden? 

2)  Wie  kommt  es,  dass  man  auf  die  Summe  zweier  Qua- 
drate das  Augenmerk  richtet? 

3)  Wie  kommt  man  zum  rechtwinkligen  Dreiecke? 

Diese  Fragen  lassen  sich  umgehen,  oder  vielmehr  sie  erledi- 
gen sich  von  seihst,  weun  man  an  die  vorangegangenen  Sätze  auf 
folgende  Weise  anknüpft. 

Es  hat  sich  bis  dahin  herausgestellt ,  dass  man  jedes  Paralle- 
logramm, so  wie  jedes  Dreieck  in  ein  anderes  von  gegebener 
Grundlinie  (oder  gegebener  Höhe)  verwandeln  kann,  und  da  die 
beiden  Kiemente,  Grundlinie  und  Hohe,  das  resultirende  Paralle- 
logramm oder  Dreieck  noch  nicht  vollständig  bestimmen ,  so  darf 
man  noch  eine  dritte  Bedingung  hinzufügen,  vorausgesetzt,  dass 
diese  weder  auf  Grundlinie  noch  auf  'Höhe  von  Eitifhiss  ist.  So 
kann-  man  also  jedes  Parallelogramm  in  ein  Rechteck  oder  einen 
Kftonibus ,  jedes  Dreieck  in  ein  rechtwinkliges  oder  gleichschenk- 
liges verwandeln ;  dagegen  dje  Verwandlung  des  Parallelogramms 
in  ein  Quadrat  und  des  Dreiecks  in  ein  gleichseitiges  Drei 
eck,  kann  mit  den  bisherigen  Hülfsmittcln  nicht  ausgeführt  wer 
den,  weil  hier  die  aufgestellte  Bedingung,  dass  die  resultirende 
Figur  gleichseitig  und  gleichwinklig  sein  soll,  wieder  rückwärts 
Einfluss  auf  Grundlinie  und  Höhe  hat,  indem  sie  zwischen  beiden 
eine  lielation  feststellt. 

■     .  ■  * 

Daraus  aber  folgt  die  Noth wendigkeit,  diese  beiden  letztem 
Aufgaben  mm  selbstständig  in  s  Auge  zu  fassen.  Es  zeigt  sich  in- 
dessen sogleich,  dass  die  Herstellung  des  Quadrats  insofern  als 
die  einfachere  dieser  Aufgaben  erscheint,  a|s  hier  zwischen  Grund- 
linie und  Höhe  nur  das  einfache  Verhältnis»  der  Gleichheit 
vorgeschrieben  wird ,  wahrend  dauegen  beim  gleichseitigen  Dreieck 
das  Verhältniss  zwischen  Grundlinie  und  Höhe  • —  auf  dessen  Be- 
rücksichtigung es  hier  jedenfalls  ankommt  — -  von  einer  zu  ver- 
wickelten Natur  ist,  als  dass  solches  an  «lieser  Stelle  der  Geome- 
trie schon  genügend  zur  Sprache  gebracht  werden  könnte.  Aus 
diesem  Grunde  bleibt  diese  zweite  Aufgabe  besser  bis  zu  einer 
spätem  Stelle  hinausgeschoben ;  die  erste  Aufgabe  dagegen, 
welche  das  allgemeine  Problem  ,..lede  geradlinige  Figur  iu 
ein  Quadrat  zu  verwandeln"*,  /.um  völligeu  Ahschluss  bringt, 
wollen  wir  hier  vollständig  behandeln,  um  zu  zeigen,  wie  man 
daraus  auf  einem  ganz  natürlichen  und  streng  methodischen  Wege 
zu  dem  Pythagoreischen  Lehrsatze  gelangt.  Wir  geben  damit 
schwerlich  etwas  neues,  wenigstens  wird  jeder  Kenner  der  geo- 
metrischen Analysis  der  Alten  das  .Nachgehende  ohne  Mühe  selbst 
zu  entwickeln  im  Stande  sein;  aber  wir  erinnern  uns  nicht,  diese 
Entwicklung  in  irgend  einem  geometrischen  Lehrbuche  ausgeführt 
oder  auch  nur  angedeutet  gelundeu  zu  haben,  und  es  wird  uns 
freuen ,  wenn  wir  durch  Mittlieiluug  derselben  auf  eine  ausgedehn- 
tere Auwendung  der  geometrischen  Analysis  aufmerksam  ge- 
macht haben  sollten,  in  welcher  wir  ein  so  vortreffliches  Seiten- 
stück zu  der  Auflösung  arithmetischer  Aufgaben  durch  Gleichun- 
gen besitzen. 
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ikM  'i  Aufgabe. 
Ein  Rechteck  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln. 

kK-.O.  Erste  Auflosung  (Taf.  V.  Fig.  8). 

• »  l '   '  ■  *  "«L  ' 1  1 

Analysis.  Es  sei  ABCD  das  gegebene  Rechteck,  so  liegt 
offenbar  der  Versuch  am  nächsten,  die  längere  Seite  AB  um  so 
viel  zu  verkürzen  und  gleichzeitig  die  kürzere  AD  um  so  viel  zu 
verlängern,  ilass  dadurch  das  gesuchte  Quadrat  entstehe.  Gestützt 
auf  das  oberste  Princip  der  geometrischen  Analysis  („Man  betrachte 
die  Aufgabe  als  gelost")  setzen  wir  demnach,  es  sei  AEFG  das 
gesuchte  Quadrat.  Dieses  soll  mit  ABCD  gleichen  Inhalt  haben, 
woraus  sogleich  folgt,  das«  auch  die  Hälfte  des  Quadrats,  AEG, 
mit  der  Hälfte  des  Rechtecks,  ABD,  gleichen  Inhalt  habeu  muss; 
wo  wir  absichtlich  die  balbirendcn  Diagonalen  EG  und  BD  so 
gelegt  haben,  dass  beiden  Dreiecken  der  Winkel  bei  A,  und  da- 
mit so  viel  Flache  wie  möglich,  gemeinschaftlich  bleibt.  .  Denn 
nun  erkennt  man  ohne  Mühe,  dass  die  Gleichung  AEG-=ABD 
nur  bestehen  kann,  wenn  man  hat 


ED  ||  BG.  (1) 


ii 


Diese  Bedimrung  fär  sich  setzt  aber  die  Lage  der  Punkte  E  und 
6',  welche  ausserdem  an  die  Bedinguug  AE  —  AG  gebunden  sind, 
noch  nicht  fest. 

;  Um  nun  weiter  die  Gleichheit  der  Linien  AE  und  AG  in  die 
Betrachtung  hineinziehen  zu  können,  wenden  wir  wieder  ein  sehr 
bekanntes  Verfahren  der  geometrischen  Analysis  an ,  indem  wir 
beide  Linien  in  congrnente  Dreiecke  zu  bringen  suchen, 
jedoch  mit  möglichster  Benutzung  schon  vorhandener  und  Vermei- 
dung willkürlicher  Hülfstinien.  Schliessen  wir  demnach  das  Drei- 
eck AEG,  welches  die  Seiten  AE  und  AG  beide  enthalt,  eben 
deshalb  aus,  so  bleibt  uns  nur  die  Wahl,  über  AG  ein  zu  AED 
congruentes,  oder  über  AE  ein  zu  AGB  congruentes  Dreieck 
herzustellen,  da  die  genannten  Dreiecke  die  einzigen  schon  vor- 
handenen sind,  in  denen  die  fraglichen  Seiten  vorkommen.  Wir 
nehmen  nach  Willkür  den  ersten  Fall  (der  zweite  würde  gleich- 
falls zum  Ziele  führen)  und  legen  au  AG  —  AE  den  Winkel 
GAB '  —  EAD ,  machen  AU  — AD  und  ziehen  Gl/;  alsdann  wer- 
den die  Dreiecke  AED  und  AGB  congruent,  und  folglich  kann 
rückwärts  die  Gleichung  AE=zAG  nur  bestehen,  wenn  man  hat 


><t». 


.  AED  ==  AGU  *).  (2) 


Iii 


*)  Das  von  dfui»»  für  den  arithmetischen  llcgrinl  der  Congruenz  einge- 
führte Zeiclteu  (— )  zielten  wir  auch  für  den  geometrischen  Gebrauch  dem 
gewöhnlichen  (CS2)  vor.  weil  es  sich  leichter  schreiben  lügst,  und  oben- 
drein beim  schnellen  Schreiben  das  gewöhnliche  Zeichen  sich  vou  selbst  iu 
♦Ja-  eolcre  verwandelt«  Was»  man  sonst  zur  Kechtfcrliguiig  des  gewöhnlichen 
Zeichen*  auxufuhicii  pflegl,  dass  da»  l'ungrucn/zcichcn  sich  aus  dein  Gleich- 
heitszeichen und  dem  Aehnlichkcilszcicheu  ebenso  zusammensetze  wie  der 
liegriff  der  Congruenz  aus  den  begriffen  der  Gleichheit  und  der  Achn- 
Itchkeil,  zusanuneuge&ctzt  sei,  —  das  ist  wenig  mehr  als  eine  Spielerei,  die 
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Jetzt  führt  eine  Conthinirung  der  Bedingungen  (1)  und  (*2)  ta 
dem  Schlüsse  der  Analysis.  Die  Congruenz  in  (2)  erfordert  näm- 
lich unter  anderen,  das»  Winkel  AED=AGH  sei;  wegen  des 
Parallelismus  in  (1)  igt  aber  ausserdem  Winkel  AED—ABG, 
folglich  ABG  =  AGIi,  oder 

AGB  +  AGHr=i  R, 

.r 

und  diese  Bedingung  ist  hinreichend,  um  den  Punkt  G  und  da- 
mit das  gesuchte  Quadrat  durch  Construction  herzustellen. 

Synthesis.  Man  verlängere  die  längere  Seite  AB  des  ge- 
gebenen Rechtecks  ABCD  um  so  viel,  als  die  kürzere  Seite  be- 
tragt, also  um  AH—  AD,  construire  fiher  BH  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis,  und  verlängere  endlich  AD,  bis  sie  in  G  diesen 
Hai l»k reis  trifft,  so  ist  AG  die  gesuchte  Quadratseite,  aus  wel- 
chem das  Quadrat  AGFE=  ADCß  herzustellen  ist  —  (Hätten  wir 
den  vorhin  in  Klammern  angedeuteten  zweiten  Wreg  verfolgt,  so 
wurde  die  Synthesis  gelautet  haben:  Man  verlängere  die  kürzere 
Seite  des  gegebenen  Rechtecks  um  so  viel,  als  die  längere  Seite 
beträgt  n.  s/w.) 

Der  Beweis  der  Synthesis  (nach  der  treffenden  Bemerkung 
des  Herrn  Oberlehrers  Helmes  *)  gleichsam  die  Rechnnngsprobe 
für  die  Richtigkeit  des  gewonnenen  Resultats)  ist  ohne  Mühe  aus 
der  Analysis  zu  führen.  Zieht  man  nämlich  die  in  der  Synthesis 
noch  nicht  vorgekommenen  Linien  GB,  GE,  DB,  DE,  so  ist 
in  Folge  der  Construction  Winkel  IJGB=ft,  folglich  Winkel 
AGB  zu  ABG.  Ferner  ist  in  Folge  der  Construction  Dreieck 
AGH^AED,  folglich  auch  Winkel  AGIJ=AED,  und  dies  mit 
dem  Vorigen  verbunden  gibt  Winkel  AED  =  ABG ,  woraus  folgt 
ED  ||  BG.  Aus  dem  letzteren  Grunde  aber  ist  Dreieck  DEG=DEB, 
mithin  auch  Dreieck  AEG  —  ABD,  und  endlich  AEFG = A BCD. 

Anmerkung.  Wir  haben  diese  Auflösung  desshalb  hier  vor- 
angestellt, weil  sie  sieh  gleichsnm  von  selbst  zuerst  darbietet,  ob- 
gleich aus  ihr  der  PylhaenrSische  Lehrsatz  keineswegs  ohne  wei- 
teres hervorspringt. "  Dieses  werden  erst  die  beiden  folgenden 
Auflosungen  leisten. 

Zweite  Auflösung  (Taf.  V.  Fig.  3.). 

Analysis.  Es  sei  ABCD  das  gegebene  Rechteck  und  BD 
eine  Diagonale  desselben,  so  kommt  die  gegebene  Aufgabe  darauf 
hinaus:  „das  Dreieck  ABD  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  in 
welchem  Grundlinie  und  Höhe  einander  gleich  werdeu.*' 
Man  weiss  nun,  dass  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABD  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  den  Eckpunkt  D  an  irgend  eine  andere  Stelle 
der  Linie  DC  verlegt,  z.  B.  nach  E,  wo  Dreieck  ABE= AJ>D 


der  Schüler  tut  hl  einmal  vorsieht,  weil  er  von  Gleichheit  und  Achnlichkcit 
crsl  viel  später  etwa»  erfahrt  als  von  Congruenz.  Mit  mehr  Grnnd  konnten  vf  Lr 
dagegen  »igen:  "Weil  Congrueuz  mehr  sagt  als  Gleichheit,  so  xichen  wir 
drei  Striche  statt  nveier! 

•)  Jahresbericht  über  da»  Gymnasium  zu  Celle.  1844. 


Digitized  by  Google 


137 


ist  Da  indessen  bei  dieser  Verwandlang  Grundlinie  und  Höhe 
des  Dreiecks  noch  immer  ihre  anfängliche  Verschiedenheit  beibe- 
halten, so  lange  man  nämlich  Ali  als  Grundlinie  ansieht,  so  wird 
der  beabsichtigte  Zweck  nur  dadurch  erreicht  werden  können, 
dass  man  eine  andere  Dreiecksseite,  z.  B.  AE,  als  Grundlinie, 
und  mithin  ein  aus  B  auf  AE  oder  deren  Verlängerung  gefälltes 
Perpendikel  Bll  als  Höhe  des  Dreiecks  gelten  lässt.  Alsdann 
wird  die  Forderung,  dass  AE  —  BH  werden  solle,  keinen  Wider- 
spruch in  «ich  schliessen,  sobald  nur,  da  stets  AE^AD  und 
Bll  <^  AB  ist,  AB  als  die  längere  und  AD  als  die  kürzere  Seite 
des  gegebenen  Rechtecks  AB  CD  vorausgesetzt  worden  war. 

.  Es  werde  demnach  die  Aufgabe  als  gelöst  angenom- 
men, und  das  Dreieck  ABE,  dessen  Seite  AB  mit  der  längeren 
Seite  des  gegebenen  Kechtecks  zusammenfallt,  sei  das  gesuchte, 
in  welchem  mithin  die  Grundlinie  AE  der  Höhe  Bll  gleich  ist. 
Um  aus  dieser  Bedingung  AE=BII  weitere  Schlüsse  machen  zu 
können,  suchen  wir,  dem  Geiste  der  geometrischen  Analysis  ge- 
mäss, die  beiden  gleichen  Linien  AE  und  Bll  in  coogruente 
Dreiecke  zu  bringen«  mit  möglichst  geringer  Zuziehung  fremd- 
artiger Hülfslinien.  Dazu  bieten  sich  zwei  AVege,  nämlich  man 
kann  entweder  über  AE  ein  dem  Dreieck  BIIA  congruentes,  oder 
über  IIB  ein  dem  Dreieck  AED  congruentes  Dreieck  herstellen. 
Wir  wählen  den  ersten  Weg  (obgleich  auch  der  zweite  zum  Ziele 
fuhren  würde)  und  legen  an  AE=BII  den  Winkel  AEK=BIIA, 
und  da  man  von  selbst  schon  hat  Winkel  EAK=HBA,  so  wird 

AEK  =  BIIA. 

I>n\sc  Congruenz  schliesst  aber  weiter  die  Bedingung 

A  A  —  A  B 

in  sich,  und  da  man  letztere  jederzeit  selbststftnaig  herzustellen 
im  Statuta  ist,  so  hat  man  damit  alle  Erfordernisse  zur  Construc- 
tioo  des  Dreiecks  AEK  und  folglich  zur  Aufiindung  des  Punktes 
E  beisammen. 

Synth esis.  Man  verlangen  die  kürzere  Seite  AD  des  ge- 
gebeneu Kechtecks  ABCD  über  I)  hinaus,  bis  AK=AB  gewor- 
den ist,  und  construire  über  AK  als  Durchmesser  einen  Halbkreis, 
welcher  die  Seite  DC  in  E  schneidet,  so  ist  AE  die  gesuchte 
Quadratseite,  also  das  über  AE  construirte  Quadrat  AEFG 
=  AB(  I) 

Zum  Beweise  der  Svnthesis  ziehe  man  noch  KE  und  mit 
ihr  die  Parallele  Bll.  welche  die  Linie  AE  oder  deren  Verlän- 
gerung in  //  trifft.  Alsdann  erkennt  man  leicht  die  Kongruenz  der 
Dreiecke  AEK  und  BIIA,  folglich  ist  AE=BII,  und  da  ausser- 
dem in  Folge  der  Cnnstruction  AE  —  FE,  so  hat  man  auch 
IM—  FE ,  und  das  Dreieck  AEB  ist  die  Hälfte  des  Quadrats 
AEFG  über  derselben  Grundlinie  AE.  Zugleich  ist  aber  auch 
das  Dreieck  AEB  die  Hallte  des  liechtecks  ABCD  über  dersel- 
ben Grundlinie  AB,  folglich  endlich  AEFG— ABCD. 

Folgerung.  Es  liegt  nahe,  das  durch  BÄK  angedeutete 
Quadrat  BAKL  zu  vervollständigen;  wendet  man  aber  auf  das 
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dadurch  hinzukomm ehde  Rechteck'  CT) KL  <fie  vorige  Synthesis  an. 
so  findet  man  KE  als  die  Seite  desjenigen  Quadrat»,  welche* 
diesem  Rechteck  gleich  ist,  woraus  sodann  der  Pvtbago 
rhische  Lehrsatz  ohne  Mühe  hervorgeht. 


Analysis.  Wenn  man  wie  in  der  vorigen  Auflösung  darauf 
ausgeht,  für  das  Dreieck  ABD  ein  gleiches  ABE  an  die  Stelle 
zu  setzen,  in  welchem  die  als  Grundlinie  betrachtete  Seite  AE 
der  zugehörigen  Hohe  gleich  wird,  so  ist  es  nicht  nothwendig. 
den  Punkt  in  der  Seite  DC  seihst  anzunehmen,  sondern  der- 
selbe kann  auch  in  der  Verlängerung  von  DC  aufgesucht  werden. 
Es  sei  demnach  —  die  Aufgabe  als  gelost  angenommen  — ABF. 
das  gesuchte  Dreieck,  wo  jE  in  der  Verengerung  von  CD  liege, 
so  wird  das  Kriterium  für  die  Richtigkeit  dieses  Dreiecks  darin 
bestehen,  dass  das  aus  B  auf  die  Verlängerung  von  AE  gefüllte 
Perpendikel  BH  der  Grundlinie  AE  gleich  sei.    Um  diese  liedin 


beiden  gleichen  Linien  AE  und  BH  in  congruente  Dreiecke  zu 
bringen.  Wir  wählen  dazu  unter  den  beiden  möglichen  Fällen, 
die  wir  hier  nicht  weiter  anzeigen  wollen,  denjenigen  aus,  wo 
wir  über  AE  das  Dreieck  AEK=BUA  construiren ;  zur  Her- 
stellung dieses  Dreiecks  AEK  sind  sodann  sämmtliche  Bedingun- 
gen in  der  gegebenen  Aufgabe  enthalten. 

Synthesis.  Man  verlängere  die  kürzere  Seife  AD  des  ge- 
gebenen Rechtecks  ABCD  über  D  hinaus,  bis  AK— AB  gewor- 
den ist,  und  construire  über  AK  als  Durchmesser  einen  Halbkreis, 
welcher  die  Verlängerung  der  Seite  DC  in  E  schneidet,  so 
ist  AE  die  gesuchte  Quadratseite,  also  das  über  AE  construirte 
Quadrat  Ati FL ABCD. 

Diese  Synthesis  stimmt  bis  auf  die  mit  Sperrschrift  ge- 
druckte Stelle  wörtlich  mit  der  vorigen  überein,  und  ebenso  kann 
auch  der  vorige  Beweis,  riebst  der  Folgerung,  wörtlich  hier  wie- 
derholt werden. 


Dritte  Auflösung  (Taf.  V.  Fig.  4.) 


uchen  wir,  ganz  wie  früher,  die 
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XVII. 

Bemerkungen  über  reguläre 
Körper. 

4 

Von 

■  »        4  '  I 

Herrn  F i scher, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbschule  %u  !lnjreuth> 


 r- 


Die  kantenherühreode  Kugel  bei  regulären  Körpern. 

.  .■ 

Diejenigen  Lehrbucher  der  Stereometrie,  welche  die  Lehre 
von  den  regelmässigen  Polyedern  ausführlich  behandeln  und  na- 
mentlich von  der  um-  und  einbeschriebenen  Kugel  sprechen,  soll- 
ten das  Dasein  einer  kantenberuhrenden  wenigstens  anführen. 
Diese  Kordenina:  stützt  sich  auf  folgende  Grt 


mdc 


§.  1.  Wie  eine  reguläre  geradlinige  Figur,  entsprechend  ihren 
«frei  Dimensionen  und  den  zwei  Bedingungen,  die  zu  ihrer  Exi- 
stenz erforderlich  sind,  zwei  Kreise  bedingt,  die  mit  ihr  einerlei 
Mittelpunkt  haben;  ebenso  bedingt  ein  regulärer  Korper  gemäss 
seinen  drei  Dimensionen ,  gemäss  den  drei  Bedingungen,  die  seine 
Definition  enthält,  auch  drei  Kugeln,  die  mit  dem  Korper  einerlei 
Mittelpunkt  haben. 

$.  2.    Auf  der  Oberfläche  der    {  SbSäSÄSSSlj  *uB«i 

r.  j  '     fumbeschriehene  Kreis-)'  ,    n  i  iL  v-!» 

liegt  der  j        Mittelpunkt        j  der  Grenzfläche;  warum  soll  qei 

eiubeschriehene  Kreis  ider  ausgehen,  warum- soll  er  nicht  ^ebenfalls 
seine  Kugel  beanspruchen  dunen?  Da  ein  Punkt  im  Räume  r>w 
durch  drei  Forderungen  bestimmt  ist,  so  darf  bei  dem  Mittelpunkte 
eines  regulären  Polyeders  keine  seiner  drei  Eigenschaften  tiber- 
eangen  werden.  Ein  solcher  Mittelpunkt  gehurt,  ebensogut  wie 
der  einer  einzelnen  Grenzfläche,  zu  den  Unendlich  vielen;  welc'h'ei 
in  Bezug  auf  letztern  1)  von  allen  ihren  Spitzen,  2)  von(  allen 
ihren  Seitenlinien  gleichwcit  entfernt  sind. '  Hiezu  .kommt  noch  als 
dritte  unterscheidende  Förderung  bei  dem  einen  Punkte,  dass  er 
ia  der  Grenzebene  selbst  liegen*  bei  dem  -andern,  'dass  or  von 
der  Grenzfläche  und  andern  Ebenen  gleichweit  entfernt,  sein  soll. 
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§.  3.   Wahrend  man  in  Lehrbüchern  zu  zeigen  sieb  bemüht: 

„  In  jedem  regelmässigen  Körner  gibt  es  einen  Punkt, 
„der  von  allen  Ecken  und  Flächen  gleichweit  ent- 
fernt ist" 

beweiset  man  auch  —  ohne  jedoch  letztere  Thatsache  und  insbe- 
sondere die  aus  derselben  hervorgehende  Existenz  einer  kanten- 
berührenden  Kugel  zum  wissenschaftlichen  Bewusstsein  zu  brin- 
gen —  dass  derselbe  Punkt  von  allen  Kanten  gleichweit  entfernt 
ist.  Die  Entfernungslinie  oder  der  Radius  der  kantenberührenden 
Kugel  ist  sogar,  als  Halbirun^slinie  des  Neigungswinkels ,  eine 
wichtige  Hilfslinie  fär  den  Beneis  des  genannten  Lehrsatzes. 

§.  4.  Wenn  ein  Körper  so  beschaffen  ist,  dass  man  ihm  eine 
kantenberuhrende  Kugel  einbeschreiben  kann,  so  folgt  schon  aus 
dieser  einzigen  Eigenschaft  eine  grössere  Annäherung  seiner  Ge- 
staltung an  Kegelmassigkeit,  als  wie  sie  durch  die  Zulässigkeit 
von  einer  der  beiden  andern  Kugeln  bedingt  ist.  Denn  in  diesem 
Falle  lassen  sich  offenbar  allen  Grenzflächen  Kreise  einbeschreiben, 
deren  Berührungspunkte  durchgehends  paarweise  in  einem  Punkte 
einer  Kante  zusammenkommen. 

{J.  5.  Noch  mehr  zeigt  sich,  in  wiefern  die  kantenberuhrende 
Kugel  inniger  mit  regelmässigen  Gestaltungen  zusammenhängt, 
als  jede  der  beiden  andern,  wenn  man  annimmt,  dass  ein  Kor- 
per zwei  concentrischc  Kugeln  zulasse. 

I.  Wenn  man  einem  Korper  eine  Kugel  umbeschreiben  and 
eine  concentrische  einbeschreiben  kann,  so  folgt  nur: 

1)  dass  die  Grenzebenen  Figuren  sind,  denen  sich  Kreise 
umschreiben  lassen,  und 

2)  dass  die  Halbmesser  dieser  Kreise  gleich  sind. 

Wohl  aber  können  die  Grenzflächen 

c)  unregelmässig,  b)  an  Seitenzahl  verschieden  und  c)  un- 
gleich zu  einander  geneigt  sein. 

Anmerkung.  Hieher  gehört  z.  B.  jedes  senkrechte  Prisma 
mit  regulärer  Grundflache,  bei  welchem  der  einbeschriebene  Kreis 
der  letzteren  einen  der  Höhe  des  Prismas  deichen  Durchmesser 
hat.  —  Jedes  also  beschaffene  Prisma  und  Jeder  hieher  gehörige 
Körner  schliesst,  wenn  er  nicht  einer  der  filnf  platonischen  ist, 
die  kantenberuhrende  Kugel  aus. 

II.  Gibt  es  in  einem  Körper  einen  Punkt,  von  dem  aus  eine, 
seine  Kanten,  und  eine,  seine  Flächen  berührende  Kugel  sich  con- 
struiren  lässt,  so  müssen 

■  4 

1)  den  Grenzfiguren  sich  Kreise  einbeschreiben  lassen  von 
der  J.  3.  erwähnten  Art;  ferner  müssen 

* 

2)  die  Halbmesser  dieser  Kreise  gleich  sein ,  es  werden  also 
auch 
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'S)  die  Grenzflächen  gleich  zu  einander  geneigt  sein. 

Hiebei  können  die  Grenzflächen  nur  a)  unregelmässige  und  6)  an 
Seitenzahl  verschiedene  Figuren  sein. 

Anmerkung.  Der  Art  sind  von  mathematisch  behandelten 
Kürpern  das  Rhomboidal -Dodekaeder  und  das  Hhomboidal-Tria- 
kontaeder  (M.  Hirsch,  geom.  Au  fg.  II.  Berlin.  1807.  Seite  192.), 
ausserdem  mehrere  Krystalle.  Kein  hieher  gehöriger  Körper  lässt 
eine  umbeschriebene  Kugel  zu. 

III.  Lässt  ein  ebenbegrenzter  Korper  eine  umbeschriebene 
und  eine  concentrische  kantenberührende  Kugel  zu,  so  sind  die 
Grenzebenen  Figuren,  welche 

1)  durchaus  gleiche  Seitenlinien  haben, 

2)  einen  umbeschriebenen  und 

3)  einen  einbescbriebenen  Kreis  bestimmen,  also  regelmäs- 
sig sind. 

Diese  regelmässigen  Grenzflächen  können  aber 

a)  verschiedene  Seitenzahl  und  b)  ungleiche  Neigung 

zu  einander  haben. 

Anmerkung.  Alle  archimedischen  Korper  (in  der  angeführ- 
ten Schrift  Seite  149.  und  175.)  besitzen  die  ebenenvahnten  Eigen- 
schaften. Nur  zwei  (ebendaselbst  mit  VI.,  VII.  bezeichnet)  haben 
auch  durchgehends  gleiche  Flächenwinkel.  —  Die  archimedischen 
Körper  entbehren  der  flächenberühreuden  Kugel. 

Man  sieht  aus  den  Fällen  II.  und  III.,  im  Vergleich  zu  I., 
dass  durch  die  kantenberührende  Kugel  eine  Folgerung  mehr,  ein 
Schritt  weiter  zur  Regelmässigkeit  bedingt  ist 

6.  6.  Der  planimetrische  Satz:  „Wenn  sich  einer  geradlini- 
gen Figur  ein  Kreis  um  -  und  ein  concentriscber  einbeschreiben 
läüst,  so  ist  sie  regelmässig "  (indet  in  der  Stereometrie  kein  Ana- 
logori,  so  lange  der  in  6.  3.  aufgeführte  Lehrsatz  seine  gewöhn- 
liche Fassung  behält.  In  dieser  lässt  er  —  als  unvollstnädig  — 
keine  Umkehrung  zu,  wie  aus  §.  5.  1.  deutlich  hervorgeht.  Wird 
aber  jener  Lehrsatz  so  gefasst: 

IV.  Wenn  es  einen  regelmässigen  Kffrper  gibt,  so  befindet 
sich  in  ihm  ein  Punkt,  der  von  allen  Ecken,  Flächen 
und  Kanten  gleich  weit  absteht;  oder:  so  lässt  er  drei 
concentrische,  eine  Ecken-,  Kanten  -  und  Flächenkugel  zu; 

so  liefert  seine  gänzliche  Umkehrung,  deren  Richtigkeit  aus  der 
Verknüpfung  der  Fälle  I.,  II.  und  III.  des  §.  5.  hervorgeht,  in 
schönster  Weise  das  gewünschte  Analogon: 

» 

V.   Wenn  ein  Polyeder  die  oft  genannten  drei  concentrischen 
Kugeln  zulässt,  so  ist  es  regelmässig. 

Anmerkung  1.  Wie  jedes  Dreieck  zwei  Kreise,  einen  Um- 
und  einen  excentrischen  Innenkreis,  ein  gleichseitiges  aber  zwei 
concentrische  zulässt ,  so  gibt  es  ftir  jede  reguläre  Pyramide  drei 
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Kugeln  besprochener  Art,  die  stets  excentrisch,  nur  beim  Terrae- 
der  concentrisch  sind. 

Anmerkung  2.  Noch  sind  vielleicht  folgende  Umkehrungen 
io  Beziehung  aui  den  behandelten  Gegenstand  nicht  ohne  Interesse. 
Ein  ebenbegrenzter  Körper  gehört  zu  den  regulären,  wenn  er  ist: 

1)  bei  gleichgrossen  Grenzflächen,  concentrisch  nach  Ecken 
und  Kanten ; 

2)  bei  gleichen  Kanten,  concentrisch  nach  Ecken  und  Flachen; 

3)  bei  gleichen  ebenen  Winkeln,  concentrisch  nach  Kanten 
und  Flächen; 

4)  bei  gleichgrossen  Flächen  und  Kanten,  centrisch  nach 
den  Ecken; 

5)  bei  gleichen  Kanten  und  ebenen  Winkeln,  centrisch  nach 
den  Flachen; 

6)  bei  gleichgrossen  Flächen  und  ebenen  Winkeln,  centrisch 
nach  den  Kanten. 

Das  Aufstellen  und  Beweisen  solcher  Umkehrungen,  deren  es  noch 
mehrere  gibt,  dürfte  eine  gute  Uebung  lür  »Schüler  sein. 

§.  7.  Es  handelt  sich  nicht  um  die  »Sucht  nach  Analogien; 
vielmehr  zeigt  das  bisher  Gesagte,  und  namentlich  die  Umkenrun- 

Seu  V.  etc.,  dass  die  kantenberührende  Kugel  in  nothwendigem 
usammenhange  mit  den  regulären  Körnern  steht,  und  dass  dess- 
halb  der  gewöhnlich  aufgestellte  Lehrsatz  (§.  3.)  und  mit  ihm  die 
ganze  Lehre  von  den  Diatonischen  Körpern  mangelhaft  bleibt,  so 
lange  dieser  Kugel  nicht  gedacht  wird. 

| 

§.  8.  Eben  wegen  des  erwähnten  innigen  Zusammenhange« 
ist  man  genöthigt,  entweder  —  was  bei  dem  Dodekaeder,  meines 
Wissen**,  gewöhnlich  geschieht  —  den  Halbmesser  der  Kanten- 
kugel selbst  zu  benützen,  oder  denselben  durch  eine  andere  Di- 
mension zu  ersetzen,  wenn  die  Construction  der  andern  Kugel- 
halbmesser und,  bei  Ausschluss  sphärischer  Trigonometrie,  die 
Berechnung  letztgenannter  Linien,  des  Kubikinhaltes,  so>vie  des 
Neigungswinkels  verlangt  wird.  Will  man  aber  ein  einziges,  rein 
geometrisches  Gesetz  aufstellen,  nach  dem  sich  sämmtliche  plato- 
nischen Polyeder  berechnen  lassen,  so  wird  man  bei  allen 
angemessensten  den  erwähnten  Halbmesser  zu  Hilfe  nehmen. 


rein  geometrisches  Gesetz  zur  gleichartigen  Berechnung 
der  wichtigsten  Stücke    und   des   Kubikinhaltes  regulärer 

Körper. 

6.  9.  WTird  irgend  ein  Körper,  er  sei  regelmässig  oder  nicht, 
durengehends  von  7*kantigen  Ecken  und  7/tseitigcn  ebenen  Figuren 
begrenzt,  wnd  ist  S  die  Anzahl  der  Grenzflächen,  so  folgt: 


V 
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die  Aniatil  aller  ebenen  Winkel  WssmS; 

„    Körperecken  jE=^.  1?=™  S; 


I 

„      „       „   Kanten  AT = ^ .     =  ^  ^ « 
folglich  nach  dem  Euler  sehen  Lehrsätze: 

daher  die  Anzahl  aller  Grenzflächen: 

in 


2  (n  -f  m)  —  mwi 

auch  W7,  E  und  AT  bekannt  sind. 

Zusatz.    Hat  ein  solcher  Korper  aleichgrosse  Grenzflächen, 
and  bezeichnet  g  den  Inhalt  von  einer  derselben,  O  seine  Ober- 
»oist: 

0  =  ;  4W 


J  (?«  f  m)  — 


*  §.  10L  So  gut  sich,  dem  Torigen  Paragraphen  gemäss,  insbe- 
«nodire  bei  einem  regulären  Körper  die  Anzahl  aller  Seitenflächen, 
namentlich  aber  die  Oberfläche  nach  einer  und  derselben  Formel 
berechnen  lässt,  sobald  nur  die  Beschaffenheit  einer  Grenzfläche 
und  die  Anzahl  derselben  um  Ein  Eck  herum  bekannt  ist,  ebeuso 
ziht  es  ein  für  diese  Körper  allgemein  gültiges  Gesetz,  nach 
weichem  sich  blos  unter  letztgenannter  Voraussetzung  die  drei 
rvogelhalbniesser,  der  Kubikinhalt,  wie  auch  der  Neigungswinkel 
zwischen  den  Grenzflächen  eines  jeden,  ohne  Hilfe  sphärischer 
Trigonometrie,  berechnen  lassen.  Zugleich  wird  es  durch  dieses 
(■Pietz  überflussig,  den  elementaren  Berechnungen  nach  gewöhn- 
licher Weise  ein  Construiren  oder  mindestens  ein  Vorstellen  der 
f Testalt  eines  jeden  einzelnen  Körpers  vorausgehen  zu  lassen,  da 
dasselbe  nur  den  ebenerwähnten  Eul ersehen  und  den  §.  6.  IV7. 
aufgeführten  Lehrsatz  in  elementarer,  aber  allgemeiner  Fassung 
bewiesen  voraussetzt. 

{.  11.  Lehrsatz.  Gibt  es  irgend  einen  regelmässigen  Kor- 
per, dessen  Ecken  nkantig  sind,  so  finden  folgende  Sätze  statt: 

*I.  Die  Endpunkte  der  n  Kanten ,  welche  von  einem  Körner- 
eck auslaufen,  liegen  in  Einer. Ebene  und  ihre  Verbin- 
dungslinien —  kleinste  Diagonalen  der  Grenzflächen ,  jede 
=  a  (in  besonderen  Fällen  Seitenlinien,  also  d  =  a)  — 
bilden  eine  regelmässige,  wseitige  Figur,  Basis  des  Eckes 
genannt  (auf  welcher  der  Halbmesser  des  Eckes  senk- 
recht steht). 

II.  Der  Halbmesser  R  der  umbeschriebenen  und  der  Halb- 
messer 2t  der  kantenberührenden  Kugel  verhalten  sich 

Ii* 


164 

zu  einander,  wie  die  Kante  «  zum  Halbmesser  q  der 
Eckbasis,  oder  es  ist: 

R :  Ä  =  a :  q. 

Bew.  ad  1.  Es  bezeichne  A  das  körperliche  Eck ,  B,C,D.... 
die  Endpunkte  der  Kanten  und  M  den,  jedenfalls  vorhandenen 
Mittelpunkt  des  Korpers. 

Werden  M A ,  MB,  MC,  MD....  gezogen,  so  entstehen  lau 
ter  congruente,  gleichschenkelige  Dreiecke,  woher 

1)  Z.MAB=^MAC=sLMAD.... 

Werden  von  B ,  C,  D....  Lothe  auf  MA  gefallt,  so  wird  MA 
in  den,  vielleicht  i;och  verschiedenen  Punkten  F,  F' ,  Fn....  ge- 
troffen. Wegen  Folgerung  I)  jedoch  und  wegen  der  Gleichheit 
der  Kanten  sind  die  neu  entstandenen  rechtwinkeligen  Dreiecke 
congruent,  folglich  findet  statt: 

2)  AF=AF'—AF,f .... ,  d.  h.  die  Lothe  treffen  sich  in  einem 
einzigen  Punkte  F  des  Halbmessers  MA  und  die  Verbin- 
dungslinien der  Kanten -Endpunkte  bilden  eine  ebene, 
nseitige  Figur,  auf  welcher  MA  in  F  senkrecht  steht; 

3)  BF—CF=zi)F=....,  d.  h.  die  wseitige  Figur,  wovon 
ohnedies  jede  Seite  =ä  ist,  lässt  einen  umschriebenen 
Kreis  zu,  ist  also  ein  regelmässiges,  ebenes  wEck,  mit 
der  Seite  BC=d  (oder  a),  dem  Mittelpunkte  F  und  dem 
Halbmesser  FB  =  q. 

Bew.  ad  II.  Bezeichnet  K  den  Mittelpunkt  der  Kante  AB, 
so  i*t  MK  die  Haupthöhe  und  BF  eine  zweite  Höhe  des  gleich- 
schenkeligen  Dreiecks  MAB,  daher: 

MA :  MK  =  AB:  BF. 

Es  ist  aber  MA=zR,  dann  MK=2£,  ferner  AB=a  und  BF=zq, 
daher: 

0)    li:2l  =  a:q. 
§.  12.    Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  noch: 

oder 

Aus  den  beiden  Gleichungen  0)  und  ]))  ergiebt  sich  sogleich: 

a 

I.   2Ä=a.^r==~  für  dert  Durchmesser  der  Eckenkugel, 
II.   23E— y.  Tr  .      «  für  den  Durchmesser  der  Kantenkugel. 
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Anmerkung.  Die  Gleichung  J))  folgt  Schönaus  dem  als  be- 
wiesen vorausgesetzten  Lehrsatze  §.  ö.  IV. ,  hätte  sonach  hier  kei- 
ner neuen  Ableitung  bedurft,  wenn  für  gewöhnlich  von  der  kanten- 
berührenden Kugel  die  Rede  wäre. 

§.  13.  Der  Nenner  V  a*—  7*  ist  nichts  Anderes  als  der 
Werth  von  AFt  d.  h.  als  die  Entfernung  der  Spitze  des  körper- 
lichen Eckes  von  seiner  ßasis.   Man  erhält  daher  aus  1.  den  Satz: 

1)  Die  Kante  eines  regulären  Polyeders  i«t  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischem  dem  Durchmesser  der  umschriebenen 
Kugel  und  der  genannten  Entfernung  AF;  dagegen  er- 
hält man  aus  Gleichung  II.: 

2)  Der  Durchmesser  der  Kantenkugel  verhält  sich  zur  Kante 
selbst,  wie  der  Halbmesser  der  Eckbasis  zur  Entfernung 
der  letzteren  von  der  Eckspitze. 

Anmerkung.  Wie  die  letzten  beiden  Sätze  auch  aus  den 
Proportionen  MA:AK—AB:AF  und  MK:  AK=.  BF:  AF  folgen ; 
so  fässt  sich  namentlich  der  erstere  noch  mit  Hilfe  eines  Kreises 
ableiten,  der  von  M  aus  durch  A  und  H  geht,  indem  unmittelbar 
'2MA:AB=zAB:AF  ist.  Durch  diesen  Satz  wird  es  möglich,  den 
Halbmesser  der  kantenheriihrenden  Kugel  für  die  etwaigen  Be- 
rechnungen und  Constructionen  zu  umgehen,  wenn  man  statt  sei- 
ner die  wohl  minder  wichtige  Grösse  AF  oder  gar  ^2 AM — AF) 
noch  ausser  q  in  Anwendung  bringt,  wie  solches  in  mehreren 
Lehrbüchern  bei  dem  Ikosaeder,  mitunter  auch  bei  dein  Tetraeder 
oder  Oktaeder,  aber  nirgends,  soweit  mir  bekannt,  in  consequen- 
ter  Durchführung  und  ohne  Rücksicht  auf  die  besondere  Gestal- 
tung eines  einzelnen  Körpers  geschehen  ist. 

$.  14.  Bezeichnet  r  den  Halbmesser  des  umschriebenen,  0 
den  des  einbeschriebenen  Kreises  der  Grenzfläche  und  P  den 
Halbmesser  der  eingeschriebenen  Kugel,  so  bat  man  bekanntlich 
die  Gleichung: 

l*i=lP—Ti  (0der      =     —  0*). 

Setzt  man  hier  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Werth 
von  R  (oder  2t)  ein,  so  erhält  man  weiter: 


III 


"  aa— f/2      aÄ  I  „  A^ 


messer  der  ein- 
beschriebenen 


Wenn  C  den  Kubikinhalt  eines  regelmässigen  Körpers  bezeich- 
ne!, die  übrigen  Buchstaben  aber  ihre  bisherige  Bedeutung  behal- 
ten ,  so  ist: 
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Zusats.  Der  halbe  Neigungswinkel  ist  spitzer  Winkel  eine» 
rechtwinkeligen  Dreiecks,  eingeschlossen  von  den  Halbmessern  7C 
und  0,  gegenüber  dem  Halbmesser  P\  daher: 

sin^^:^  seci<p=s^,  tangi^^^  «.  s.  C 

§.  15.  Ausserdem ,  dass  rn  >  2  und  n  >  2  sein  muss ,  kann, 
schon  nach  $.  9.,  wegen  des  Nenners  der  dortigen  Brüche,  ein 
Korper  mit  gleichnamigen  Grenzfiguren  und  mit  Ecken  von  gleich- 
vielen  Kanten  nur  dann  bestehen,  wenn  2(«  +  m)>wwi  ist;  er 

wurde  undenkbar,  sobald  2 (n  +  w)  ~ nm  wäre.    Daher  kann  es, 

wenn  man  die  Körper  mit  convex-concaven  Ecken  nicht  besonders 
zählt,  überhaupt  nur  fünf  Gattungen  solcher  Körper  geben.  Da 
kein  Raum  voo  lauter  concaven  Ecken  umschlossen,  ein  regelmäs- 
siger Körper  seinem  Begriff  nach  nicht  convex«concav  sein  kaun, 
so  gibt  es  nur  filnf  reguläre  Körper. 

In  jedem  dieser  fünf  Fälle  ist  auch  0<a,  wessbalb  die  Werth« 
von  R,  2C,  P  and  C  reell  sind.  Wenn  aber  2(w -f- m) ~^nm  ist. 

so  ist  auch  q^a,  wodurch  R,  3C,  P9  C  unbestimmbar  oder  ima- 
ginär werden. 


Anwendungen  auf  die  fünf  möglichen  Falle. 

$.  16.   Anwendung  des  in  §.  11.  1.  enthaltenen 

Lehrsatzes. 

1.  Wird  ein  körperliches  Eck  von  drei  congruenten  gleichsei- 
tigen Dreiecken  gebildet,  so  ist  »=3,  daher  die  Basis  des  kör- 
perlichen Ecks  ein  gleichseitiges  Dreieck,  und  zwar  </=a,  also 


2.  Bei  einem  körperlichen  Eck  aus  vier  gleichseitigen*  gleich 
zu  einander  geneigten  Dreiecken  ist  n=4,  daher  die  Basis  ein 

V2 

Quadrat  mit  der  Seite  d=a  und  dem  Halbmesser  0  =  0-9-,  wo" 


*)  C=:\O.P  folgt  unmittelbar  aus  J.  6.  IV.  al«  Zu  «atz  onft  fM 
in  vielen  Lehrbüchern  ale  •olcher  gegeben. 
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3.  Bei  einem  körperlichen  Eck  ans  fünf  gleichseitigen  gleich 
ia  einaoder  geneigten  Dreiecken  ist  w  =  5,  die  Basis  also  ein  regel- 
Ftinfecfc  mit  der  Seite  d  =  a  und  dem  Halbmesser 


7=2"V  5  =  iö^W+2V5),  WoherVa>)  ="15"'. 

4.  Ist  das  körperliche  Eck  von  drei  congruenten  Quadraten 
gebildet,  so  ist  n=3,  die  Basis  des  Ecks  ein  gleichseitiges  Drei- 

V3  V6 

eck  mit  der  «Seite  d=aV2  und  dem  Halbmesser  y=<f.-j-=sa.-g-, 

—  ©'-* 

5.  Kommen  endlich  drei  congruente  regelmässige  Fünfecke 

im  Kurpereck  zusammen,  so  ist  n=3,  somit  die  Basis  des  Eckes 

.  1  +  V5     ,  . 

ein  gleichseitiges  Dreieck  mit  der  Seite  a=«r. — ^ — un<*  dem 

Uta««  ,=rf.£=„.<I±^-3,  .Uo  (|)*=^. 


§.  17.   Anwendung  des  Lehrsatzes  f.  11.  II. 
resp.  der  Formeln  des  §.  12. 

«a  1 

Bezeichnet  man  im  Allgemeinen  -5  5  =  /"*  "der 

,_,(*) 

—-   mit  f,  und  nach  den  fünf  besonderen  Fällen  mit  ft , 

/i>  »°  erhält  man: 

/iÄ=  J^7  =  *.  also  /i  =  iV6; 

1 — KT 

/ö  —  3-f   4  »  »  /i=i(l  +  V.w3. 


Für  den  Durchmesser  der  Erkenktigel  crhnH  man  sogleich  2N=af. 
Ferner  erhält  man  för  den  Durihmesser  der  Kantenkugel: 


V6 

2^ — f/ifi = a .  -TT- .  V3  =  a V2 ; 
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iÄi^tfi/i  ="•-_-  •  "2"  =a.i  V2; 

3 

Anmerkung.  Der  Factor  von  a  fär  2£  sei  im  Allgemeinen 
mit  t>  bezeichnet,  so  dass  also  2X  =  av  für  alle  Fälle  gelte. 

J.  18.   Anwendung  des  §.  14.,  nämlich  der  Formel 
für  den  Durchmesser  der  Flächenkugel. 

Um  2P  zu  berechnen ,  hat 


4r* 

in  den  ersten  drei  Fällen  ^«=1; 
im  vierten  Falle  £=2,  im  fünften  ^J*±^ 

V  * 

Bezeichnet  man  diese  Grosse  mit  /?*,  so  ist : 

/•         —     2        i—     6     —  12 — ' 

/?~-p4»=3-2=l; 

/•»    _a_3(l  +  V5)«    10  +  2V5  Ö0-22V6 

n  -p>  -    4  5 — = — 2ö — 

Bezeichnet  man  die  Wurzel  aus  jedem  dieser  Ausdrücke  mit  w, 
so  erhält  man: 

(34-v5)y3. 

w*~ — s — ' 


■ 
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Sogleich  ist  ßr  jeden  Fall  2P=aw. 

$.  19.   Anwendung  des  §.  14.  oder  der  Formel 
für  den  Kubikinhalt. 

Da  ausser  den  bereits  angeführten  (i Kissen  in  den  ersten  drei 

V3 

Fällen  immer  t»~3  und  g=a?.-j-,  im  vierten  m  =  4  und  g  =  a* 

und  im  fünften  m=5  und  g  =  o2.  \  V 5(5  +2  V5)  ist,  so  erhält  man 

4w  _ 

zunächst  für  S—^rz — : — ?  in  den  einzelnen  Fällen  folgende 

/  ~("  j  m)—nm  ° 

Werthe: 

N    4.3  4.4 
*=2(3+3)-3.3  =  4;  ^=2(4+3)-4.3=8; 

2(5+3) -5. 3-^'  Ä4~2(3+4)-3.4-°' 

c  1J*  _io 

•  2(3+5) -3. 5—  u* 


Va*  4r* 


also: 


Q  =  >  .4.  ^ .  ^ =«j.tW2; 
Vß  V3 

^=1.8.^  .-^.a»  =a».iV2; 

^».Sl^^..,  =a..A(3+V5); 

C4=i.6.1.o>  =a»; 


§.  20.    Berechnung  des  Neigungswinkels 

- 

zweier  Grenzflächen. 

Da  in  den  ersten  drei  Fällen  J-  =  ?y3,  im  vierten  <r-  =  -  nnd 

zg    a  La  a 

1       1  ; 

im  fünften         ~  V  5— 2  V5  ist ;  so  rechnet  man  äusserst  bequem 

..      Ä   0_    1  1 
sec'iv  =  -=2* = 

oder  auch 
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^     Ol»    1  1 

Man  erhält: 

secJo*=V3,  tgig)2  =  iv6.V3=V2; 

seci^Ul  +  VÖ^  tgi9>I  =  i(3+VÖ)V3.V3=4(3+V5); 
sec^>4  =  V2,    tglo>4  =  l; 

mc  iVft=I(l+V  5)*V" 5-2V  5)  tg  \tpö=    V  5(50  +  22y5)(5-2v5) 
=  ^10+24  5         j  =i(l+fö) 

Zur  Probe  findet  man  durchaus  sec*ty — tgai<p=l,  so 
also  die  Werthe  von  r,  w9  sowie  von  f  richtig  sein  müssen. 

Anmerkung.  Insofern  die  Berechnung  von  r  nach  §.  17.  we- 
niger Reductionen  erfordert  als  die  Berechnung  von  w  nach  j.  18, 
so  ist  jedenfalls  sec  jqp  am  bequemsten  zu  linden. 

§.  21.   Construction  des  Durchmessers  der 

Kantenkugel. 

Alan  sieht  aus  £.  17.  und  6.  18.,  dass  der  Durchmesser  der 
Kantenkugel  auf  einen  einfacheren  Zahlenwerth  fährt,  als  die 
Durchmesser  der  beiden  arideren  Kugeln.  Hieraus  lässt  sieb  auch 
darauf  schliessen,  dass  dieser  Durchmesser  im  Allgemeinen  am 
leichtesten  zu  construiren  ist.  In  der  That  gehen  aus  den  in  §.  17. 
gefundenen  Werthen  von  22t  folgende  Satze  hervor,  die  sich 
auch  einzeln  für  jeden  Korper  synthetisch  und  zwar  ohne  alle 
Schwierigkeit  beweisen  lassen : 

1)  Bei  dem  Tetraeder  ist  der  Durchmesser  22t,  der  kanten- 
berührenden  Kugel  so  gross  wie  die  Kathete  eines  gleichschenk- 
lig-rechtwinkeligen Dreiecks,  welches  die  Kante  zur  Hypotenuse  hat. 

2)  Bei  dem  Octaeder  ist  22^  so  gross  wie  die  Kante. 

3)  Bei  dem  lkosaeder  ist  die  Grösse  desselben  Durchmes- 
sers bestimmt: 

1  +  V5 

a)  unmittelbar  gemäss  der  Form  22t9  =  a. — ^ —  durch  die 

Diagonale  eines  regelmässigen  Fünfecks,  welches  die  Kante 
zur  Seite  hat,  d.  i.  durch  die  Diagonale  der  Eckbasis; 

b)  nach  der  Form  22t3  =  in(l  +  V5)  durch  den  Durchmesser 
eines  regelmassigen  Zehnecks,  welches  die  halbe  Kante 

zur  Seite  hat. 

4)  Bei  dem  Hexaeder  ist  22t+  =  der  Diagonale  der  Grenzfläche. 

5)  Der  Durchmesser  der  kantenberührenden  Kugel  bei  dem 
Dodekaeder  ist: 
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a)  nach  der  Form  %Xt  =  a.(-A^y  so  gross  wie  die  Dia- 
gonale eines  regelmässigen  Fünfecks,  welches  die  Diago- 
nale der  Grenzfläche  selbst  wieder  zur  Seite  hat,  d.  h.  wie 
die  Diagonale  eines,  parallel  zu  einer  Seitenfläche  geführ- 
ten Schnittes,  welcher  durch  die  nächstliegenden  Ecken 
geht; 

6)  nach  der  Form  2»6=2^i±i^.(l+VÖ)  so  gross  wie  der 

Durchmesser  eines  regulären  Zehnecks,  welches  die  halbe 
Diagonale  der  Grenzfläche  zur  Seite  hat,  d.  h.  des  in  meh- 
reren Lehrbüchern  gebrauchten  Schnittes,  welcher  durch 
den  Mittelpunkt  des  Körpers  parallel  zu  einer  Seitenfläche 
geführt  wird; 

c)  oder  nach  der,  für  die  Construction  bequemsten,  Form 
23^==a(l  +  Ü~^)  so  gross  wie  die  Summe  aus  der  Kante 
und  Diagonale  der  Grenzfläche. 

Anmerkung.  Wie  leicht  die  andern  beiden  Kugelhalbmesser, 
sowie  der  halbe  Neigungswinkel  eines  regulären  Körpers  durch 
Constructioo  sich  finden  lassen,  wenn  Ä  bekannt  ist,  leuchtet  von 
selbst  ein. 

$.  2*2.   Anwendung  ebener  Trigonometrie 
auf  obige  Formeln. 

Es  sei  y  der  halbe  Ceutriwinkel ,  «  der  halbe  Polygonwinkel 
der  Grenzfläche,  hingegen  d  der  halbe  Centriwinkel  der  Eckbasis, 
während  die  übrigen  Buchstaben  ihre  Bedeutung  behalten,  so  ist: 

Von  der  Grenzfläche  ist : 
r=\a. cosec  y,  Q  =  \a. ctgy,  </— 2.a.sina= 'ia.cosy 

die  Zahl  p*=z-^  =  cosec  *y. 
Von  der  Eckbasis  tot: 

q  =s  \d .  cosec  6  =  a .  sin  a .  cosec  d  =  a .  cos  y .  cosec  6 


a     sin  6 


cos  — 


Nun  folgt  weiter: 
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1  sind 

*  *|  ^ sin2^— cos*y 


sin  — 

n 


v 008,1  c°8G+»)co8G  ~») 

Bekanntlich  ist: 

i 

Ä:2C=a:y  =  siud:cosy,  also  auch       =  sin<5:co6y , 
woher: 

♦ 

n 

Hcosy  C08m 
V  sin'2<5  —  cos^     4/  /n     n\      /n  ti\ 

\  cosn  coa{m  +  n)COa\m-n) 

Ferner  ist: 


2  2  sin23  1  cos2d 

W  ~'      P  ~  si ii  2ä  -  cos  *y  ~~  si n  *y  ~"  C0 tg  *  '  sin  *d — cos  2y 


also 


III.   to^cotgy.^-  — = 

V  sin2o— cos*y 


7t 

cos  — 

71  11 


Nun  sind  die  Durchmesser  der  drei  Kugeln  folgende: 

2R=a.f,  2&  =  a.v  nnd2Psa.tr. 

* 

Der  Inhalt  einer  Grenzfläche  ist  =Jma2.  cotgy.  Daher: 


IV.  0=cr? — ,   a*.cotfir  — 
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\.C- l.O.w. «=^2(ii+/n)-«iii  a3- 


cotca-cos— 
7/in         .  b  tn  n 


-  cotcr8  —  .cos  — 
°  ;«  n 


Q+D-l  Vc°8*cK™+»)co8fi~») 

Anmerkung.    Die  Grossen  7  —  7,  und  ^-  +  ^erleiden  iur 

Korper  mit  gleichnamigen  Flächen  und  gleichviel -kantigen  Ecken, 
nmsomehr  für  reguläre  Körper  ($.  15  ),  folgende  Beschrän- 
kungen : 

«AI 

Wegen  0)  ist  c08(^— ^)  immer  positiv,  wegen  3»  ist 
cos  rr .  cos  ebenfalls  immer  positiv;  daher 

V  co8"co8(,7,+9co86_0 

reell,  so  lange  namentlich  die  zweite  Beschränkung  statt  findet, 
da  die  erste  ohnedem  da  sein  muss,  wenn  man  überhaupt  nur  an 
eine  Flächen-  und  Raumbegranzung  denken  will. 

Die  Verhältnisse  zwischen  den  Kugelhalbmessern  eines  einzel- 
nen Körpers  ergeben  sich  in  folgender  Weise: 


n 

P     ™     C08  n 

VI      -  =  -  -> 

^  ~~sin- 
ro 

n 

~  cos  — 

-,tl    Ä    v  m 

V1L  R=f  =  —' 
sin- 
n 

P    w  n  n 

VIII.  5=^=cotg-.cotg-. 

Das  Verhältnis«  VI.  gibt  zugleich  sin  \q>. 
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Das  Verhältnis»  VII.  gibt  den  Sinus  des  Winkels  zwischen  d 
Durchmesser  der  Eckenkugel  und  der  Kante. 

Das  Verhältniss  VIII.  gibt  den  Sinus  der  Neigung  vom  Durch  mes« 
s er  der  Eckenkugel  zur  Grenzfläche 


Weitere  Betrachtungen  dürften  wohl  hier  nicht  am  Orte  sein; 
wir  überlassen  sie  daher  dem  Leser. 


Heber  ein  paar  Doppelintegrale. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Sehl 6 milch 

an  der  Universität  zu 


Unter  den  bestimmten  Integralen,  welche  die  Aufmerksamkeit 
der  Analytiker  mehrfach  in  Anspruch  genommen  haben,  befindet 
sich  eine  ziemliche  Reihe  solcher,  die  unter  den  Formen 

stehen,  und  zwar  sind  dieselben  desswegen  von  Interesse,  weil  es 
meistentheils  nicht  so  leicht  ist,  convefgenfte  Reihen  für  ihre  Be- 
rechnung aufzustellen.  Es  wird  daher  nicht  ohne  Interesse  sein, 
wenn  ich  hier  ein  paar  allgemeine  Eiitwickelungen  gebe,  welche 
zeigen,  da»s  sich  die  meisten  jener  Integrale  aas  den  einfachsten 
Fällen  a>(#)  =  l,  y(x)~x9  nämlich  aus  den  sehr  bekannten  Formeln 

*  cos&r  ,       n  , 


y^*  COl 
o  5? 

f. 


•  siukx  *  


ableiten  lassen. 

Ich  gehe  von  dem  Doppelintegrale 
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itlicbe  Constanten  als  wesentlich  positive  G 
gesehen  werden  und  f(t)  eine  beliebige,  aber  innerhalb  der  Gren- 
zen t=0  bis  t—c  endliche  und  continuirliche  Funktion  bezeichnet. 
Da  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Funktion  zweier  Variablen 

COSÄX 

innerhalb  der  Integrationsgrfinzen  ar=0,  ar=oo,  (=0,  t~v  eben- 
falls endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  die  (Jmkehrung  der  (ntegra- 
tiousfolge  gestattet  und  demnach 

«     P  c       ■.  /**  cosforcosfcr  , 

Man  (Ibersieht  nun  auf  der  Stelle ,  dass  sich  hier  die  Formel 
(1)  anwenden  lässt,  sobald  man  das  Cosimisprodukt  in  eine  Cosi- 
oussumme  zerlegt  hat,  aber  man  darf  zugleich  nicht  fibersehen, 
da* s  jsne  Formel  ein  wesentlich  positives  k  voraussetzt,  und  diess 
nothigi  uns  zu  einer  Unterscheidung.  Ist  nämlich  erstlich  b  ^  c, 
so  ist  auch  6  >  t  wegen  der  Integrationsgraden  fiir  t,  und  mithin 
dürfen  wir 

cos6xcostr=icos  (b  +      + icos  (6  —  t)x 

setzen,  wo  6-f  t  und  6  —  t  zugleich  positiv  sind.  Man  bekommt 
dann  unter  Benutzung  der  Formel  (I)  für  A  =  b  +  t  und  Jc=b—t: 

d.  i.  durch  Vergleichung  des  ersten  und  letzten  Werthee  von  S, 
fiir  6>c: 


/°*  cos  kr  Pe 


(S) 


Ist  zweitens  6<c  (aber  natürlich  >0),  so  zerlege  man  das 
von  0  bis  c  gehende  Integral  in  zwei  andere,  welche  sich  von  0 
bis  6  und  von  b  bis  c  erstrecken;  es  wird  dann 

Hier  ist  im  ersten  Doppelintegrale  wegen  der  Inte; 
0  und  6,  zwischen  denen  i  liegt,  6>«  und  mithin 

cos/;.rcos  trr=icos(A-f  <)x  +  4  cos  (6 — f)ar; 
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im  zweiten  Doppelintegrale  dagegen  ist  zufolge  der  Integration»- 
gränzen  b  und  c  jederzeit  c>*>6,  und  mithin  rauss  man  hier, 
wo  *> 6  ist, 

cos  ix  cos  bx  =  \  cos  (t + 6) x  +  ;  cos  (t  —  b)x 

setzen.  Wendet  man  jetzt  die  Formel  (l)  an,  so  ergiebt  sich  auf 
der  stelle 

s=fo  m  dt  K  <-a(H,) + h ] 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

,  J  o 

ist,  so  kann  man  hieraus  die  Form 

■ 

+  £  ^f0  *  ^  e      + £ « f  "*yi  Vw <" 

ableiten.  Zerlegt  man  noch  das  dritte  Integral  in 

Ge**\J]  Cf^-"dl-£ 7(0*-*] 

und  vergleicht  darauf  die  erste  und  letzte  Form  von  S,  so  gelangt 
man  zu  dem  Theoreme: 

für  6<c: 

Z*00  cosbx       P  0 

=  Ta^+^lfo' «"*Vtt>*  \  (6) 

Bevor  wir  Beispiele  zu  diesem  nicht  unwichtigen  Satze 
wollen  wir  erst  ein  Correlat  dazu  aufstellen. 

Dasselbe  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  auf  das  Doppelintegral 
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/*"  sin  bx  n    /» • 

einx  die  vorigen  Transformationen  anwendet;  der  Unterschied  be- 
steht nur  darin ,  dass  man  das  in 

c     /*c  #v*  /#  /**  sin6£8jn«jf 

vorkommende  Sinusprodukt  in  eine  Cosinusdifferenz  zerlegt,  statt 
das*  früher  eine  Cosinussumme  vorkam.  Man  findet  so  ohne 
Schwierigkeit 

für  6>c: 


ferner 


(8) 


für  6  >  c : 

Als  erstes  Beispiel  benutzen  wir  die  Substitution  /X0={  "« 
die  Formeln  (8)  und  (9) ;  es  wird  dann 
fär  6>c: 

» 

y'*®  sin  bx  P'smxt 
Setzt  man  links  xt=>% ,  so  geht  das  nach  t  genommene  Integral  in 

raa±idx=Si(ex) 

J  0  x 

über,  wo  Si  den  Integralsinus  bezeichnet.   Nimmt  man  ferner  im 

tt  ti 
ersten  Integrale  rechts  <=— -  ,  im  zweiten  <  =  - ,  so  wird 

Theil  XI.  12 
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J-ae  U  J0      «  J tt 

/**  rftt  Pm  du 

—Joe  /  ÄC~<,""7=-/«(,J~ae)  +  «(e+Äe), 

und  mittelst  dieser  Transformationen  haben  «vir  jetzt 

.  t  ■  i  •  -     i  ■ 

Die  Formel  (9)  dagegen  gitbt  als  Werth  desselben  Integrale« 
im  Kalle  b  <  c : 

Hier  geht  die  erste  lategraldifferenz  lur  J  =  *  Uber  in 

p*  du  P*  du  ...  to  ... 


Die  zweite  Differenz  verwandelt  sich,  wenn  mau  im  ersten  Inte 

n  .  >.  .  * 
— ,  im  zweiten  t—  — 
a  a 


grale  t  =  — ,  im  zweiten  f=  — -  setzt,  wie  folgt: 


und  vermöge  dieser  Transformationen  wird  letzt 
för  6<c: 
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Geht  man  noch  zur  Gränze  für  unendlich  wachsende  e  über 
uod  erinnert  sich ,  *dass 

Lim  Si{cx)  =  Si(oo ) =^  » 
JLim/i(ß-flC)=/i(0)  =  0 

ist,  so  gelangt  man  zw  der  schon  bekannten ,  rtir  jedes  positive  n 
and  b  geltenden  Formel : 


Ein  zweites  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  die  Annahme 
f=*.  A0  =  "*"1t  *oüei  die  Formel 

^%-»co8^=r(ft)^^,0<<t<l 

a  Anwendung  gebracht  werden  kamt.   Die  Formel  (6)  giebt  jetzt 

_,,  .       ,       /**  cosoa:  da: 

Bezeichnen  wir  nun  wie  folgt: 

y"*  k 
uu-\e-Uflu  =  . 

>o  folgt  für  n=at,  k=ab: 

t/^V'«+-rf<=ir1(M,fl6), 

und  so  erhalten  wir  jetzt  ohne  Schwierigkeit 

cos  kr  da:    7t  e+°*  4-  , 

,  %r,(/i,ö6)  .  »rg(ft, a6)  . 


*o  man  nun  Tt  and  r%  leicht  in  convergirende  Reihen  verwan- 
dln kann. 

12* 
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Formel  (9)  giebt  in  ähnlicher  Weise 


Die 

sin  6a:  (Ix     «rH*— e~°* 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  p  =  \ ,  wo  f '(f*)  =  V  * 
wird;  man  hat  dann 


...» 


y^*    COSÖX    fix  71  p+oA  f-e~ < 

o    «a+^4Vl""V2   4a  Vi 

81065  _«/£  — e~a» 

.%/"*  r.c^aA)        aT5  r2q,o6) 

a2,  62,  i2,  f2  für  a,  6,  x,  «,  so  erhält  man 
Pm  cos(62:2)  ,  *     r  ,  ,  * 

rabdte^  /*' 

T4«»V2        i/o  4a*  V2  t/o 


Setzt  man  ■ 
aus  noch 


hier- 


Jo      o4+*4  4a»V2L  J 

4a3V2        Jo  4«3*/2  Jo 


Bemerkenswerth  ist  hier  noch,  dase  die  Differenz  beider  Inte- 
grale eine  algebraische  Grösse  (im  Sinne  Abel's)  darstellt. 


> . .  ■ 


< 

I 
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Untersuchungen  über  die  Theoreme 
von  Cotes  und  Moivre* 

Von  dein 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  au  Stralsund. 


Es  ist  bekannt,  wie  man  durch  die  Theorie  der  imaginären 

Form  a(cosqp  +  sinqp)  zur  Kenntniss  der  sämmtlichen  imagi- 
nären Wurzeln  der  (Gleichung  ;r"-f-l— 0  oder  at*  — 1=0,  und  da- 
durch zur  Zerlegung  der  Functionen  xn  -f 1,  ar"  — 1  in  Factoren 
ersten  Grades  gelangt.  Werden  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Facto- 
ren durch  Multinlication  zu  einem  reellen  Factor  zweiten  Grades 
vereinigt,  so  erhält  man  eine  Darstellung  jener  Functionen  durch 
ein  Product  aus  reellen  Factoren  des  ersten  und  zweiten  Grades. 
Üiese  Herleitung  des  Cotesischen  Theorems  ist  zwar  höchst  ein- 
fach, aber,  da  sie  auf  imaginären  Betrachtungen  beruht,  nichts 
weniger  als  elementar,  weshalb  eine  Herleitung  ohne  Hülfe  des 
Imaginären  diesen  Gegenstand  dem  Anfänger  vielleicht  zugäng- 
licher machen  dürfte;  denn  wenn  es  ihm  auch  keine  Schwierig- 
keit macht,  mit  imaginären  Formen  zu  rechnen,  so  versteht  er  da- 
mit doch  noch  nicht  die  Bedeutung  derselben,  wie  wir  überhaupt 
eine  lichtvolle  Theorie  über  das  Wesen  des  Imaginären  wohl  noch 
zu  erwarten  haben.  Die  Darstellun^smethode ,  welche  ich  auf  den 
Cotesischen  Satz  anwende,  wird  sich  auch  auf  den  Moivreschen 
Satz  ausdehnen  lassen;  eine  Herleitung  des  letztern  ohne  Hülfe 
des  Imaginären  ist  übrigens  von  Göpel  im  VI.  Bande  des 
Archivs  Seite  102.  IT.  bekannt  gemacht 


Zerlegung  der  Function  X=x*  +  1. 

S 

Es  sei  xr — ttx+ß  ein  binomischer  Divisor  der  Function 
4r"  -f  1 ,  der  sich  nicht  in  einfache  reelle  Factoren  zerlegen  lässt ; 
danu  muss,  wie  aus  der  Gleichung  a^— + 0= (*—;«)*—( Ja*H?) 
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hervorgeht,  ß  positiv  und  zugleich  Jct*<|J  »ein.  Um  er  und  ß  zu 
bestimmen,  setze  man 

_^±^=^-a-f^Iar--H^-4+...  +  A^x  +  A^, 

• 

multiplicire  zu  beiden  Seiten  mit  dem  Nenner  linker  Hand,  ordne 
rechter  Hand  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  und  identificire 
beide  Seilen  der  Gleichung ;  dann  erhält  man  folgende  Relationen : 

Ax  =  a, 
A9=ßAt-fi, 

A$  =  ccA 2  —  ßA\ , 


4  '  - 


A*-2 =  uA+-3  —  ßA+~v 

0  =  CtAn~^~ßAn-3. 
1=  ßA-*. 

Der  Coeflicicnt  ß  lässt  sich  sogleich  bestimmen,  wenn  man  a 
zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Relationen  eliminirt.  Es 
kommt  nämlich  : 

Ax*-A%       =  0,  I 

AS-AtA^ßW-Aj  =ß\ 
Af-  A2AA=zß{At*  -  Ax  A.A)=ß>, 

' '    ■      .     .      .      .  .  1  ■ »  • »  i  *■  »1^  4  ■ 

A\-3  -  An-4  An-*  =  ßn~* , 


A\^ 


•r<i 


In  Folge  der  letzten  Gleichung  muss  ß  —  l  sein,  wenn  n  un- 
gerade; wenn  n  aber  gerade,  so  kann  es  zwar  sovrohl  =1  als 
—  ~~\  sein,  indessen  bat  man  auch  hier  ß---\  zu  nehmen,  da  es 
nach  dem  Obigen  positiv  ist.  Es  ist  also  ß  =  l,  folglich  wegen 
der  Gleichung  ßA„^=\  auch  An^=l.  Eliminirt  man  nun  ß  und 
aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erbalt  man 


A\  —  c , 
At  =  aAl  —  1, 
«4j  =  ctA^  —  Ax , 
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Bestimmt  nun  aus  diesen  Relationen  rückwärts  Au-* , 
,  etc.,  so  erhält  man  leicht 

i.  ■  *  . 

An-<i=,Al ,  An-i=^Ax*  Am-t = Az ,  u.  s.  w,, . 
und  in  der  Reihe 

A\t  A%,  A$y....Au—s>  Am— 4*  An—z 


sind  folglich  je  zwei  von  den  Enden  gleichweit  abstehende  Coefli- 
cienten  einander  gleich.    Auch  liegt  dies  ganz  in  der  Natur  der 

Sache;  denn  wenn  man  in  (1)  .?=-  setzt,  so  Gndet  man 

y  .  •  ■ 

und  die  Vergleichung  dieser  Relation  mit  (1)  fährt  unmittelbar  zu 
der  im  Torhergehenden  angezeigten  Gleichheit  der  Coeflücieuten. 

Die  unmittelbare  Bestimmung  der  Grössen  Ai  9  A^i  A$  |  ••».  An — 3, 
a  aus  den  Relationen  (2)  durch  gewöhnliche  Substitution  führt  uns 
jedenfalls  zu  einer  höhern  Gleichung;  es  lassen  sich  aber  inde- 
pendente  Ausdrucke  für  dieselben  fanden,  wenn  man  a=2cos<p 
setzt,  was  jedenfalls  erlaubt  ist,  da  nach  dem  Vorhergehenden 
Ur*<l,  folglich  a2<4,  und  der  absolute  Werth  von  a  kleiner  als 
2  ist. 


Benutzung  der  bekannten  Formel 

sin  (n  -f  l)<p  =  2cos  q>  sin wcp — sin  («  —  l)<p 
giebt  nach  und  nach 

m  _  2  cos  y  a  in  2<y  -~  sin  y  sin3y 

*  sin  9  sin  9 

2  com  y  8  in  3y  —  sin  2<p  *in4<p 

s  sin  y  sin  y 

1  ■ 

9  *  4 

(3) 

sin(n— 2)y 
smy  ' 

,     sin(n  — 1)cp 

1  =  -j  » 

sin  cp 

^*     sin  cp 

Abs  den  beiden  letzten  Gleichungen  erglebt  sich  der  Winkel 
tp,  nämlich 

(4)   y  = 


•  > 
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wo  k  eine  absolute  ganze  Zahl  bedeutet.  Die  Rechnung  giebt 
übrigens  <p  =  ±^i-i«,  indessen  hat  das  Vorzeichen  auf  cos  <p 

keinen  Einfluss,  deshalb  es  weggelassen  werden  darf.  Somit 
wissen  wir  jetzt,  dass  die  trinomische  Form 

... 


•  -  l 


2*  +  l 


(5)  **-2arcos--~-  »  +  1 
>  n 


ein  Divisor  der  Function  ar»  +  l  ist,  und  kennen  zugleich  die  dem 

Quotienten   %k±\          gleicne  ganze  Function  von  x, 

a;*— fccos — --n  +  l 
n 

wobei  noch  zu  bemerken,  dass  der  Zähler  in  dem  Ausdrucke  von 

Ap^lt  nämlich  sinp^-sin^i^pTt  am  zweckmassigsten  auf  die 

einfachste  Form  gebracht  wird.  Um  dies  zu  bewerkstelligen,  sei 
&  der  bei  der  gewöhnlichen  Division  mit  n  in  (2*  +  l)p  bleibende 
Rest,  so  dass  (2*  +  l)p  =  qn  -f  #  und  #<n;  dann  wird 

'21- 4-1  &n  &n 

~-  f>7P==  sin  (qn  +  — )  =  (-  1)' sin— 

Sollte       \n  sein,  so  kann  man  auch  sin  -  ,  statt,  sin  n 

nehmen,  wo  dann  «  —  #<in  ist.  , 

Aus  dem  Ausdruck  (5),  in  welchem  k  eine  beliebige  absolute 
ganze  Zahl  ist,  sieht  man,  dass  es  mehrere  verschiedene  trino- 
mische Divisoren  von  x*  +  1  giebt.  Diese  sämmtlichen  Divisoren 
sind,  wie  leicht  erhellet, 

2xcos  £  -f  1 ,  *a- 2*  cos     + 1 , ....  **-2* cos  (W~~*  ^  I  1 

far  ein  gerades  n,  und 

2arcos-  +  l,  ara-2arcos  —  +  1 ,  ....x*-2j:cos^— — +1 
n  n  » 

för  ein  ungerades  n,  die  Anzahl  derselben  also  im  ersten  Falle 
gleich       im  andern  gleich  ^ — 

Demnächst  ist  nun  die  Zerlegung  von  a*+l  in  Factoren  leicht 
zu  bewerkstelligen,  wenn  man  nur  folgenden  Satz  von  den  ganzen 
Functionen  berücksichtigt:  „Wenn,  indem  Z,  Z' ,  N  ganz^Func- 

tionen  mit  reellen  Coefßcienten  bedeuten,  die  Bruchform  — eine 

ganze  Function  ist,  und  N  und  Z  eine  Constante  zum  grössten 

gemeinen  Maasse  haben,  so  muss  ^  eine  ganze  Function  sein." 
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Dieser  Satz,  dessen  Beweis  ich  hier  übergehen  darf,  findet  An- 
wendung auf  das  Obige. 

Zuerst  sei  X=xn-\-  l  =  (or2  —  &r  cos  —  +  l)Xl,  wo  X*  eine 

71 

eanze  Function  vom  (n— 2)ten  Grade  ist;  nun  ist  das  Product 
rechter  Hand  durch        2arcos — +1  theilbar,  folglich  Xx  durch 

diesen  Factor  theilbar.   Man  kann  also  Xt  =  (ora— 2a; cos—  +1)-^ 

setzen,  und  erhält  dadurch 

i  .     "i  i       .      ■  <      »    »  «.,-.■ 

_  o_  1 

JT=  (jr*— 2o:cos  -  + 1)  (jra-2ar  cos  ~  + 1)  Aa, 

• 

wo  eine  ganze  Function  vom  (n  —  4)ten  Grade  ist.  Diese  Zer- 
legung lässt  sich  für  ein  gerades  n  offenbar  so  weit  fortsetzen, 
bis  der  letzte  Factor  eine  Constante  wird,  und  diese  muss  =1 
sein,  da  das  höchste  Glied  in  X  die  Einheit  zum  Coefficienten 
hat  Ist  n  ungerade,  so  setzt  man  die  Zerlegung  fort,  bis  man 
auf  eine  ganze  Function  des  ersten  Grades  kommt,  von  der  Form 
ar+w,  und  zeigt  dann  leicht,  dass  o:  +  m  =  ar  +  l  sein  muss.  Da- 
her hat  man  / 

rl=(*»-2xcos£  +  2xcos^t+l)....(o;4-2jrco8(^=^+l) 
#•  jt  yt 

für  ein  gerades  w,  und 

*"+l=(*+ 1  )<a:*-2*cos  £  +l)(**-2a;cos  ~  -f  ]).... 

....(*»-- 2*  cos  (W~2)*  +  1) 

für  ein  ungerades  n. 

*\ 

•  .  •  :'  • 

Zerlegung  der  Function  A=;r»— l. 

Man  setze,  um  die  reellen  Divisoren  zweiten  Grades  zu  finden, 

1  ■  ] 

und  bilde  daraus  die  Gleichungen : 


-1  Z=ößn-+. 
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Mau  erhalt  ähnlich  wie  in  $.  1. 

Ä2»    -Blßs=S(Bi*-.Bt)  =  P. 


folglich,  da  5  positiv  ist,  8=1;  ferner,  wegen  der  Relation 
^i=8B^y  1;  mithin 

J5a  =yBt-l, 
B3  =yB*-Bl, 

Äi-3  ~YBn—*—  Bn-b, 

-t  ^yBn^-Br 
\     0  =y.-l-#„ 

Bestimmt  man  rückwärts  Bn-3,  2fn-4,....,  so  erhalt  man  leicht 

/^'i— 3  =  —  B\ ,       4—  —  Ä2 ,  Bn-n—  —  Äj ,  etc., 

und  iu  der  Reihe 

/?, ,  7f.2,  B3 ,  ....  Bn-i>>  Bn-±>  B% 


ist  folglich  die  Summe  von  je  zwei  von  den  Enden  gleich  weil 
abstehenden  Gliedern  gleich  Null.    Dies  erhellet  übrigens  auch 
leicht  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  I)  durch  die  Substitution 
1 

-  transformirt:< 

y 

Setzt  man  nun  g=2costp,  was  erlaubt  ist,  so  erhält  man,  wie 
in  §.  1.,  nach  und  nach 

sin  5ty 
1  sin^ 

sinjty 


3)   \  n        sin(yt  — 2)t/; 
*  sini// 

 j  _sin(tt— l)t/j 


~         sin  ttib 

0  =li»*i 
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um!  »us  den  beide»  letzten  Gleichungen 

4)   ♦  =  — ' 

**"o  k  eine  absolute  ganze  Zahl  mit  Ausschluss  der  Null  bedeutet. 
We  trinomwcheii  Divisoren  von  ar»— 1,  welche  in  der  Form 

5)    X*-2*COS^p  +  l 

begriffen  sind,  werden  also  sein 

♦ 

jr»— 2*cos^+l,  cos  —  + 1 , .... x* - 2x cos(-^^  + 1 

n  n  n 

für  ein  ungerades  n,  -und 

—  2xcos  — x*  —  2#cos-— i-f  1,....** — 2a;  cos  —  +1 

n  »  n 

r 

für  ein  gerades  n. 

Beachtet  man  nun,  dass  im  ersten  Falle  die  binomische  Form 
x — 1,  im  andern  die  beiden  binomischen  Formen  x—\,  ar-f-1 
Divisoren  von  x9—l  sind,  so  wird  man  leicht  folgende  Zerlegung 

^  +  l)(:r*-2:rcos^-fl).... 
n  n 

....(*»— 2^cos^^  +  l) 

•» 

für  ein  ungerades  n,  und 

1  =(x-  l)(ar-f  l)tr2— £rco*  ^  f  !)(*•— 2arcos  —  +l).... 


....  (x*-  Ixcos (W    2)*  +  1) 


ein  gerades  ». 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  <1)  und  1)  för  die  darin  vor- 
kommenden Grössen  ihre  Werwe,  so  erbalt  man  awei  Formeln, 
weiche  in  einer  bekannten  Formel  als  gueciette  Falle  enthalten 
Diese  Formel  ist  nämlich  folgende : 

sin  0  -f  x  sin  20 + x*  sin  3fr  + . . . .  -f  x+-*  sin  (n- 1)  0 
«in    —  ar"— 'sin  nfl  •+  x*  sin  (w  —  1)  fr 
~"  ar*~2a;coe*+t 
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Dieselbe  geht  nach  einfachen  Reductionen  in  (1)  oder  1)  über, 

jenachdem  man  d—^^—* ,  oder  &  =  ^?  setzt.    Die  vorher- 

sehende  allgemeine  Gleichung,  deren  Herleitung  ohne  Hülfe  des 
Imaginären  aber  wohl  nicht  ganz  einfach  sein  dürfte,  kann  also 

ebenfalls  zum  Nachweis  dienen,  dass  x* — %x cos — j — -»-f  1, 
x%  —  2.?  cos  + 1  resp.  Divisoren  von  xn  +  1 ,  xn—  1  sind. 


§.  4. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebf  sich  die  Losung  folgender 
Aufgabe : 

Man  soll  in  dem  allgemeinen  Aasdrucke  der  trinomi- 
scheo  Factoren 

•  ■  ,  » 

.r2—  ax-\-\  oder  #2 — y-r  +  l 

von  a?"-f  1  oder  xn — 1  die  sämnitlichen  Werthe  von  croder 
y  durch  eine  Gleichung  darstellen. 


In  Bezug  auf  die  Function  xn  -f  1  muss  diese  Gleichung  vom 

ten  oder  vom  (  — ^—  )ten  Grade  sein,  jenachdem  n  gerade 

oder  ungerade;  in  Bezug  auf  die  Function  xn  —  1  aber  wird  sie 

vom  ^2  -^ten  oder  vom  ^-^-^ten  Grade  sein,  jenachdem  n 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Bestimmt  man  mittelst  der  Relationen  (2)  die  Coeflficienten 
Ag,  A%,  A3,....  durch  gewöhnliche  Substitution,  so  findet  man 

A2=a*-l, 
i,  i  J,  =  a»-2a, 

AA  =  «*~  3a2+l, 

4,  =  «*— 4as  +  3a,  « 
u.  s.  w. 

Der  Gang  der  Entwicklung  zeigt,  dass  bei  diesen  Werthen 
die  Vorzeichen  der  Glieder  abwechseln,  und  die  Exponenten  von 
«  stets  um  2  aliuehmeu ;  der  Geübte  wird  ferner  auch  das  Gesetz 
entdecken,  welches  die  numerischen  Coefficienten  der  Glieder  be- 
folgen.   Es  ist  nämlich  allgemein 

[1]    ^J,  =  «f-(p-l)l«J»-2+  (p-2),«J»--*-(/>-3)8aP-*-f 
die  Reihe  so  weit  fortgesetzt,   bis  sie  von  selbst  abbricht.  Die 


i  Digitized  by  Google 


Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  a  posteriori  durch  die  Bernoul- 
liscbe  Schlüsse  eise  dar^ethan  werden.   Für  a  =  2cos<p  war  aber 

•ach  der  obigen  Entwicklung  ^  =  ^^^»  folglich  hat  man 
die  Gleichung 

wo  «  =  2cosqp  ist. 

> 

Diese  Gleichung,  nach  welcher  die  Function  linker  Hand  nach 
den  Potenzen  von  zcosqp  entwickelt  wird,  ist  bekannt.  Man  ge- 
lugt zu  eben  dieser  Gleichung,  wenn  man  von  den  Relationen  2) 

n  —  2 

ausgeht  und  dann  y=2cosi/>  setzt.   Für  /?  =  — ^— ,  wo  it  gerade, 

wird  nun  in  [2]  s\n(p+l)(p=B\f\  ^(p,  und  dieser  Ausdruck  ver- 

2tt    An       (n — 2)ts  , 

abwindet  fiir  q>  =  — ,  — , ....  ,  weshalb  die  sammtlichen 

n      n  n 

Werthe  von  a  in  dem  trinomischen  Factor  aar  +  l  von  a-— 1 
durch  folgende  Gleichung  vom  ^  ^  ^ten  Grade  dargestellt 
»erden : 

♦^-o.-^-o?-').«*- +-*•.. 

*o«  eine  gerade  Zahl  ist.  ,  j 

Ffir  n  =  tO  z.  B.  ist  diese  Gleichung  «*— 3a«-f  IsrO,  und 
ihre  Wurzeln  sind  2cosl«,  2cosJw,  2cosj[ft,  2cos|a.  Die  Auf- 
lösung der  biquadratischen  Gleichung  giebt 

* 

«  =  ±V(i±iV5), 

und  folglich 

2cos£*=   V(i  +  iV5),  cosiJt=  0,809; 
,     2cos|*  =   V(i-iV5),  cosJ*=  0,309; 
2cos5V=-V(i-H'5),  cos>=-0,309; 
2coeJ»=-v(i4-iV5),  cos  t*= -0,809.  ' 

Um  die  Gleichung  zu  finden ,  deren  «Wurzeln  die  Werthe  von 
tt  in  dem  der  Function  jt*-|-1  zugehörigen  Ausdrucke  für  ein  gera-  ' 

»rf»d,  brachte  man,  das,  A, - A^=^P+^7^p-V»; 


iin  cp 

für  Ap,  A9-±  ihre  WTertbe  aus 

*ie  man  leicht  bildet, 


^2cosp9,  folglich,  für  Ap,  Ap-%  ihre  WTertbe  aus  [1]  gesetzt, 
leicht  fiiii' 
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Für  p  =     wo  »gerade,  wird  cosp^cos^go,  und  diese Func- 

tfon  verschwindet  lur  — - »  •»  — ^  folglich  hat  die 
Gleichung 

p]  *  -  s   + J  •  Kl-3).  «:~4  -  5  •  sß-O.-5^  =° 

die  Wurzeln 

.  .      «    _      3ä    _     5«      _      (n  —  l)x 
«cos-,  2cos~,  2cos—  ,-..2cos — - — 

für  ein  gerades  w. 

E*  sei  z.  B.  n=10.  Die  Gleichung  ist  ä*  -ö«3  4  5a  =  0, 
oder  «(«*— 5«2-|-5)  =0,  und  ihre  Wurzeln  sind: 

2cosrv^=  va+;vs), 

Sco*  V(S-|Y5), 
ac^sT5fl7r=s  0, 
2cosT7ftw=-Va— iV5), 
2cosl'9)=^V(\+iV5). 

Ist  ferner  n  ungerade,  so  ist  nach  dem  Obigen  An_i^An_1 ; 

die  Gleichung  i*^  — A*-t==0  wird  nach  (Y\  vom  f-^-Jten 

Grade,  und  sie  wird  daher  alle  Werthe  too  ix  in  dem  der  Func- 
tion jPrk-X  angehörenden  trisomischen  Factor  eo Aalten,    fei  der 

That  wird         — ^„_,  "  ;  =  - — ; — »unddie- 

ser'  Ausdruck  verschwindet  für  g>=  -  ,  —  ,  ••••  — — —  l**W»r- 

71  71  r* 

zeln  der  Gleie&uug 


w^-irr-O.  •V_'+C-i!-2).-'ii"'- 

sind  folglich 

2c<»£,  2co8^,  2c<»^  2o8(-iLd22, 

n  n  n  n 

wenn  n  ungerade. 


=  0 


.  *-.» 
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« 

Fir  n  =  6  i.  B.  ist  die  Gleichung  a*-«-lr(),  nd  ihre 
Wurzeln  sind 

2cosijr  =  i-|-;v5, 


Diese  Ausdrücke  eignen  sich  übrigens  am  besten  zur  geo- 
metrischen Eintheilung  des  Kreisurafaogs  in  10  gleiche 


Für  n  =r  7  ist  a3  —  -  2a  +  1  =  0,  und  die  Wurzeln  sind 
2cos|*,  2cos3»,  2 cos?«. 

Endlich  Ist  ftfr  die  Function  x*  —  1  nach  dem  Obigen 

.    Mrfl      ,    »  »— J 

sin  —5-  9  +  sin  — t|~<p 

^+^=0;  fem«  ß^+Ä^  =  8|   


sin  £  <p 


=  0 


Sin^qp 

und  die  Gleichung 

bat  folglich  die  Wurzeln 

2 cos—,  2co8^,....2cos^W  *^*> 

wenn  it  ungerade. 

Z.  B.  fftr  »=5  kommt  die  Gleichung  — 1=0,  deren 

Wurzeln 

2cosJä^=— 1  +  JV5, 
2cosl«=-J-iV  5. 


{.  5. 

Ueber.  den  Moivreschen  Satz. 

Moivre  hat  den  Cotesischen  Lehrsatz  auf  die  dreitheilige 
Function  j:*"  —  *lpxn -f  q  erweitert  (s.  Miscellanea  Analytica. 
p.  22.  23.)*  Für  a^=y  geht  diese  Function  aber  in  die  folgende 
y*— 2py+^=2<jf — p)2—  (^-^7),  wefehe,  wen»  e  negativ,  oder 
wenn  9  jxwsitiv  und  eugleiuh  V^>JI  i*t,  «ich  m  die  reeftcn  ein- 
fachen FactoTen  y  —  p  -|-  Vp*1- 9>  y—p~~*f p*  —  y  zerlegt  Ist 
aUo  />* — 7  eine  positive  Grosse,  so  hat  die  Function  x*"- 
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die  reelle»  Factoren  .r"  —  (p~  V]«*—  ^) ,  —  (p  +  V — 9), 
welche  nach  dem  Vorhergehenden  leicht  10  reelle  binomische  und 
tri  nomische  Factoren  zerlegt  werden. 

Wenn  nun  aber  q  positiv,  p*<y,  also  Vfi2— ?  imaginär,  so 

sei  a?:=02"x,  also  ,( 

p4»  -2^  +   = 012»  -  2pq\-*  -f  y  =  o  (z**  -  ^  i«  +  1) ; 

v  •   •  '      /  , 

•*  -  *      «  -  "♦" 

man  setze  ferner  y-=c?sg,  was  wegen  />*<y  stets  erlaubt  Ist, 

so  kommt  2t*z"+  9  =  9 (x2"  —  2cos +  1) ,  und  wir  haben 

uns  also  mit  der  Function 

•  •  • 

— 2cos#*«  +  l 

zu  beschäftigen. 

Es  sei  ax  +  ß  ein  trinomischer  Divisor  der  Function ,  so 
dass  ß  positiv  und  ia*<ß  ist,  und  man  setze 

—  2  cos  o\x° -f- 1  •  * 


tl 

Man 'erhält  hier  folgende  Relationen  zwischen  deo\  unbestimmten 
Coefficienten :  \ 


(|  =<*» 


A2  —aAy—ß, 
A3     =  ctA2  —  ßAi , 


i4»     =  aAn-i  -  P^n-* — 2  cos  g  > 

An\\  =CcAn  —  ßAn-l  , 

- .-       •  . 


Aln—%—  ctA 2«—  3  —  ßAiu—  4  » 


»  '  1 


1  —ßA<in-i. 


Nun  Jässt  steh  zunächst  der  Werth  von  5  dadurch  finden,  dass 
man,  die  Relationen  von  Unten  nach  Oben  hin  benutzend,  die 
Grössen  Am-**  A^z,  A%m-\,...,  successiv  bestimmt  Es  kommt 

'-  \  4        «  •  ■      1    •  -  -«»  » 
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1 

ß' 

oA^n — i 

M              A.M  ■ 

8  ~ 

r 

P  =  "P  ' 

(tA^n— s 

■^2»! — a 

ß 

P  = 

Ct  Aya — ^ 

-^2" — 3 

ß 

^«-4  =  3  t-  =  — 


ß*  ~ß4' 

Auf  diese  Weise 'kommt  man  zuletzt  auf  die  Gleichung 

_1==^,,oder  ^a_l(^-I)=0, 


folirlich  ß» — 1=0,  daher,  weil  ß  positiv  ist,  0=1.  Wegen  der 
Gleichung  l  =  ßAm-2  ist  daher  auch  A*u-%=1-  Eliminirt  man  jetzt 
ß*  A2n-2  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

w  *!^£^ 

Ax    — a, 
^2    =  aAi  —  1 , 


(b) 


An  =  aAn^t  —  An-%— 2  COM  ff 
An+i—uAn—At 


0=o.l  — ^i,-,; 


ferner  A^A**-^,  A*=A A*-4=Am ;  d.  h.  es  sind  in  der  Reihe 

Ai»  A2,  A$,....  Ain— 5,  ^211—4,  ilj 


je  zwei  von  den  Enden  gleich  weit  abstehende  Glieder  einander  gleich. 
Utn  diese  Coefficienten,  so  wie  a  zu  bestimmen,  setzen  wir  o=2coä<p; 
dann  erhalten  wir  zuerst  wie  bei  dem  Cotesischen  Lehrsatze: 

sin2y 

sin3<p 
(c)  {  ^  ~linV 

alnny . 

•  =  — t  i 

1     sin  <p 

The«  11.  19 
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sodann 


»in  (it  4-1)  y 

An    - — — 2cosf' 

sin  (» -f 2)  w     _        sin  2<p 
=— ««7?  2cos0^ ' 

(«/)  ^  ä  sin(«-f3)<p    rt  sin3<p 

v  '  \  An\%  — — -  .  —  2coso  > 

i      1 A  sin  9?  ^  sing> 

.  sin(2yi-2)<p  sin<ti^2)<p 


,  sina?  siliqp 


,1  . 


: 

sin  (2«— l)<p  sin(n — i)q> 

1  =  :  —  2  COS  O  ;  — —  - 

8ID  <p  *  -.tun. 

)n     sin2no?    „  sinuop 

(°=.-a~2eo,*-airf 

Die  letzte  Gleichung  reducirt  sich  auf 

(/*)    cos  wop  —  cos/;=0, 

und  da  in  Folge  dieser  Gleichung  auch  die  vorletzte  der  Glei- 
chungen (e)  erfüllt  wird,  wie  man  leicht  lindet,  so  kann  op  aus  (f) 
bestinWnt  werden,  und  es  folgt  daraus,  duss 

» 

xin  _  2  cos  n  tpxn\  1 
ar2  —  2  cos  <p.r  -f  1 


stets  eine  ganze  Function  ist.  Auch  hat  man  für  die  letztere  fol- 
genden Ausdruck: 

jr»-,+!i225^„-S  +  *g2xt~*  +  .... 

sinop  sinop 
Löst  man  jetzt  die  Gleichung  (/)  auf,  so  kommt 

f  I  ^ 

folglich  sind  sümmtliche  trinomische  Divisoren  der  Function 
x*u — 2cos^r,,-r-l  in  dem  Ausdrucke 

(g)   *»-2.rcos^±2  +  l 

enthalten.  Es  ist  vorstehend  nachgewiesen ,  dass  An  =  -4«-», 
^„.^  =  4n-3 ,  u.  s.  w.,  und  in  der  That  lindet  man  leicht,  dass 

die  Ausdrücke  (d)  bei  der  Annahme  q>  =  der  Reihe  nach 


! 
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SiS*«?^8  e7tenJ1!  .(c)  z«*»nimeiifaüen.  Deshalb  kann  man 
de»  Quotienten  der  Division  so  darstellen: 

—  2a:cos  =^  +  1 

n  ■ 

wo  der  mittlere  Quotient,"  und 

.  sin2<p 

~  — ;  f 

SIOO> 

A         sin  3g> 
sing) 


^  1   a       _sin(w  —  l)g? 

— 

^1   sin»y  ^sin^r 

*  1      sin  g>    ~~  sin  9  * 


24»  ±0 

«in  «3„it^J,tIichen  Divisoren  8ind  »=0,  1,  2,....  gesetzt)  für* 
«0  ungerades  n: 

n  n 
*»  -  2*  co.  +  1 ,  „«45=*  +  1; 

fif  ein  gerades  n: 

ar*-2xcos2-f  1;  .  *  ' 

w 

a*_2*cos2fL±£  +  l,  *»-2*C08^  +  l; 

13« 
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Aehnlich  wie  bei  dem  Cotesischen  Satze  zeigt  man  nun  leicht, 

dass  in  dem  einen  oder  andern  Falle  die  Function  x4"  —  2arBros  i^r-f-l 
dem  Producte  sä  mm  t  l  ieh  er  Divisoren  gleich  ist. 


XX. 

Ueber  die  allgemeine  Brennlinie  des 

Kreises. 

Von 

dem  Herausgeber. 


$•  1 

Die  Gleichung  der  Brennlinie  des  Kreises  für  den  Fall  der 
gewöhnlichen  Zu  rück  werfung,  wenn  nämlich  der  Einfallswinkel 
und  der  Reflexionswinkel  einander  «gleich  gesetzt  werden,  zwischen 
rechtwinkligen  Koordinaten,  ist  bekanntlich  zuerst  von  Thomas 
de  8t.  Laurent  gefunden  worden.  Dagegen  ist  es  bis  jetzt 
nicht  möglich  gewesen,  die  Greichung  der  Brennlinie  des  Kreises 
für  den  Fall  der  Brechung,  oder  vielmehr  die  Gleichung  der  all- 
gemeinen ßrcimlinie  des  Kreises,  wenn  man  nttmlich  auf  bekannte 
Weise  das  Gesetz  der  Ztiriickwerfung  und  das  Gesetz  der  Brechung 
auf  einen  diese  beiden  Gesetze  umfassenden  allgemeinen  Aus- 
druck bringt ,  zwischen  recktwinkligen  Koordinaten ,  zu  linden ; 
nur  einige  besondere  Fälle  dieses  allgemeinen  Falls  hat  Thomas 
de  St.  Laurent  erledigt,  worüber  man,  so  wie  über  die  Theorie 
der  Brennlinien  und  Brennflächen  überhaupt,  u.  A.  den  Artikel 
Ca us tische  Flächen  und  Linien.  30  ff.  in  meinen  Supple- 
menten zu  dem  Mathematischen  Wörterbuche  nachsehen 
kann.  Meine  mehrfachen  Untersuchungen  über  diesen  wichtigen 
und  interessanten  Gegenstand  haben  mich  zu  der  Ueberzeugung 
eführt,  dass,  wenn  mau  auch  dazu  gelangen  sollte,  die  Gleichung 
er  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  zwischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  in  völlig  entwickelter  Form  darzustellen,  dieselbe  doch 
so  complicirt  ausfallen  würde,  dass  ein  wirklicher  Gebrauch  von 
derselben  bei  der  Construction  der  allgemeinen  Brennlinie  des 
Kreises  oder  bei  der  Entwicklung  der  Eigenschaften  dieser  Curve 
zu  machen  nicht  leicht  möglich  sein  möchte,  wobei  man  auch 
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bemerken  kann,  dass  schon  die  Gleichung  der  Trennlinie  de« 
Kreises  im  Fa|le  der  gewöhnlichen  Zurückwerfung  zwischen  recht- 
winkligen  Coordinaten  bis  zum  sechsten  Grude  steigt,  wie  man 
sieb  ebenfalls  aus  dem  angeführten  Artikel  des  Mathematischen 
\\ fifterbuchs  (18.)  überzeugen  kann,  wenn  sieh  auch  diese  Glei- 
chung immer  noch  in  ziemlich  einfacher  und  eleganter  Form  dar- 
stellen  laset.    Ich  habe  daher  versucht,  bei  der  allgemeinen  Brenn- 
linie des  Kreises,  deren  Kenntnis*  in  vielen  Beziehungen  von 
Wichtigkeit  ist,  ein  Mittel  in  Anwendung  zu  bringen,  welches 
schon  bei  vielen  anderen  Ourveu,  z.  B.  bei  den  Cycloiden  und 
Epicyclniden ,  mit  grossem  Vortheil  angewandt  worden  ist,  sodass 
man  nämlich  die  Natur  der  Curve  nicht  bloss  durch  eine,  sondern 
vielmehr  durch  zwei  Gleichungen  ausdruckt,  und  bin  dadurch  zu 
Resultaten  gelangt,  welche  u-h  der  Mittheilung  nicht  unwerth 
halte,  weil  dieselben  namentlich  eine  gar  keinen  analytischen 
Schwierigkeiten  unterliegende,  ganz  unzweideutige  Berechnung  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  der  allgemeinen  Brennliuie 
des  Kreises,  und  dadurch  also  auch  eine  leichte  Construction  der- 
selben gestatten,  so  wie  ich  auch  überhaupt  der  Meinung  bin, 
dass  die  Gleichungen ,  welche  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde, 
die  meiste  Bequemlichkeit  darbieten,  wenn  man  der  allgemeinen 
Brennlinie  des  Kreises  zu  irgend  einem  praktischen  Zwecke  bedarf. 
Dass  sich  aber  die  zwei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  der  all- 
gemeinen Brennlinie  des  Kreises  auch  zur  Entwickelung  der  Eigen- 
schaften dieser  Curve  auf  ganz  ähnliche  Art  anwenden  lassen,  wie 
man  z.  B.  die  Eigenschaften  der  Cycloide  aus  deren  beiden  bekann- 
ten Gleichungen  anzuleiten  pflegt,  versteht  sich  von  selbst,  welches 
jedoch  eine  Untersuchung  ist,  die  ich ,  um  die  vorliegende  Abhand- 
lung für  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  späteren  besondern 
Aufsätzen  vorbehalte,  indem,  wie  gesagt,  meine  Absicht  für  jetzt 
nur  darauf  gerichtet  ist,  die  beiden,   die  Natur  der  allgemeinen 
Brennliuie  des  Kreises  ausdrückenden  Gleichungen  zu  gewinnen. 
Sollten  auf  diese  beiden  Gleichungen  gegründete  Untersuchungen 
Ober  die  Berührenden,  über  den  Krümmungskreis,  über  die  Evo- 
lution, über  Quadratur,  liectitication  u.  s.  w.  der  allgemeinen 
Brennlinie  des  Kreises  von  anderen  Mathematikern  mir  mitgetheilt 
werden,  bevor  meine  eigenen  Untersuchungen  über  alle  diese  Ge- 
genstände geschlossen  sind,  so  würde  ich  für  diese  Mittbeilungen 
nicht  bloss  sehr  dankbar  sein,  sondern  dieselben  auch,  ohne  alle 
Rücksicht  auf  meine  eignen  Arbeiten,  sehr  gern  und  sogleich  in 
dem  Archive  abdrucken  lassen. 

• 

Den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  wollen  wir  als  Anfang 
eines  rechtwinkligen  ('oordinatensystems  der  xy  annehmen,  und 
die  Coordinaten  des  die  auf  den  gegebenen  Kreis  fallenden  Strah- 
len aussendenden  strahlenden  Punktes  in  diesem  Systeme  durch 
p,  q  bezeichnen.  Der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises,  indem 
man  denselben  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jennchdem 
die  von  dem  strahlenden  Punkte  auf  den  Kreis  fallenden  Strahlen 
dessen  coneave  oder  convexe  Seite  treffen,  sei  R.  Durch  den 
strahlenden  Punkt  (ptf)  denke  man  sich  ein  dein  primitiven 
Systeme  der     paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeichne 
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den  von  einem  beliebigen,  von  dem  Punkte  (pq\  ausgehenden 
Strahle  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  «fieses  System« 
eingeschlossenen  Winkel ,  indem  man  denselben  von  dem  positiven 
Theile  der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  an  durch 
dessen  Ooordinatenwinkel  hindurch  von  0  bis  #K)"  zahlt,  durch  <p. 
Das  im  Falle  der  Reflexion  als  positiv,  im  Falle  der  Refraction 
als  negativ  betrachtete  recinroke  Ablenkongsverhaltniss  sei  und 
dessen  absoluter  oder  numerischer  Werth  werde  durch  (u)  bezeichnet. 
Ferner  seien  px ,  qx  die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  des  von 
dem  Punkte  (pq)  ausgegangenen  Strahls  auf  dem  gegebenen 
Kreise  in  dem  Systeme  der  xy\  und  denkt  man  sich  nun  durch 
den  Punkt  (pxqx)  ein  dem  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinaten- 
system  gelegt,  so  soll  der  "Winkel,  welchen  der  als  von  dem 
Punkte  (»iO,)  ausgehend  gedachte  abgelenkte  Strahl  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  einschliesst,  indem 
man  denselben  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  in 
Rede  stellenden  Systems  an  durch  dessen  Coordinaienwinkel  hin- 
durch von  0  bis  $60"  zählt,  durch  <px  bezeichnet  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nun  nach  den  in  meinen  Opti- 
schen Untersuchungen.  Theil  II.  Leipzig.  1847.  S.  12. 
für  die  Ablenkung  bei  dem  Kreise  entwickelten  Formeln  *)  zur 
Bestimmung  der  Grössen  px,  qx,  <pL  die  folgenden  Formeln  : 

AT= — pco8(p—  osin<p, 
Z,=  —  psina>  +  ?cos<p; 

i 

sinö  =  ^; 

Pt  =zp  +  (K  +  ßcos  Ö)  cos  o» . 
qx=iq-\-  (K+  R cos 0) sii»9>; 

°  (^T  =  008  *  ~  C0S  ((P  +  6)  (C08  8  + 1  V  1-uVme*) , 
—  ^ = sin  <p  -  sin  (g>  +  0)  (cos  0  -f  -  Vi  — ^sinÖ«) ; 

bei  denen  man  zu  beachten  hat,  dass  K%  L  HulfsgrOssen  sind, 
und  dass  der  absolute  WTerth  des  Winkels  0,  welcher  positiv  und 
negativ  sein  kann,  nie  grosser  als  90°  zu  nehmen  ist. 

Lassen  wir  aber  den  Winkel  q>  in  <p'  übergehen,  so  mögen 
die  Grössen  K,  L,  0,  px,  qx,  q?x  respective  in  K' ,  L' ,  0',  px', 
9}  *  <Pi  übergehen,  und  wir  erhalten  nach  dem  Vorhergehenden 
die  folgenden  Gleichungen : 


1) 


*)  Man  kann  diese  Formeln  auch  ohne  Schwierigkeit  ans  den  in 
meiner  Abhandlung  Archiv.  Theil  IV.  Nr.  XX.  entwickelten  allgemei- 
nen Formeln  ableiten,  worauf  daher  den  Leaer  hier  der  Kurse  wegen 
zu  verweben  erlaubt  «ein  mag. 
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,  J£'= — pcoscp'  —  grsinqp', 

V 


in  @'  =  |T  t 


2) 


p, '  =p  +  (Ä'  +  fi  cos  ©')  cos  «p' , 
g,'  =9  +  («'  +  Ä  cos  ©')  sin  <p' ; 

2^jL=cos9'-co8(<p'  +  e')(cos©'  +  l-^sio»'*), 
?^-= sin    -sin  (<p'  +  8»)  (cos  8'+ 1  V  l-^sin«'«). 

Die  Gleichungen  der  geraden  Linien,  in  denen  die  den  Win- 
keln tp  und  <p'  entsprechenden  abgelenkten  Strahlen  liegen,  sind, 
wie  anf  der  Stelle  erhellet: 

♦ 

.V— Ii  PiJtang^j 


*dtr 


4)    j  =(y— Vi>coty|f 

Bestimmt  man  aus  diesen  Gleichungen  x>  y  als  unbekannte 
Grossen,  so  sind  bekanntlich  .r,  w  die  Coordinaten  des  Durch- 
tchoittspunkts  der  beiden  geraden  Linien,  in  denen  die  den  Win- 
keln tp  und  <p'  entsprechenden  abgelenkten  Strahlen  liegen.  Aus 
3)  und  4)  erhält  man  aber  durch  Subtractiou 

9i'  —  <h  =  *  (Ungipi  -  taug  9/)  ^-(pl  tang  ^  —  p, '  tang 
'  — *»i  =y  M  ^  —  cot  n ')  —  (fn  cot  (pt  —  ^ '  cot  9>, ') ; 
also  1 

(Vi '  —  0i ) c°8 CüS Vi '  +  (Pi  g'n Vi co8 <Pi'—pi' c°8 Vi sm  Vi') 

=  .rsin(<pl— ejp,'). 

(j/i '  —  pi )  sin  tpi  sin  <p,  '  +  (7,  cos  q>t  sin  <pl '  —  ^, '  sin  qpt  cos  <pi ') 

=  -ysi«(vi- vi'); 

,  ,  .        «  •  «  •  ■ 

lolgfich  • 

■    ,  ... 

^  ^  (fr'— yiteos^cosy/^K;^  sillyt  cosy/— p/cos^sii^Q 
j*33  sin(Vl— 9^) 

*   (jV— Pi)Biny!  sinyi'+Oyi  cos  <jt>,  sin  <Pi'^o/*m<Pi  cnwjp1 ') 
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j.  3. 

Man  denke  «ich  nun,  das«  y  sich  am  Aw  ändere,  und  das« 
dadurch  die  Veränderungen 

AK,  AL,  Aß,  Aft  ,  Aqx ,  Aq>x 

von 

■  *  *  * 

K,  L,  e>,  px ,  tjl ,  yt 
herbeigeführt  werden,  so  bat  man  im  vorhergehenden  Paragraphen 

K'  =  K  +JK, 

L'=L  +  AL,        >  ■  ««t- 

'  '         e'  =  e  +ab,  .\  V-  ■ 

zu  setzen,  und  erhält  dadurch  aus  5)  mittelst  leichter  Rechnung: 


cosqHCOsfo-r-^yiMyi  —  l^sinzfy^  cosy^sinfo-f  Aq>x)Api\ 

sin  ^yl 

=    sin  <fi  sinfo  -f //yt + }  qx  sin ^y,  —sin  yt  cos  (yi~MyA)^7i  1. 
^  sin  A(px  9 

oder,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  durch  Aq^ 
dividirt: 

> 

Aqx         sinzfopi  Ap% 
cosy,  costa  +^y, )  ^J- — [px  -  j  — +cosy!  eiafa  +4*,  )^  \ 

x=  ■  •  Atn  1  — — — ' 

sin  zJy| 

siny,  sinCy^^) ^  +  [ qx  ^^-sioyjCOsfo+^/yO^  j 

^  sin^/yt 

A<px 

» 

Die  Coordinaten  der  Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des 
Kreises  sind  offenbar  die  Grenzen,  denen  die  Bruche  auf  den 
rechten  Seilen  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  sich  nähern, 
wenn  Aq>  sich  der  Null  nähert  Ueberlegt  man  nun,  dass,  wenn 
A<p  sich  der  Null  nähert,  sich  natürlich  auch  Ayx  der  Null  nähert, 
und  bezeichnet  der  Kürze  wegen  von  jetzt  an  die  Coordinaten  der 
Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  durch  x,  y  seihst ; 
so  erhält  man  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen«  nach 
bekannten  Sätzen  der  Differentialrechnung  auf  der  Stelle: 
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j  »-0«»»k"gg  +0».  +8i»9.lC08V,  g^), 

(  ,=  eM*2£); 

I 



Um  nun  die  beiden  Gleichungen  7)  weiter  zu  entwickeln,  er- 
giebt  sich  zuerst  ans  den  beiden  bekannten  Gleichungen 

K=  —  p  cos  9  —  q  sin  9 , 
=       sin  9  + 7  cos  9 

durch  Differentiation  nach  9: 

<^-=P  sm  9 -  ?cos 9  =  -  L > 

^=-pcos9-7sin9  =  /r; 
und  aus  der  bekannten  Gleichung 

L 


erhält  man  also 


sin  6  =  -^ 


Ferner  erbSit  man  aus  den  beiden  bekannten  Gleichungen 

Pi  =  /»  +  (Ä"  4-  Ä  cos  6)  cos  9 , 
qx=zq  +  (Ä"-f/?cos0)  sin  9 

durch  Differentiation  nach  9: 

}}  =  -  (*+  *co9  ©)  8iD  ,  +  (jf-IMn  8  §£)co,  „, 

Sf =<*+  +  -Ä8inef|)8in9; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 
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^l-=-<*  +  H«»6)mmp-lL+  tangS)«*?, 
?5i  =    ( AT  +  R  cos  6)  cos  9>  -  (L  +    lang  %)  sin  g> ; 

<7<JP 

oder,  wenn  man 

L—H  sin  0 

setzt:  \ 

oder  auch 

fy>t_      r  sjnjy  +  0 )  y  sin  (y  +  6) 

Öy  —  ~Ä     cos©  sin@  ' 

a«!         „cosfo  +  Q)  ,  rcos(y  +  e). 

fy=  K~^Te   +  /i    sine  ' 

oder 

8?        \cos  8  1  sin  ®/ 

Fährt  man  aber  in  diese  Gleichungen  für  K  und  L  ihre  aus  dem 
Obigen  bekannten  YVerthe  ein,  so* erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

Endlich  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 

=cos 9  -  cos     -f  0)  (cosÖ+  ^  ^l^sin  0*) , 
^=8in9-sin(9  +  ©)(cose  +  -  VT-^iine8) 

»eicht  -  •  i 

^       sin(9>  —  «p,  lf  e)  =  (#i)sin^, 

und  folglich,  wenn  mari  nach  y  ^ifferentiirt : 

cos(-p-V,  +Ö).<t- jg  +  U>=«eo«4S. 
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d.  i.  nach  dem  Obigen 

V~~ßcos0  -§j)«»(<P-9i  +  0)  =  W  R > 

also 


Li  M  _) 

"~1~t"Ä   icO80      C08(<p  —  ^  +  0)) 


Die  Gleichungen  7)  kann  man  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drücken : 

« 

-g^  =  s.n  Vl  £  -cosVl  g£  , 

»—9t  S<Pi  •„„  fyi  „Mm  8?i . 
liiT^  •  8^  ~  C08','  ^  • 

und  oach  dem  Vorhergehenden  ist  offenbar 


sin  «p,^-  cos 


=  —^W^T  ^8in  <»  +  ö)      cos  (V+  ö) , ; 


also  ist 


9yi     cos(y  -  <pt  -f  0)  ft      ,  ... 

"c^T*  89  -  ~inWoslT"^8,I,^+  ®)-VC0s(9+e)|. 

8<Pi  _cos(p  — y,  +  6)  _ 


oder 


8<p  cos  (<p— a>i  4-  0)      .  _ 
*=Px  +  cos  9t  ^  •  — -j5ö^ö--l;i»iD(9+e)-flrcos(9-f  a)u 

ö©    cosfqp —  <Pi  f  0) 
y  =  „  +  s.n  n  £  '^8in  eos(»»+e)l- 


Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen  von  nun  an,  was  offenbar 
verstattet  ist,  o=0.  so  erhalten  die  vorhergehenden  Formeln  die 
folgende  einfachere  Gestalt: 

dcp   sin(<p+0)cos(<p  — g^-f  0) 


x  — 


P«  +pcosVl  g-  8i„eC08e 

„_„  .  „alnm  d<P  sin(y+e)co8(y-«p,  +  e) 

Für  7=0  ist  aber  nach  dem  Obigen 

Ä=  —  p  cos  <p ,  L=—  ;>sinqp; 

also 
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P  .  p  sin  6  „sind 
H     *    Ii        siny     r  sin  y 

Folglich  ist  1 
«Vi    -     #»      m  }    *  *  00  j 

B<p-l-Rc°8<p  f  ^oTS'coI^-^  +  e)! 

oder 

d<p.  (I  (u)  ) 

-5—  =  1  -f- cot  Qp  «in  ö  j  a  7  Sv  J  ♦ 

öy  ^         f  cos  ö     cos(y  —  g>j  +  ö)  ) 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

dg>t  sin  (y  +  ß)  cos  (y  —  y,  +  fl) — (ft)  cos  y  sin  6  cos  8 

öy  siny  cos  0 cos  (y  —  yj -f- 0) 

ergiebt.    Führt  man  dies  in  die  obigen  Ausdrucke  von  x>  y  ein, 
und  setzt  zugleic  h 

so  erhält  man 

/  _  ,  _  sin  (9  4*  0)  cos  (9 — -cpi  -f  0) 

^.-äcos^cos^-t^ 

)  i?-  /  l0x  8in(cp  f  Q)cos(9-<p1-f  0) 

(y=7i  -  Ä«n9l  cos^-^  +  ö)  - 8- (-Tj.  öjS^v-^ +ö)-(,i)cos9«ii,acos. 

Weil  aber  nach  dem  Obigen  • 

gin(q»-cPl4.e) 
W  ~  ~  ~    sin  0 

ist,  so  ist 

sin  (9  +  8)  cos  (9  —  9j  -f  0)  —  (p)  cos  9. sin  8  cos  0 
=  sin  (9  -f  0)  cos  (9  —  9i  -f  0)  — cos 9 cos  ©sin  (9  —  91  +  ©) 
=    cos  0  sin  (9 -f  0)cos(9— - 9i)  —  sin  ©sin  (9 +  8)  sin  (9— 9,) 
— cos  9  sin  0  cos  0  cos  (9  —  9, )  —  cos  9  cos  0  cos  0  sin  (9— q>i ) 
=    sin 9 cos 0* cos (9— 9J  +  cos9sin  0cos0cos(9  — 9J 

—  cos  9  sin  0  cos  0  cos  (9  —  9, ) 

—  sin  9  sin  0  cos  0sin  (9 — 9t ) — cos  y  sin  02sin  (y — yj ) 

— cos  y  cos  0*  sin  (y — y, ) 
=  sin  y  cos  02  cos  (y— yx)  —  (cos  y  +  sin  y  sin  0  cos  0)  sin  (y— y, ) 
=    sinycos(y  —  y,)  — cosysin(y— y,) 

—  sin  y  sin  ß  { sin  (y  —  y, )  cos  6  +  cos  (y  —  yx)  sin  ß  | 
=  sin  y,  — sin  y  sin  ß  sin  (y  —  y,  +  ß) , 
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und  folglich  nach  dem  Obigen: 

)  v=o  — Äsiny,  cosfo— »  4-9)  8m(q>+3)cos(y— <Pi  +  9)  . 
r    V1  'siny! — sinysin@siu(y— ^-f  ö) ' 

j 

oder  auch 


10) 


— «      Hn„a„      sin (y +  6) cos (y — yt +  g)* 

#  =     —  lt  cos  qp.  -r~  —  —  a  -r~v  — 2=^> 

sin  yj  —  8iii 98IU  <9sin(y —  ^  -\-&) 

_Äg.|n         sin  (y  H-  0)  cos  (y  -  y,  -f  6)* 


Für  7  =  0  werden  die  Gleichungen  1): 

sin  8=—  J^siny; 


ii) 


pl=p  —  (pcosip —  R  cos  @)  cos  y ,  , 
©1  =   — (;>cosy— -7?  cos  6)  siny ; 

= cos  y  -  cos  (y  +  9)  (cos  0  +  £  V  l-^sinÖ«), 

*  i 
!  =  sin  y  -  sin  (y +  9)  (cos  0  +  -  V  1  —  pVin  0«) ; 

und  nach  dem  Obigen  hat  man  auch  die  Gleichung 

12)  8in(y-yl  +  6!)=(rt8ina 

Die  Coordinaten  pt ,  ^t  können  auch  auf  folgende  Art  ausge- 
drückt werden: 


13) 


„  sin  (y  +-  0) 
pk=p  +  R     giny  cosy, 

psin(y  +  0)  . 

Oi  =      Ä  :  ■-  sin  y ; 

YI  sin  y  ^ 


oder 


U)    j"  = 
'  7i  = 


/iA  =p  +  Äsin(y  +  0)coty, 
Äsin(y+0). 


Wie  man  diese  Formeln  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y 
der  Punkte  der  allgemeinen  Trennlinie  des  Kreises  anzuwenden 
hat,  wird  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen.  Wollte 
man  die  Gleichung  der  allgemeinen  Trennlinie  des  Kreises  zwischen 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  uc,  y  haben,  so  n^üsste  man  den 
Winkel  y  aus  uen  beiden  Gleichungen  10)  eliminiren,  was  aber 
allerdings  in  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  zu  führen  scheint. 
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Fflr  ii=l  ist 

» 

cos  g> j  =  cos  9 — 2 cos  0 cos (9  +  0) , 
sin  yt  =  sin  q>  —  2  cos  0  sin  (9  +  8) ; 

also,  wie  man  leicht  findet: 

>  - 

I       j  cos  9i  =  —  cos  (9  +  20) , 
I  sin  9,=— sin  (9+ 20); 

folglich 

cos  (9-— 9i  +  0)=cos(9  +  0)cos91  +  sin(9  +  0)sinqp, 

^=  -  cos  (9+ ©)cos(g> + 28)  -  sin(9> + 0)810(9+20) 
=— cos0, 

sin(<p — g>! +0)  =  sin  (9  +  0)  cos  91  —  cos  (9  +  0)  sin  9! 

=  — sin(9+e)cos(9+2e)+cos(9+ e)sin(9+2e) 

=sin  0. 

'  Daher  ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen 


16) 


Aber 


also 


17) 


»      /   iuiqx      cos  02sin(9+ 0) 

x=pt  —  R  cos  (9+20)   .  ,    .   .  ; — rns^ » 

ri  vr  ■     /  sin  9  sin  0a  +  sin  (9+20) 

«  .  /    .  r»^       c*>»  0*sin  (9  +  0) 


sin  9  sin  0*  +  sin  (9  +  20) 
= sin  9  (sin  0*+  cos  20)  +  cos  9  sin  20 
= sin  9  cos  0?  +  2  cos  9  sin  0  cos  0 
= cos  0  (sin  9  cos  0  +  2  cos  9  sin  0) 
=r  cos  0{  cos  9  sin  0  +  sin  (9+  0) } 
=  _  j co8  0 1  sm        e)  -  3 sin  (9  +  0) } ; 


.HD-.-,.,.»       coeBam(<p  +  9) 
y=9l+2ß8in(„+2®)  .«»••«■(»+«> 


,         ^    »11      --vr  1  -w'sin(v_©)_3«in(9+©)' 

.  "  5-5.. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  (^n»;  der  allge- 
meinen Brennlinie  des  Kreises  von  dem  leuchtenden  Punkte  durch 
'0;  so  ist 

«  e*=(*-p;a+ya, 
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Imd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet: 

«*  sin(p  +  6»)  sin  (y  +  0)  co8<o> —  ^  +  0)*  ^ 

18)  ^  =  { cos  9     ^         cos  ^  s.n<pi  -gin9,8ine8in(9)-_9l +$y 

sin  (g>  -f  ö>cos  (<p  —  o>i  +  ,« 


.     sin  (cp  +  9)      fa  sin(g>+e)c 


sin  9  yi  sin^i  — 8inqpsin8sin(g)— 9>!-|-©) 

oder 

19) 

(fX.  |,  .f»  j  ^(cosy-cosy,  .  8in^C°Sfyr-^+e)2u.^ 
VÄ/    ?siii(q>+e)5  y       yisin91-sin9Sinesin(9— 9,+$/ 

stnycos(y— yt  4-6)* 
+  { siD(p-sin^^-giny8.nes.n(9)_Hpi+e)}« 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Krei- 
ses ra  Bezug  auf  den  leuchtenden  Funkt  als  Pol  und  die  von 
demselben  nach  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises  gezo- 
gene gerade' Linie  als  Axe. 

Setzen  wir 

<m\  ^noO  sinycos(y— yt  +  6)a 

20)  tangÄ-g.n9i_sin^n^oTy__^+a) , 

so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

(»)' '  U-Kffe)r=l-2cos(^)tangfl  +  tangÄ» 

=  sec  Pa — 2 cos  (9 — g^)  tan g  52 

1— cos  (9—9^  sin  2& 
~  cos£*  ~* 

und  folglich,  wenn 

21)   Cy82Ä!=  — €06(9-0^)8^20 

gesetzt  wird: 

-  ii«. 
VÄ/  **sin(9+G>)*  -~'\cos  SlJ  ' 

Also  ist 

22)  -^.s«^. 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  hat,  dass  0  positiv  wird. 


§.  6- 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  (Xy)  der  allge- 
meinen ßrennliuie  des  Kreises  von  dem  Einfallspunkte  (ptfi)  durch 

f*  ,  80  ist 
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und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

23)  r'*—  R*  j     sm  (y  +  6)  cos     ^     f  3)»    a ' 
sin^,—  sinysinÄsin^-yj+e/  ' 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

24)    6' =  9—^-1-6 

gesetzt  wird: 

*    sincpj — sinysinösinÖ" 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  nehmen  niuss,  dass  r'  positiv  wird. 
Weil  nun  aber  nach  24) 


ist,  so  ist 

sin  (jp,  —  sin  <p  sin  6  sin  6* 
=  sin  (9  -f  ©  -  8') — sin  9  sin  6  sin  & 

—  sin  9  cos  S  cos  6' + cos  9  sm  (6 — £'), 

also 

'  r'=  I  sin(<p  +  e)cose'«  f 

—  sin  9  cos  ö  cos  £'  +  cos  9  sin  (8  —  8') ' 

und  folglich 

sin  (0-0') 


»  —  3')  _  +  sin  (9  +  e)cose/g  sin  9  cos  6  cos  & 
7t  r'cosy  Hcoa<p 

_    sin  6cos0'2  /cos  0'  _  l  \ 

=  i  p  db  tang  9  cos  S  cos  8'  [~^r-  T 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 


(  cose'  1 

_  ,  sin 9 cos  8 cos 0;  +  cosg sinjg--  &)  t 
Äsin(9+e)cos"er  +Ä 
_    sin  9  cos  0cos  B'+ cos  9  sin  (0—0') —sin  (9+ 6)  cos  6' 
*  /2sin(9+0)cos0'  ' 

woraus  man  nach  leichter  Rechnung  erhält: 

cos  8'     1  _  T  cos  9  cos  02  sin  0* 
r'    +Ä-:f-Ä(sin(9  +  e) 
Also  ist  nach  dem  Obigen  » 
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sin  (G — QQ_  .  sin  S  cos  B'*    sin  cp  sin  0'  cos  0» 
R       ~~  r*  Äsin(9  +  e)  ' 

in  welcher  Gleichung  man  das  Zeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass 
r1  positiv  wird. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punk- 
tes von  dem  Einfallspunkte  (piq%)  durch  r,  so  ist 

also  oach  dem  Obigen 

*       27)  ^=J^5!£<?±e>f , 

'  <       8111  qp  ' 

und  folglich 

(sio(q£>-f- 0) 


28)  r=  +  Ä 


sinqp 


wo  man  das  Zeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass  r  positiv  wird,  d.  h. 
man  muss  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 

g»in(y+e) 
sin  9 

positiv  oder  negativ  ist.   Setzen  wir  nun  . 

sin» 

\ 

so  wird  nach  2fi) 

^  sin(0— 8')     .  sin 6  cos 6'»    , , .  sinÖ'cosG* 
AI)        ^       -±       ^  (±)  ;  » 

wo  man  in  (+)  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  je- 
nachdem 

^sin  (y+  6) 
sing) 

positiv  oder  negativ  ist ,  was  sich  immer  leicht  beurtheilen  lassen 
wird,  und  dann  in  £  das  Zeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass  r1  po- 
sitiv wird.  Bei  einer  weiteren  Betrachtung  der  merkwürdigen 
Gleichung  29)  will  ich  mich  jetzt  nicht  aufhalten,  weil  dieselbe 
schon  bekannt  und  zuerst  von  Petit  gefunden  ist.  .Ich  habe  die- 
selbe hier  hauptsächlich  nur  deshalb  entwickelt,  um  die  Richtig- 
keit meiner  eignen  oben  entwickelten  Formeln  an  einer  schon  an- 
derweitig bekannten  Gleichung  zu  prüfen,  ohne  mich  jetzt  auf  eine 
weitere  Betrachtung  dieser  letzteren  Gleichung  selbst  einlassen  zu 
wollen.  Ueberhaupt  gilt  diese  letztere  Gleichung  bekanntlich  nicht 
bloss  für  die  Brennlini©  des  Kreises,  sondern  für  alle  Brennlinien 
allgemein,  wie  man  in  dem  angeführten  Artikel  des  Mathemati- 
schen Wörterbuchs  sehen  kann. 

Theil  XI.  14 
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Die  Gleichung  22}  kann  meu  wegen  der  Gleichung  28) 
auf  folgende  Art  ausdrücken : 


30) 


wo  dasZeichen  immer  so  zu  nehmen  ist,  das«  Q  positiv  wird. 
Anch  hat  man  nach  20)  nnd  dem  Vorhergehenden  die  Formel 

sin  q>  cos  ©'* 

31)    tang  &  =äUi9>cosöco8Ö'  +  cos<psin(«-  V) ' 
wo  nach  12)  und  24) 

32)   «in  G'  =  ((0  Hin  0 

ist. 


§  7. 


Den  Fall,  wenn  die  einfallenden  Strahlen  sammtlich  unter 
einander  parallel  sind,  wollen  wir  nun  noch  einer  besonderen  Be- 
trachtung unterwerfen. 

Den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  nehmen  wir  wieder 
als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy 
an,  lassen  jetz°t  aber,  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Axe  der  * 
den  einlallenden  Strahlen  parallel  sein,  und  nehmen  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  x  von  dem  Anfange  der  *y  oder  dem  Mittel- 
punkte des  ceeebenen  Kreises  an  nach  der  Richtung  der  Bewe- 
KS-  di  eSSlenden  Parallelstrahlen  hin.  Dann  ist  für  leden 
einfallenden  Strahl,  den  wir  uns  wieder  von  dem  Punkte  (^  aus- 
gehend denken,  in  den  Gleichungen  1)  der  Winkel  9  =  0  zu 
setzen,  wodurch  wir  erhalten: 

sine=^i 
px  =  ßcosö,  qi  =  o/* 
33)  {  £°8^  =  1_C08e(c0Se  +  l  V  l-^s«nö»), 

^=  -sinO(cose  +  lyi-^sin*»). 

Lasten  wir  nun,  indem  wir,  was  offenbar  verstarret  ist,  für 
alle  einfallenden  Strahlen  p  als  constaot  betrachten,  q  in  über- 
gehen, so  mugen  S,  px ,  91 ,  o*  respeetfre  in  f  >  Pi  >  ffr  >  9i 
übergehen,  und  wir  erhalten  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen: 
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sine'=2l; 

34)  \  cos  äs '    ,          .            1  — .  __ 

1  )  — ^f  -  =  1  —cos  e'  (cos  6'  +   V  sin  <9'*), 

~^-=   -  sin  Ö'  (cos  B'  +  i  V  0'*). 

Die  Gleichungen  der  geraden  Linieo ,  in  denen  die  den  durch 
die  Punkte  (pq)  und  (p q")  gehenden  einfallenden  Strahlen  ent- 
sprechenden abgelenkten  »Strub len  liegen,  sind* 

oder 

woraus  man,  wenn  wieder  x,  v  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punkts der  beiden  in  Rede  stellenden  geraden  Linien  bezeichnen, 
aar  ganz  dieselbe  Art  wie  in  §.  2.  erhält : 

ij—  (yiWi)c°«yiCQS^/+(Pi3iny1cosg>1/--p1/co8y18iny1/) 
 (Pi  '—Pi  )siny18in  yt ' + (qx  cos^  sing^  '— gx  Vin^cos^ ') 

si»  (?>i'  — 9i)  " 

§.  a 

Man  denke  sich  nun,  dass  q  sich  um  Aq  verändere,  und  dass 
dadurch  die  Veränderungen 

JS,  Apx,  AqXt  Atpx 

von 

0,  pi,  91,  g>i 

herbeigeführt  werden,  so  hat  man  im  vorhergehenden  Paragraphen 

ß'^e+AS, 

»n  setzen,  und  erhält  dadurch  aus  37): 

14  • 
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cosg^cosfo  \Ayx)Aqx  — t^sin^g),  -rCosg^sinCg),  +4q>x)4p\  \ 
x  ~~  ~~  "  sin  A<px 

8ing>,sin(g>, +A<px)Apx  +  \gx  sin  A<px—  sing>,  co8(g>t+^g>,)^gi  i . 
y  —  sin  ^g>, 

oder,  wenn  man  in  den  Zählern  und  Nenoern  dieser  Bruche  mit 
J(pt  dividirt : 

cosgr,  cos(g),  +  ^i)^  ~  I  Pi^^cosyi sinfo + A^A^X  \ 
x=         "  8inA<px 

Apx  sin<4g>.  ,     ,    .  KAqx 

sinyis»n(yi4-  A<px )^  +  \9i  ^~**<Pl™*<h  +J^Ä^ } 

9  —  sin  Aq>x 

A<px 

Lässt  man  nun  Aq  sich  der  Null  nahern  und  geht  zu  den 
Gränzen  über,  so  sind  die  dadurch  hervorgehenden  AVerthe  von 
x,  y  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinic  des  Kreises,  und 
man  erhält  aus  dem  Vorhergehenden 

x  = — cos g>, 2 1^  +  (px  f  sing),  cosg^) , 

39  ^  &k*_t~.-*  .«.üft^ 


y  =    sing>,a£*  +  (7, -sing),  cos?»,  g^) ; 


oder 


'   cos  g>,      sin  <p,  Y1  og>,  ™  c 


oder 


40)   —  •  -k — r=~; — —  .  -5—  =  Mn  qr>2  -5  co*»g>,  -k— • 

WJ   cos g>!     Ö7      sing),     <ty         yi  dq  ™  dq 

Aus  der  Gleichung 

dS     l     BS  1 


sin 

folgt 

cos@ 


Bq^R  '  dq  ~  Äcos~ö 
Aus  der  Gleichung 

p1  =  ißcos  8 

folgt 

^=-Äsineg=-tanSa 
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Aus  der  Gleichung 

folgt 

dq 

Aus  den  Gleichungen 

COS  09i     _  _  ,       Ä      I  ,  

-j^- = i  -  cos  e  (cos  e  +  -  v  l — <**  sin  e») , 

sin  Vi  .  ^.      ^     1  .  /  

—  sin6(cosÖ+  -  Vl  —  p*nne*) 

folgt  leicht 

(fi)       —  -Vl-Vsmö*), 

 —««3; 

und  aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 
>»(<Pi-G)  fax    BS\  BS  1 

"55  \eq-dj)—co*%=-R> 


CO? 


9*     d*_         fr)         ^    1  4  J_  W  i 

8r/     jfy     Äcos(9,-öj"~-Ä*c»B0  cos(<p,-0)*' 

folglich  nach  dem  Vurhcrgehcnden 

89     Ä  *  cos  GM  V"!— u2sinÖ»*  ' 


??!  —  ftcos^  +  Vi  —  ft^sinö2 

~  iBcoseVi— fi»sine« ' 


oder  auch 


a*,^  cosö  +  ^-^singi 

W~  w  coseVT-^süTe* 

Well  nun,  wie  man  leicht  findet, 

.      cjpi  tyt  fr)Vl-fi»sin0* 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 
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 ar-flcosÖ   fi  f*  r 

ÖO (sin e»- J cos e V  w*sm eV  Ä '  cosevi-^sin*» 

cosö  +  -  VI— fi*sin€** 

 y-y   t   

_  (fi)  V  1  -  ft2sin  0* 
fi  cos  0 

also 

x — /fcos0  '  fi  ^_  

41)   -ß  — — - 

v  sin©'2—  -cos0  VI— f*2sin  02 

=-#=4.=i-,t*sin:e*, 

oder 

Jfl    *-Äcos0     co»e  +  ?  Vl-^«n«» 

42)  ,  - — "  ^-   - 

sin  0a  cos0  V  1 — w 

#  —  7?sin0 
=  ~    flsinS  ^1-^»^ 

* 

Aus  der  Gleichung 

Ä         sine»--  cos  eVT^fAiiiÖ* 
=1  —  ft2  sin  0* 
erhält  man  nun  zuvorderst  ohne  alle  Schwierigkeit 

1  —  fiVm  0*  (sin  0*— -  cos  0  VI— ftVm  02) 

*  =  Ä  ■   

COS0+-  Vi— fi2sin02 

Es  ist  aber 

(cos 0  f  -  V  1— fiasinö2)  Vl-^sinP 
=  !  -  p (si n  0*  -  -  cos  6  Vl-f**sin0*) , 

f*  fi 
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also 

Ii*  (sin©»  cos0VT^ft*sin0*) 

=1  -,.(co8  © + J  VT^KCe*)  VW*i«0«  • 

and  folglich 

1  -  ,*« sin 0* (sb 0*— 1  cos  0  V~  i-fi»sin0*) 
=  cos0*  +  fisio0»(co80  +  ?  V  1  -  fiVlü©2)  V  l-f**sü»ä* 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 

—                  cos  0* 
x=Ä{^«n0*VT=^sin0*+  i   1 

CO80+-  V^-^sin©» 

_   cos  0*  (cos  0—-  V  i— ft*8io0*) 
=  R  |  ii  sin  ©2  Vi— fx2sin0H  ^-j  <  ! 

woraus  man  ferner  ohne  alle  Schwierigkeit 


oder 


43)   ar  =  ^lÄ(co80»-?(l-^sin©«)lj* 


44)   ar  +  ^2Äco80»==j^Ä(l--fiasin0a)! 


erhäl«. 

Aus  der  Gleichung' 


.y-flsin© 


folgt  leicht 
Also  «st 


folglich 


Äsin© 


46)  y=ft«Ä8in0». 


}  

,**8in0*  =  \  ^sf 
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Femer  ist 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  der  absolute  Werth  von  0  oie 
90°  übersteigt,  folglich  cos0  stets  positiv  ist.    Also  ist 

c„80«=(l_I\r54)l, 
und  daher  nach  43): 

46)  ^^Bio-±fä*-\a-yfä». 

welches  die  Gleichung  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  Air 
parallel  einfallende  Strahlen  ist. 

Den  Fall,  wenn  p=l  ist,  d.  h.  den  Fall  der  gewöhnlichen 
Zurückwerfung,  müssen  wir  mm  aber  noch  besonders  .betrachten. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  aus  der  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichung 

x=  R[  ft sin 0»  VT^sin  0*  +  .  C  *  - 1 

cos0+-  VI— ii^iriö* 

leicht  » 

j?=Ä(sin0*cos0  +  icosG), 

d.  i. 

47)  .T=iÄcos0(l  +  2sin0a), 

und  nach  45)  ist 

48)  y  =  Äsin©» 


Also  ist 


3 

sin0= 


•  

cos0=V(l  —  V^^' 

* 

Daher  ist  nach  47): 
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49)   *  =  JÄ(l  +  2yr^V(l-\^ft. 

Aiw  der  Gleichung  47)  folgt  aber,  wenn  man  quadrirt: 
ix2  =  Ä*  cos  0*  (1  +  4  sin  0* + 4  sin  0*) , 
also,  wenn  man 

i 

cos  0*=  1  —  sin©2 
setet,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  lindet: 

4**  =  Ä*  (1  +  3  sin  0* — 4  sin  0«) , 
und  folglich,  weil  nach  48)  , 

/2 


—  =1  -|-  osin©*, 


4(*Hff-*»=38.ne,; 


also  ist 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden  : 
Also  ist 

50)   t4(*a+y*)— Ä*}»  =  27Äy 

*e  Gleichung  der  Brennlinie  des  Kreises  im  Falle  der  gewöhnli- 
chen Zurückwerfung  för  parallel  einfallende  Strahlen. 
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3LXJL 

Ein  einfacher  Beweis  des  Fundanjen«- 
taltheoremg  in  der  Theorie  der  alge- 
braischen Oleiehungen. 

Von  dein 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Der  in  der  Ueberschrift  bezeichnete  Satz,  nämlich: 

dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mit  Einer 
Unbekannten  durch  einen  complexen  Werth 
dieser  Unbekannten  Genüge  geleistet  werden 
könne, 

hat  zwar  seit  dem  Vorgange  von  Gauss  schon  so  mannigfaltige 
und  von  so  verschiedenen  lVincipien  ihren  Auslauf  nehmende  Be- 
weise erfahren ,  dass  eine  Vermenrung  dieser  Beweise  kaum  noch 
von  Interesse  sein  dürfte;  worüber  wir  auf  den  Artikel  XLVI. 
8.  411.  im  VII.  Bande  des  Archivs  zu  verweisen  uns  erlauben, 
welcher  eine  Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten  dieser  Be- 
weise enthält.  Indessen  wird  man  zugleich  nicht  in  Abrede  'stel- 
len können,  dass  alle  jene  Beweise,  vom  Standpunkte  des  Anfan- 
gers angesehen,  theils  so  verwickelte  Betrachtungen  erfordern, 
theils  aber  auch  so  fremdartige  Hülfen  zur  Benutzung  herbeiziehen, 
dass  man  sich  für  die  Zwecke  des  Unterrichts  nicht  selten,  je 
nach  der  Stellung,  welche  man  der  allgemeinen  Theorie  der  Glei- 
chungen geben  will,  mit  dem  Beweise  des  in  Hede  stehenden 
Satzes  hinsichtlich  dessen,  was  man  voraussetzen  oder  nicht  vor- 
aussetzen darf,  in  einiger  Verlegenheit  befinden  wird ;  und  stellt 
man  nun  obendrein  noch  die  Forderung,  der  Beweis  «olle  auf 
einem  einfachen  und  naturgeniässen  Wege  aus  der  Betrachtung 
der  Sache  selbst  genetisch  hervorgehen,  so  wird  nicht  leicht  einer 
der  vorhandenen  Beweise  allen  diesen  Anforderungen  gleichzeitig 
zu  genügen  im  Stande  sein. 

In  dieser  Beziehung  dürfte  vielleicht  der  nachfolgende  Beweis 
der  öffentlichen  Mittheilung  nicht  unwerth  sein,  welcher  an  Ein- 
fachheit, so  wie  an  naturgemässer  Entstehung,  kaum  etwas  zu 
wünschen  übrig  lfisst.  Er  beruhet  der  Hauptsache  nach  auf  einer 
Vereinfachung  des  Beweises  von  Deabna  (s.  d.  angef.  Artikel 
Seite  416). 


- 
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I. 

Als  angestanden  dürfen  wir  voraussetzen,  das«  die  Theorie 
der  Gleichungen  diejenige  besondere  Aufgabe  einer  allgemeinen 
Ftmcttonentneorie  zu  ihrem  Gegenstände  hat,  alle  Werthe  einer 
unabhängigen  Veränderlichen  anzugeben,  für  welche 
eine  gegebene  Function  derselben  zu  Null  wird.  Ins- 
besondere also  im  vorliegenden  Falle  handelt  es  sich  darum,  alle 
Werthe  einer  unabhängigen  Veränderlichen  anzugeben,  fttr  welche 
eine  gegebene  algebraische  Function  derselben  zu  Null  wird. 
Sei  nun  diese  Function  von  der  bekannten  Form 

3f=ar"-f-a,ar»-1  +  a^x»-2 +....+  a»,  (1) 

so  hat  man  zunächst,  bevor  jene  Aufgabe  überhaupt  gestellt  wer- 
den kann,  die  Möglichkeit  derselben  nachzuweisen,  d.  b.  zu  zei- 
gen, dass  es  wirklich  Werthe  von  x  geben  müsse,  fiir  welche  y 
zur  Null  werde;  und  da  man  sich  bei  dieser  Nachweisung  offen- 
bar noch  vor  der  Theorie  der  Gleichungen,  nämlich  innerhalb  der 
allgemeinen  Functionentheorie  befindet,  so  erscheint  es  auch  ain 
natürlichsten,  die  Function  selbst  noch  in  ihrer  Eigenschaft  als 
Function,  also  ihrer  ganzen  Kr* treckung  nach  von  j;= — od  bis 
ar  =  -f-oc  ins  Auge  zu  fassen  und  nachzusehen,  ob  dabei  Werthe 
von  x,  für  welche  y  zu  Null  wird,  vorkommen  müssen  oder  nicht. 


Nun  ist  es  bekannt  genug,  dass,  so  lange  man  sich  auf  das 
Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt,  diese  Frage  nicht  allge- 
mein bejaht  werden  kann ;  im  Gegentheil  lassen  sich  der  Functio- 
nen unzählige  anführen  (z.  B.  yz=x2  +  £),  welche,  wenn  man  x 
alle  reellen  "Werthe  von  x=  —  00  bis  x=+<x>  durchlaufen  lässt, 
für  keinen  dieser  Werthe  zu  Null  werden,  so  dass  mithin  Glei- 
chungen wie  x1  -f-4=ö  innerhalb  des  Gebietes  der  reellen  Zahlen 
völlig  ohne  Sinn  bleiben.  Indessen  da  man  in  so  einfachen  Fäl- 
len ,  wie  das  hier  beispielsweise  angeführte  x2  -f-  4=0,  immer  so- 
fort Wurzeln  der  Gleichung  anzugeben  im  Stande  ist,  sobald  man 
die  Erweiterung  des  Zahlenhegriffs  auf  das  Gebiet  der  imaginären 
Zahlen  in  die  Betrachtung  hineinzieht,  so  entsteht  die  Vermuthung, 
dass  sich  die  obige  Frage  mit  Zuziehung  dieser  Erweiterung  viel- 
leicht allgemein  bejahend  werde  zur  Entscheidung  bringen  lassen. 
Damit  sind  wir  auf  dem  gewöhnlichen  Standpunkte,  von  welchem 
diese  Frage  pflegt  vorgelegt  zu  werden,  angelangt. 

>,-4  '  *  • 

1  Im* **.*tf •!*•••'.  ,  ,»  i»      .»!»    .  ii  mm  :\i- 

sei  x  eine  complexe  Veränderliche  von  der  Form 

or=o(cos9  + isin^)),  (2) 

wo  (j  nur  positiv  sein  kann,  und  t,  wie  gewöhnlich,  die  positive 
imaginäre  Einheit  bezeichnet;  und  durch  Substitution  derselben 
in  die  obige  Function  (1)  nehme  y  die  Gestalt  an 
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y=  P(cos  d>  + 1  sin  <D)," 

so  wird  man  fär  die  in  Rede  stehende  Betrachtung  die  VerSnder* 
liehe  x  alle  möglichen  complexen  Werthe  durchlaufen  lassen,  und 
dabei  fortwährend  die  zugehörigen  complexen  Werthe  von  y  ins 
Auge  fassen,  mit  der  beständigen  Rücksicht,  ob  nicht  unter  den 
letzteren  auch  der  Werth  y  =  ö  vorkomme.  Die  Veränderlichkeit 
von  x  aber  ist  an  diejenige  sowohl  von  o  als  von  9?  gebunden, 
und  um  alle  Werthe  von  x  zum  Vorschein  kommen  zu  lassen, 
wird  man  nicht  nur  p  durch  alle  Werthe  von  p=0  bis  p=ao 
hindurchführen,  sondern  es  wird  zugleich  daneben  auch  tp  alle 
Werthe  von  einem  beliebigen  Werthe  a>==9>0  ausgehend  bis 
<x>  =  o>o  +  2tt  zu  durchlaufen  haben. 

Hält  man  zunächst  und  für  einen  Augenblick  einen  beliebigen, 
jedoch  von  den  beiden  äussersten  Gränzen  p  =  0  und  p=ac  ver- 
schiedenen Werth  von  p,  welcher  =  p0  sei,  fest,  und  setzt  dabei 
zugleich  <p=z<p0,  so  hat  man  vermöge  der  Gleichung  (1)  sofort 
einen  bestimmten  gehörigen  Werth  von  y,  y  =  y0,  welcher  in  der 
Ebene  der  complexen  Zahlen  irgend  einen  gleichviel  wo  liegenden 
Funkt  repräsentiren  wird.  Lässt  man  nun  <p  continuirlicn  sich 
ändern,  jedoch  noch  immer  unter  Fest  halt  11  ifg  jenes  Werthes  p=pn, 
so  wird  auch  vermöge  der  Continuität  der  Function  (1)  der  Werth 
von  y  continuirlich  ein  anderer  werden,  und  folglich  der  dadurch 
repräsentirte  Punkt  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen  eine 
krumme  Linie  beschreiben,  welche  sich  mit  dem  Werthe 
q>  =  <jp0 -f- 2ns  in  sich  selbst  ahschliesst,  indem  hier  wieder  der 
anfangliche  Werth  y=v0  zum  Vorschein  kommt.  Wenn  man  nun 
endlich  auch  p  sich  ändern  lässt,  so  wird  jedem  andern  Werthe 
von  p  eine  andere  Curve  der  so  eben  beschriebenen  Art  zugehö- 
ren ,  ferner  wird  ein  continuirliches  Wachsen  von  p  zugleich  auch 
einen  conti nuir liehen  Uebergang  von  Curve  zu  Curve  zur  Folge 
haben ;  und  wenn  man  demnach  jetzt  die  gesammte  Succession 
dieser  Curven  von  p=0  bis  p=oo  ins  Auge  fasst,  so  wTird  sich's 
dabei  entscheiden  müssen,  ob  unter  ihnen  auch  mindestens  eine 
vorkommt,  die  durch  den  Nullpunkt  der  Ebene  hindurchgeht  und 
mithin  den  Werth  y=0  in  sich  enthält 


3. 

Man  betrachte  abgesondert  die  beiden  äussersten  Gränzfalle. 
welche  den  Werthen  p  =  0  und  p=ao  entsprechen. 

1)  Für  p=0  reducirt  sich  der  Werth  der  Function  (1)  auf 

y  =  <in, 

mithin  degenerirt  hier  die  in  Rede  stehende  Curve  zu  einem 
Punkte,  dessen  Lage  in  der  Ebene  durch  die  von  Null  ver- 
schiedene complexe  Zahl  an  festgestellt  wird.  Dieser  Punkt  bil- 
det mithin  den  Ausgangspunkt  für  die  mit  wachsenden  Werthen 
von  p  zu  Stande  kommenden  Curven. 

2)  Für  p=oo  wird  man  zu  dem  entsprechenden  Resultate 
am  leichtesten  gelangen ,  wenn  man  zuvor  die  Gleichung  (I)  auf 
die  Form  bringt 


« 
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woraus  man  fär  p  =  oc  seh  Ii  esst 

"■»CO  1  . 

Diese  Gleichung  spricht  den  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
auch  sonst  vielfach  zur  Anwendung  kommenden  Satz  aus,  dass 
die  Function  (1)  desto  näher  mit  ihrem  Ihm listen  Gliede 
zusammenfällt,  je  grosser  der  Modulus  p  der  Veränder- 
lichen j  angenommen  wird:  welcher  Satz  mithin,  da  er  an 
sich  schon  jedenfalls  in  der  Theorie  der  Gleichungen  bewiesen 
werden  müsstc,   hier  um  so  unbedenklicher  henutzt  werden  darf. 

Statt  dieser  Gleichung  (3)  kann  man  auch  schreihen 

wo  £  eine  für  q  —  oo  verschwindende  complexe  Zahl  bezeichnet ; 
und  daraus  hat  man 

y  —  xn{\  +  «), 

oder  vermöge  der  Gleichung  (2): 

y  =  pn  (cos  nep  +  isin  nrp)  (1  -f  (4) 

x  Dieser  Ausdruck  führt  nun  sofort  zur  Kenntnis«  der  näheren  Be- 
schalienheit  der  oben  bezeichneten  Curven  für  denjenigen  Fall, 
wo  p  seifest  ohne  Grinzeu  zunimmt.  Wie  nämlich  auch  p  beschaf- 
fen sein  mag.  so  lielert  jedenfalls  der  erste  Factor  des  Ausdrucks 
(4),  nämlich  der  Ausdruck 

qu  (cos  nqp-f-i  sin  w<p), 

stets,  für  einen  bestimmten  Werth  von  p,  einen  aus  dem  Null- 

R unkte  der  Ebene  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreis,  dessen 
[albmesser  =pn  ist  und  dessen  Peripherie  »mal  nach  einander 
durchlaufen  wird,  während  qp  von  qp=qp0  bis  <p  =  <p0  +  27t  sich 
ändert.  Dieser  Kreis  ist  nun  zwar  noch  nicht  selbst  die  hier  in 
Frage  kommende  Curve,  indem  vielmehr  zu  deren  Herstellung, 
vermöge  des  Ausdrucks  (4),  sämmtliche  Punkte  einer  jeden  ein- 
zelnen Umdrehung  des  Kreises  zuvor  noch  eine  Correction  durch 
den  von  der  Einheit  verschiedenen  Factor  1  \  f.  gleichsam  eine 
Verschiebung  in  der  Ebene,  zu  erleiden  haben.  Indessen  da  c 
eine  mit  den  wachsenden  Werthen  von  p  unendlich  abnehmende 
Zahl  bezeichnet,  also  der  Factor  1-f  f  gegen  die  Einheit  conver- 
eirt,  so  kommt  eben  deshalb  die  fragliche  Curve  einem  aus  dem 
Nullpunkt  der  Ebene  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  desto 
näher,  je  grösser  p  angenommen  wird,  und  fällt  endlich  — -  falls 


• 
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man  diese  Ausdrucksweise  noch  zulassen  will  —  fiir  o=<x>  mit 
eioem  solchen  Kreise  selbst  zusammen. 

4. 

Ueberblickt  man  von  dem  hier  gewonnenen  Standpunkte  ans 
das  System  aller  den  verschiedenen  Werthen  von  o  entsprechen- 
den Curven,  von  dem  Punkte  für  q  —  0  einerseits,  bis  zu  dem 
Kreise  ftir  p=x  andererseits,  und  nimmt  überdies  auf  die  Con- 
tinuität  der  Function  (1)  Kucksicht,  so  gelangt  man  leicht  zu  dem 
hier  endlich  beabsichtigten  Schlüsse. 

Alle  Curven  nämlich,  welche  sehr  kleinen  Werthen  von  q  ent- 
sprechen, werden  sich  ihrer  ganzen  Ers treckung  nach  in  der  Nähe 
des  für  s  =  0  geltenden  Punktes  halten,  und  mithin,  da  dieser 
Punkt  von  dem  Nullpunkte  der  Ebene  verschieden  ist,  den  ge- 
nannten Nullpunkt  ausser  sich  lassen.  Alle  Curven  dagegen, 
welche  sehr  grossen  Werthen  von  o  zugehoren,  werden  der  für 
p=  x  stattfindenden  Kreisform  nahe  kommen,  und  mithin,  da  die« 
ser  Kreis  den  Nullpunkt  der  Ebene  zu  seinem  Mittelpunkte  hat, 
diesen  Nullpunkt  gleichfalls  in  sich  e in sch Hessen.  Von  den 
Curven  der  ersten  Art  zu  den  Curven  der  zweiten  Art  muss  es 
iüso,  wegen  der  Continuität  der  Function,  nothwendig  mindestens 
eine  Uebergangs - Curve  geben,  welche  durch  den  Nullpunkt 
der  Ebene  selbst  hindurchgeht;  und  bierin  ist  laut  dem 
Obigen  das  vorliegende  Theorem  bewiesen. 

Man  erkennt  leicht,  dass  dieser  Beweis  völlig  unabhängig  von 
der  Beschaffenheit  der  Coeffioienten  a^t....an  ist,  die  dem- 
nach beliebige  reelle  oder  selbst  comnlexe  Werthe  haben  dürfen. 
Nur  der  Fall  tf»  =  0  musste  ausgeschlossen  bleiben,  in  welchem 
Falle  übrigens  die  Richtigkeit  des  Satzes  auf  der  Hand  liegt. 

Zu  weiteren  Folgerungen  über  die  Natur  der  Wurzeln  oder 
Mitteln  sur  Berechnung  derselben  dürfte  indessen  der  hier  einge- 
schlagene Weg  schon  deshalb  keinen  Beitrag  liefern,  weil  in  ihm 
die  unabhängige  Veränderliche  selbst  gar  nicht  sichtbar  hervorge- 
treten ist. 


xxn, 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  WitUtein  au  Hannover. 


Nicht  allein  den  richtigen  Weg  zu  lehren,  sondern  auch  zu 
sei  gen  wie  man  es  nicht  machen  darf,  und  damit  den  Schü 
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lcr  vor  nahe  liegenden  Fehlern  zu  hüten,  scheint  eine  Hauptauf- 
gabe des  Lehrers  zu  sein.  In  diesem  Sinne  milchten  sich  Fragen 
wie  die  folgenden  zweckmässig  zu  Aufgaben  für  Schiller  eignen. 

1.  Aus  der  Gleichung 

x**!-1ax  +  aa=«2—  lax  -f  .r* 
zieht  man  durch  Wurzelausziebung 

x  —  a  —  a—x, 

woraus  folgt 

x  =  a, 

während  die  gegebene  Gleichung  auch  für  ieden  von  a  verschie- 
denen Werth  des  x  Gültigkeit  behalt.  Wo  Iregt  der  Fehi- 
sch I  n  s  s  t 

2.  Aus  der  Gleichung 

a  —  Vx  =  b 

erhält  man 

—  Vx  —  b  —  a  * 
x  =  (b  —  o)a; 

die  Probe  aber  gibt  statt  der  identischen  Gleichung,  die  sie  lie- 
fern raösste,  die  folgende: 

a—V(6-a)*=6, 
a  — (6— o)     =  6, 
a—b. 

Wo  liegt  der  Fehlschluss? 

3.  Wenn  man  die  Gleichung 

x — a  =0 

auf  beiden  Seiten  durch  x — a  dividirt,  so  erhält  man 

x  —  a  0 
x—a    x— o 

oder 

1=0. 

Wo  liegt  der  Fehlschluss? 

Anmerkung.  Der  Widerspruch  wird  dem  Schüler  in  der 
Regel  noch  sichtbarer,  wenn  man  für  die  Buchstaben  bestimmte 
Zahlen  setzt  So  z.  B.  wenn  man  in  der  zweiten  Aufgabe  als 
gegeben  annimmt 

3—  Var=7, 

so  ^erhält  man  a?=lö,  und  die  Probe  liefert  den  Widerspruch 
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Von  dem  Herrn  Doctor  Dicnger  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


I. 

]  mcos  (p    1  m3cos3y    1  m5cos5qp 
3~~ I        51.2.3  +7  1.2....5  ' 

1    m*'+1cos(2r  +  l)<p 
••••(    ^ar+S    1.2....(2r  +  l)  ~" 

—  sm  (m  C08  9>)  • cos  *9> 

-|  ^2  cos  (»I  cos  qp) .  sin  2o? 

^— m  sin  g> -|- e*<* »in  9 

—  cos  (m  cos  9)  • cos  V 

e—m*\n<f  —  Irnsing  # 

 2^  810  (r  cos  V)'*™*' 

II. 

Irnsing)     1  ffisstn3<p      1  m6sin5qp 
31        5   1.2.3    +  7T2ZB  — 


3 

im  sin  qp  —  e—  m  »in  9> 
=  2/7i*~ 


cos.(mcoso;)cos2g> 


e-m%in<F  +  e>»*ia<p  /  . 

 2m*  810  'r  C08     ' S!n 

-f  ^  cos  (pC08  9)  • 8,n  <P 

 r-^jj  sin  (r  cos  9).  cos 

wenn  fn  >  0  und  g>  beliebig  ist 

III. 

1  l  1*  l2  3* 

(r  + 1)  .2+ 1,r  §»1 + 21  (r- 1) . ä^Te*31  (r_2) ' 2V4T#78 

ia.3*....(2r-3)* 
+  ....  +  (Ufr  + 1) .  I  •  2, # 4* # 6»....(2r2)(2r+2) 

1» . 3« .  5* ....  (2r -  l)*(2r  +  l)*(2f«-H) 
=   2^4».<P....(2r)*(2r  +  2)  "* 
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■ 


Miscellen. 


Bemerkungen  zur  sphärischen  Trigonometrie. 
Von  dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  uns  ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges  »sphäri- 
sches Dreieck  denken,  dessen  Hypotenuse  a  ist  und  dessen  ein- 
ander gleiche  Katheten  6,  b  sind.  Bezeichnen  wir  den  Flächen- 
inhalt dieses  sphärischen  Dreiecks  durch  A,  so  ist  nach  einer 
bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie 

sin2A     1—  cos26 
taD^  =  2coi6="licT8■^, 

also 

cos*6  +  2tang^cos6  =  1. 

Lost  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  cos 6 
als  unbekannte  Grosse  auf,  so  erhält  man 

(cos  b  -f  tang  //)*  =  1  +  tangM =sec  V , 

also 

cos  0  +  tang^  =  ±sec^, 

und  hieraus 

coso=—  tang// ±secJ^±— -^^T  ' 

jto  sich  nun  fragt,  welche  Zeichen  man  zu  nehmen  bat.  Wenn  aber 

0<6<90° 

ist,  so  ist  nach  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  auch 
Theil  XI.  15 
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0<Ä<«JO°, 

folglich 

0<2Ä<180"; 

weil  uan  bekanntlich 
ist,  so  ist  offenbar 

0<^<90°, 

und  cos  6,  cos^  sind  daher  beide  positiv.   Wenn  ferner 

ist»  so  ist  nach  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  auch 

90°<tf<180<>, 

folglich 

weil  nun  bekanntlich 
ist,  so.  ist  offenbar 


180°<2#<360°; 
90o<^<2/0°, 


und  cos  6,  cosd  sind  daher  beide  negativ  Also  haben  cos  6, 
cos^  stets  gleiche  Vorzeichen,  und  weil  nun  1  ^ sin  4  jederzeit 
positiv  ist/ so  muss  man' in  der  Gleichung 


1    sin  J 


offenbar  die  obern  Zeichen  nehmen,  d.  h,  man  muss 

,x         ,     1—  sinz/ 

setzen. 

Haben  wir  nun  ein  beliebiges  rechtwinkliges  sphärisches  Drei- 
eck, dessen  Hypotenuse  a  ist  und  dessen  Katheten  6,  c  sind,  so 
wollen  wir  uns  über  den  drei  Seiten  dieses  sphärischen  Dreiecks 
sphärische  Quadrate  beschrieben  denken,  und  deren  Hälften, 
welche  offenbar  gleichschenklige  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke 
sind,  respective  durch  Ja,  4*,  4*  bezeichnen.   Dann  ist  nach  l) 

]  — sin^/a 
cos  a  =  —  » 

C0SZ7o 

1— sin  Je 

co8C=-^r 
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Weil  aber  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigono- 
metrie 

cosa=  cosftcosc 

ist,  so  ist 

1— s'mJ*  (1  —  s'mJb)  (1  —  s\nJe) 

'      COS  Ja    ~~  COS  Jb  COS  Je 

Da  nun 

sin  Ja=  ±  Vi  —  cos*  Ja 

ist,  so  ist 

1 T  Vi  -  cos  *Jg     (1  -  sin  Jb)  (1  -  sin  Je)  . 

COS  Ja  ~  COS  Jb  COS  Jo 

folglich 

■     (1  —  sin  Jt)  (l — sin^c)       A      .  A;  f  '       %  A 

1  —  i  -~  -j   COS  Ja  =  ±  V  1  — C08*^«, 

COS  Jb  COS  Je 

also,  wenn  man  qnadrirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lSsst: 
(1  -  sin  Jb)2  (1 — sin  Je)* + cos  *Jb  cos2J0 

CQS*JbCOS*Jc  " 

_2(l-sin/fr)(l~  sin^c) 

~~  COS  Jb  COS  J c 

oder,  weil 

cos^»cos*^«  =  (1— sin***»)  (1  -  Sin*^) 
= (1  ^  sin  Jb)  (1  —  sin  J9) .  (1 + sin  4)  (1  +  sin 

Ut: 

|  (1  -  sin  Jb)  (1  -  sin      +  (1  +  sin  Jb)  (1  +  sin  ^) )  cos  z/« 


woraus  sich  leicht 

(1  +  sin  Jb  sin  Je)  cos  Ja  =  cos  ^»  cos  Je , 


0v         .        cos  Jb  cos  ^c 
3>   ^^^l  +  sin^sinlT, 

ergiebt. 

Ferner  ist 

cos^«=i:  V~  1  —  *m%Ja, 
und  folglich  nach  2): 


15* 
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also 


oder 


AAÜ 

IZo 

1  — sin Jg  (l-sinz/»)(l~  *mJe) 

*  VI  —  sin  *Ja  C08  ^*  cos ^* 

(1-6.0^)«=  C084lC08^c    '<1— b»«^ 

/i  a  \g  ~~  «ip  ^4)g  (1  -  sin  Ac)* 

(1  -s.nz/a)  _  (i_sin^)(l_8in^c)  (1  - «m , 

d.  i. 

1-sinzf  _(*-fii"^4)  (1-sin^),,^  . 
1    Sm^-(1  +sin^)(l  +  sin  J7)  <!  + 

oder 

1— sin  z/«    (1— sin/fr)  (1  —  sin^c) 
1  +  sin        (1  -f  sin     (1  +  sin  jj' 

Also  ist 

sin  J  =:(1  +  sin^*)(l+sin^c)  -(1— sin^)(I  -s\nJe) 
a      (1 + sio  ^/*) (1  +  sin  Jc)  +  (1  -  sinz/*) (l -  «in * 

woraus  leicht 

4)  sin^a=t8in^  +  8in^ 

1  +  sin^Asinz/e 

erhalten  wird. 

Aus  3)  und  4)  folgt  sogleich 

5)  tancJ'  _sin^4-Fsin^e 

COS  Ab  COS  z/e 

oder 

6)  tangz/a=tang^6ecz/o4-tangz/e8ec^». 
Aus  3)  ergiebt  sich'  auch  leicht 

i    «  1— cos(^»+^c) 

1  -f  sin     sin  ^c 

J  +cos^  =  YfC08(^-^c); 
^        Ä     l  +  sinz/*sin^e 

d.  i. 

8m  Mfl-l+sin^sin^c' 
1  """l  +  sin^sin^' 
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Nach  3)  ist  auch 

8)   sec  Ja  =  «ec  Ab  sec  ^c  +  tang  Ab  tang  z/c. 

Die  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtungen ,  zu  denen  der 
Versuch,  einen  dem  pythagoreischen  Lehrsatze  analogen  Satz  für 
rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  zu  finden,  Veranlassung  gege- 
ben hat,  möge  dem  Leser  uberlassen  bleiben. 


Bemerkungen  zar  ebenen  Trigonometrie. 
Von  dem  Herautgeber. 


Die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  kann  mau  aus  dem  sehr  leicht  zu 
beweisenden  Satze,  dass  in  jedem  ebenen  Dreiecke  die  Seiten 
sich  wie  die  Sinus  der  gegenüberstehenden  Winkel  verhalten,  ana- 
lytisch auf  folgende  Art  anleiten. 

Weil  in  jedem  ebenen  Dreiecke 

A+B+C=WP 

ist,  so  ist 

sin  A  —  B\n{B  -f  C)  =sin  2? cos  6'+  cos/?sin  C, 
cos  A  -  —  cos  (B  +  C) = -  cos  Bcob  C+smB sin  C. 

Nach  dem  angeführten  ersten  trigonometrischen  Hauptlehrsatze 
ist  aber 

sin  ,4  _  sin/?  sin  C 

a   -    b    *    c  ' 

folglich 

sin  2?=-  BinA—bx> 

emC=  -s'mA=ca:; 
wenn  wir  der  Kürze  wegen 

_  sin  A 
X~  a 

setzen.    Also  ist 


cosJ?=Vl-6a.r*,  cosC=Vl— cV; 
wenn  man  nur  die  Quadratwurzeln 

positiv  oder  negativ  nimmt,  jenachdero  respective  die  Winkel  B,  C 
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spitz  oder  stumpf  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  daher 
nach  dem  Obigen 

sin  A=  bx  Vl-cW  +  cx 

cosJ=6c**-  Vl-tor*.Vl-<Az*; 

also 

sin  *A  =  b*z*(l  -  c***)  +  c»*«(l 
Vl-6aj:a.  Vl-ca^a=6c^-cosJ; 

folglich 

sinaJ-Äa:ra(l--ca:ra)  +  c*:ra(l  -6*x*)  +  2fttoÄ(6ca^-cos^) 

=  (6a+ca-2Äccos^)ara 

= (fß*  +  ca  —  26c  cos  4)  ; 

also 

#»+ca-2facos^  . 
 „t  =  1> 

oder 

a*  —  64  +  c2-26ccos^, 

welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist,  welche  wir  hier  beweisen  wollten. 

Eine  andere  Behandlung  dieses  ganz  elementaren  Gegenstan-  ' 
des  s.  m.  Archiv.  Tbl.  11.  S.  215. 


lieber  den  Verlust  an   Elektrizität  durch 

die  Luft. 

Von  dem  Herrn  Doctor  Diengcr  so  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Da  die  elektrischen  Kurner  bekanntlich  ihre  Elektrizität  durch 
die  Luft  nach  und  nach  verlieren,  so  nimmt  man  bei  den  Unter- 
suchungen mittelst  der  Drehwage  gewöhnlich  das  arithmetische 
'  Mittel  zwischen  zwei  Intensitäten ,  die  man  an  der  gleichen  Steile, 
aber  zu  verschiedenen  Zeiten,  erhielt.  (Man  sehe  z.  B.  Müller, 
Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  II.  Bd.  S.  86.) 

Es  scheint  diess  aber  ganz  genau  nicht  zu  sein,  vielmehr  die 
Berechnung  auf  folgende  Art  geschehen  zu  müssen: 

Es  sei  die  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  x  abgegangene 
Elektrizität  proportional  dieser  Zeit  und  der  ganzen  Ladung  im 
Anfang  dieser  Zeit,  was  darauf  zurück  kommt ,  diese  Ladung  wüh« 
rend  der  Zeit  x  als  konstant  zu  betrachten.  Heisst  also  Ä  diese 
Ladung,  so  ist  der  Verlust  in  der  Zeit  x  gleich  m^r,  wenn  m 
eta  konstante  ferösse  ist,  die  v*n  dem  Zustande  der  Lull  abhingt. 
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Demnach  ist  die  Ladung  zu  Anfang  der  zweiten  Zeit  r:A(l — tot), 
während  der  Verlust  in  dieser  Zeit  wieder  A(l—mt)mi,  also  die 
Ladung  am  Ende  der  Zeit  2*  noch  ^(1— tot)2  ist.  Geht  man  so 
fort,  so  findet  man,  dass  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  nr  noch 
JU-tiiT)»  ist.   Nun  ist 

(1  —  wir)"  =  [  (1 — mr)  mr]~  mt, 

wenn  nr=t  eine  endliche  Zeit  bedeutet.  1p  dieser  Voraussetzung 

ist  n  unendlich  gross,  während  t  unendlich  klein  ist.  Nach  Cauchy, 

Differentialrechnung  Seite  4.,  ergieht  sich,  dass  für  r  un- 

 i_ 

endlich  klein  (1—  mx)  mr=zc,  also  für  n  unendlich  gross 

(l-iwT)»  =  e-»< 

ist.  Demnach  ist  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  t,  wenn  sie  zu 
Anfang  derselben  A  war,  noch  A.e~ mt.  Heisst  B%  also  die  La- 
dung am  Ende  der  £eit  2*,  Bx  die  am  Ende  der  Zeit  t.  so  ist 

B^Ae-™',  B2—Ac~'2mt, 

demnach 

Bl  =  \rÄB^i 

<L  h.  um  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  t  zu  finden,  wenn  man 
die  zu  Anfang  dieser  Zeit  und  die  zu  Ende  der  Zeit  2f  kennt, 
nimmt  man  aus  diesen  letztern  zwei  das  geometrische  Mittel. 

Heisst  allgemein  A  die  Ladung  zu  Anfang,  An  die  zu  Ende 
der  Zeit  nt,  An\x  zu  Ende  der  Zeit  (w-f-l)r,  J„+2  zu  Ende  der 
Zeit  (*  +  2)  U  so  ist : 

An  z^Ae-"**', 
An+l  =  Ae~ml*tl)t, 
An^=Ae^m^^; 

woraus  folgt: 

^o+i  =  V  An.An+%. 

Hiernach  müssen  also  die  Formeln,  wie  sie  z.  B.  Lame*  in  dem 
Cour8  de  Physique  de  l'Ecole  polyt.  §.  aufstellt,  modi- 
fixirt  werden.  Setzt  man  m  als  klein  voraus ,  so  könnte  man  auch 
haben : 

An    =A(\ — mnt-\- .... ), 
An\i  =  A  (1— m  (»  +  1)*+ ...). 
An+t-AiX—  ro(«+2)i+....); 

also,  wenn  man  die  hohem  Potenzen  als  die  erste  von  m  ver- 
nachlässigt : 

m   An  4~  ^n-fg 

nach  der  gewöhnlichen  Rechnungsweise. 
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Zur  Verwandlang  der  gemeinen  Brüche  in 

Dezimalbrüche. 

0 

Von  dem  Herrn  Doctor  Dienger  zn  Sinsheim  bei  Heidelberg-. 


,  Da  ich  mich  nicht  erinnere,  gelesen  zu  haben,  wie  man  die 
Anzahl  der  Dezimalstellen  bestimmt,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
einen  gewöhnlichen  Bruch  in  einen  Dezimalbruch  verwandelt,  so 
will  ich  hier  diese  Bestimmung  andeuten.  Dabei  setze  ich  immer 
Bruche  voraus,  die  sich  nicht  mehr  abkurzen  lassen. 

1)  Alle  gemeinen  Brüche,  deren  Nenner  bloss  aus  den  ein- 
fachen Faktoren  2  und  5  besteht,  lassen  sich  genau  in  Dezimalbrüche 
verwandeln.  Diese  Faktoren  können  jeder  vielmal  vorkommen, 
entweder  beide  Arten  zugleich  oder  nur  eine  allein. 

2)  Um  zu  unterscheiden,  wie  viele  Stellen  (nach  der  Stelle 
der  Ganzen)  der  entstehende  Dezimalbruch4  habe,  müssen  wir 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

a)  Der  Nenner  enthält  bloss  den  Faktor  2;  alsdann  enthalt 
der  aus  dem  Bruche  entstehende  Dezimalbruch  so  viele  Stellen, 
als  der  Nenner  Faktoren  2. 

0)   Das  Gleiche  gilt,  wenn  man  in  c)  statt  2  setzt  5. 

r)   Der  Nenner  enthält  sowohl  den  Faktor  2,  als  den  5. 

«)  Er  enthält  mehr  2  als  5;  alsdann  erhält  der  Dezimal* 
bruch  so  viel  Stellen,  als  der  Nenner  Faktoren  2. 

ß)  Er  enthält  mehr  5  als  2;  alsdann  erhält  der  Dezimal- 
bruch so  viel  Stellen,  als  der  Nenner  Faktoren  5. 

3)  Alle  gemeinen  Brüche,  deren  Neuner  nicht  einzig  die  ein- 
fachen (Prim-)  Faktoren  2  und  5  enthält,  lassen  sich  nicht  genau 
in  Dezimalbrüche  verwandeln.  Sie  geben  unendliche,  periodische 
Dezimalbrüche. 

4)  Enthält  der  Nenner  nebst  anderen  einfachen  Faktoren  noch 
die  Faktoren  2  und  5,  so  hat  man  die  vier  Fälle  von  No.  2)  zu  un- 
terscheiden. Alsdann  enthält  der  Dezimalbruch  so  viele  'sich 
nicht  wiederholende  Stellen  nach  dem  Komma,  als  der  Dezimal- 
bruch im  Ganzen  Stellen  erhalten  würde,  wenn  die  den  Faktoren 
2  und  5  fremden  Faktoren  nicht  vorhanden  wären. 

Multiplizirt  man  alle  einfachen,  von  2  und  5  verschiedenen 
Faktoren,  so  enthalt  der  Dezimalbruch  nach  den  sich  nicht  wieder- 
holenden Stellen  höchstens  so  viele  sich  wiederholende  /Stellen, 
als  diess  Produkt  Einheiten  enthalt,  wenn  1  davon  abgezogen  wird. 

Diese  letzte  Regel  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  der  Nenner 
weder  den  Faktor  2,  noch  den  Faktor  5  enthält;  alsdann  wieder- 
holt sich  noth wendig  die  erste  Stelle  nach  dem  Komma.  *) 


*)  Man  vergleiche  den  Anfratz  in  drin  Archiv.  Thl.  I.  Nr.  Wl  ron 
dem  Herrn  Dr.  J.  A.  Arndt  zu  Torgan. 
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Heber  die  Complanation  des  ellipti- 
schen und  hyperbolischen 
Paraboloides. 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  lö  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Die  Gleichungen  des  elliptischen  und  hyperbolischen  Parabo- 
loides lassen  sich  bekanntlich  in  den  Formen 


darstellen .  und  hier  kann  man  die  constanten  geraden  Linien  a,  b.  c 
die  Achsen  der  Paraboloide  nennen,  eine  Bezeichnung,  welche 
mit  der  beim  Ellipsoide  gebräuchlichen,  wo 


ist,  sehr  mit  übereinstimmt.  Will  man  jene  Achsen  selbst  sehen, 
so  braucht  man  die  in  Hede  stehenden  Flächen  nur  durch  eine 
Ebene  zu  schneiden,  welche  der  Coordinatenebene  xy  in  der  Ent- 
fernung ,2  =  c  parallel  läuft.  Die  Gleichungen  der  entstehenden 
Schnitte  sind  dann 


=©'♦(*)•■ 
-©"-&)■ 


und  folglich  die  Schnitte  selbst  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel 
mit  den  Halbachsen  a  und  b. 

Theil  XI.  16 
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Um  nun  die  gedachten  Flachen  zu  complaniren,  benutzen  wir 
die  allgemeine  Formel 

*  «^•MrV'+Cs)' +(!)'• 

und  haben  nach  No.  1.  für  den  Fall  eines  elliptischen  Paraboloides 
und  fflr  den  Fall  eines  hyperbolischen  Paraboloides 

Substituiren  wir  diess  in  die  Formel  3.,  so  ist  in  jedem  Falle 


/•  r        4  F      4r2  4r 2 

*•  a  =// V 1 *" + •f**' 

wo  die  Integrationsgränzen  noch  zu  bestimmen  sind.  Wir  betracli 
ten  nun  folgende  zu  ei  Fälle.  In  Taf.  VI.  Fig.  1.  seien  OA,  OB 
und  OC  die  drei  Achsen  a,  6,  «der  Fläche  (hier  eines  ellipti- 
sehen  Paraboloides)  ,  so  «vollen  wir  die*  Grosse  derjenigen  Stücke 
ihres  Mantels  bestimmen  ,  deren  Projektion  auf  die  Ebene  xy  ent- 
weder das  Dreieck  GAB  oder  den  EJlipsenquadranten  OAWB 
ausmachen.  Sind  nun  031— x  und  MN=y  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  in  der  Ebene  xy,  so  müssen  im  ersten  Falle  die 
Grhnzen  für  x  und  y  s#  gewählt  werden,  dass  der  Punkt  AT* alle 
Punkte  im  Innern  des  Dreiecks  OAB  aber  keine  ausserhalb  des- 
selben liegenden  betritt.  Da  M  unter  dieser  Bedingung  zwischen 
O  nnd  A  beliebig  liegen  darf,  so  ergeben  sich  hieraus  filr  m  die 

x=0,  x  =  OA  =  a. 

Hat  man  nun  dem  x  irgend  einen  individuellen  Werth  OM  inner- 
halb dieses  Intervalle«  gegeben ,  so  steht  jetzt  dem  y=  NN  noch 
der  Spielraum  y  —  0  bis  y  —  MN1  offen,  da  iV beliebig  zwischen  M 
und  Ä'  liegen  darf.  ifestiranrf  man  il/iV'  aus  der  Proportion 
OA:  OB  =  NA :  MN' ,  so  sind  die  Grfinzeo  für  y: 

.  ■ 

y=0,  y  =  6(l-f). 

Substituiren  wir  diess  in  tSo.  4.  unU*  nennen  P  die  Fläche  OURVO, 
deren  Projektion  auf  die  Ebene  xy  das  Dreieck  0^4/?  ausmacht, 

so  ist  (     '  v 


I 
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* 

Wollen  wir  dagegen  die  Fläche  OUSVO  berechnen,  deren 
Projektion  auf  xy  der  Ellipsenquadrant  OAN"B^  CUSV  ist,  so 
mußten  die  Grenzen  für  x  und  y  so  gewählt  werden,  dass  der 
Punkt  N  alle  Punkte  innerhalb  dieses  Ellipsenquadranten,  aber 
keine  anderen  Punkte  der  Ebene  xy  betritt.  Die  Gräoaen  für  x 
uod  y  sind  daher 

x  =  0,  x=OA;  y=0»  y=MN"', 

d.  b. 

x=Otx=a;  y=0>  y=b^  l-ffi  5 

weil  OM  und  JMP  die  Gleichung  der  Ellipse  CUSV-  OAN'B 
befriedigen  müssen.  Nennen  wir  Q  die  Fläche  OUSVO,  so  ist 
jetzt: 

Mao  kann  diese  Integrale  noch  etwas  vereinfachen ,  wenn  man 
die  Substitutionen  x  =  a£,  y  =  brj  vornimmt.  Setzt  man  nämlich 
in  No.  5.  zunächst  x=a£,  so  wird  dx=ad£,  und  die  Integrations- 
?ränzen  dir  |  bestimmen  sich  jetzt  aus  den  Gleichungen  x=0, 
j=ö  oder  a|=0,  a|=a;  es  wird  daher  zunächst 

Sabstituirt  man  nun  y=6iy,  so  erhält  man  ebenso  leicht 

Die  Gleichung  6.  gebt  durch  dieselben  Substitutionen  in  die  fol- 
gende über:  * 

Da  es  in  einem  bestimmten  Integrale  gleichgültig  ist,  mit 
welchem  Buchstaben  man  die  Variable  der  Integration  bezeichnet, 
*o  darf  man  auch  wieder  x  und  y  für  |  und  ff  schreiben;  wird 
noch  zur  Abkürzung 

„    4c*        4c*  _ 

jesetzt,  so  ist  nun 

8.    PzzabJ^dxJ^  ^^1+^  +  ^ 


16* 


Digitized  by  Google 


236 

und   

9.   Q=QbJ**dxJ*J  l~*  <ty  V 

Es  bitte  zwar  keine  Schwierigkeit,  die  Integrationen  nach  y 
auszuführen,  indem  man  die  bekannte  Formel  für 

j* dy  V  h  -\-  ky* 

(ur  A=l-f-«a:*,  k=ß  in  Anwendung  brächte,  man  würde  aber  da- 
bei auf  logarithmische  Funktionen  kommen  und  sich  die  noch 
übrig  bleibende  Integration  in  Bezug  auf  x  in  eine  sehr  unbequeme 
Form  stellen.  Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein,  wel- 
cher auf  dem  folgenden  Theoreme  berußt:  wenn  <p(r,x)  eine  (ur 
x—t  sich  annullirende  Funktion  bezeichnet,  so  gilt  die  Gleichung 

10.  J  dx J  dyf\x,y) 

worin  die  Differenziation  von  <p(rtx)  in  Bezug  auf  r  partiell  aus- 
zufuhren ist  *). 

1.   Um  hiernach  das  Integral  in  No.  8.  zu  reduziren ,  setzen  wir 

9(rf*)=r— jt,  f(x,y)=\Trn&*+W; 

es  ist  dann 

f[x9  <p(r,x)]  =  Vl+ax*  +  ß(r-x)*; 
und  nach  Substitution  dieser  Ausdrücke 

P=abJ^drJ%J dxV  lfax*+ß(r—x)*- 


I 

Durch  die  Substitution  x  —  rz  erciebt  sich  hieraus  zunächst 


Pz=  aöj^ lrdrJ^dz  V  l+«rV+  /Jr*(l-x)* ; 
ferner  durch  die  Substitution  r*  =  o 

P=\ah dgj^ dz  Vl+ooz*+/?o(l— 2)», 
und  durch  Umkehrung  der  Integrationsordnung 

*)  M.  ■.  mein  Handbuch  der  Differensial-  und  Integral 
rechnung.  JI.  S.  154. 


! 
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P=  lab dij^  1d9  Vl  +  «V+jJ(l— i)V  - 
worin  zur  Abkürzung 

IL  ai*+ß(l-z)*=u 
sein  möge,  so  dass  einfacher  oder  wenigstens  compendiöser 

wird.  Mao  übersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  sich  hier  die  Inte- 
gration nach  q  ausfuhren  lässt;   dieselbe  giebt 


vrnrM)",--i 


wo  duo  statt  u  sein  Werth  aus  der  Gleichung  11.  zu  substituiren 
wäre.  Man  kann  aber  auch  u  sogleich  als  neue  Variable  anseheo 
und  umgekehrt  z  durch  u  ausdrücken.   Es  ist  dann  aus  No.  11.: 

ß±V(«  +  ß)u-«ß 
*~  ^+ß  ' 

Wenn  ferner  z=0  und  z= 1  geworden  ist,  hat  ti  die  entsprechen- 
den Werthe  u  =  ß,  u=a  angenommen,  und  daher  ist 


P—  4-lab  C*  du  

~~    *°  J  ß  V(a  +  ß)u-uß 


\T(\  +  «)»-! 


Welches  Vorzeichen  hier  zu  nehmen  sei,  entscheidet  sich  aus 
dein  Verhältnisse  von  o  und  ß  zu  einander.  Setzen  wir  z.  B.  vor- 
aus, dass  a  die  grösste  unter  den  Achsen  a,  6,  c  sei,  so  ist  a</3, 
also  die  obere  Integrationsgrftnze  kleiner  als  die  untere,  und,  wie 
leicht  zu  sehen  ist,  wird  dadurch  das  Integral  an  sich  (d.  h.  ab- 
gesehen von  ±  [ab)  negativ.  Da  aber  P  seiner  Natur  nach  posi- 
tiv sein  muss,  so  muss  das  Minuszeichen  genommen  werden; 
oder  es  ist,  wenn  man  die  Integrationsgraden  vertauscht, 

l2.  r=lat,f>     *  vlTO-i. 

Ja  V^(a  +  ß)u-~aß  « 

Durch  diese  elegante  Formel  reduzirt  sich  die  Complanation  auf 
eine  blosse  Quadratur,  die  man  bekanntlich  immer,  wenn  auch 
our  näherungsweis,  ausfahren  kann. 

II.  Um  zweitens  die  Formel  10.  auf  das  Integral  in  No.  9. 
anwenden  zu  können,  setzen  wir 
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es  wird  dann 

/i    %    aTi  ä     /fM^A—  r 

=  V  1  +  axHPCr*-**) ; 
und  mithin  nach  Formel  10.  und  9. 

Q=ab  r&rf*  a/^-^  Vl-f^-r-^d*8-^)- 
t/o    t/o  Vr-r 

Daraus  ergiebt  sich  zunächst  för  x=rz,  wo  2  die  neue  Variable 
bezeichnet, 

«=*/WTÄ^i+^+'jrs(,-i*): 

ferner  durch  die  Substitution  ra=p 

und  durch  Umkehrung  der  Integrationsordming 

-  ° = ^yr  v&  v  1 + ^ + p  a  - i,)  • 

wenn  nämlich  zur  Abkürzung 

13.   u=az*  +  jS(l-2») 

gesetzt  wird.  Führt  man  nun  die  Integration  in  Beziehung  auf  <» 
aus,  so  ist 

Behalten  wir  u  als  neue  Variable  bei  und  drucken  z  durch  u 
aus,  so  wird  nach  No.  13.,  wenn  a>6,  also  a<0  ist, 

und  daraus  ündet  man  sogleich 


V/5— «Vf-V 
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Wenn  ferner  z=Ound  z=l  geworden  ist,  hat  u  die  entsprechen- 
den Werthe  ß  und  a  angenommen;   so  erhalten  wir  dann 

•    Jß   V(u-«){ß-u)  « 

oder  durch  Vertauschuug  der  Integrationsgraden,  wodurch  da? 
Integral  positiv  wird, 

»Ja    ^(u-a)(ß-u)  u 

»ras  nicht  minder  elegant  ist  als  die  vorhin  für  P  gefundene  Formel. 


* 

\  «tu 


Theorie  der  Aberration. 


dem  Herausgeber. 




r»    •         •         •    -  1 

Einleitung. 

In  den  ausführlichem  Lehr;  und  Btndbüchern  der  Astronomie 
»Htd  die  Lehre  von  der  Aberration  hauptsächlich  nur  mit  Rück- 
rfefcfl  ml'  ihren  praktischen  (Gebrauch  in  oieser  Wissenschaft  dar« 
stellt,  und  das  Augenmerk  vorzüglich  bloss  auf  die  Fntwicfce- 
lun»  möglichst  bequemer  Näherungsformeln  zur  Bestimmung  des 
Einflusses,  welchen  die  Aberration  in  deu  verschiedenen  Fällen 
auf  die  astronomischen  Beobachtungen  ausübt,  gerichtet.  Abge- 
sehen hiervon  hat  aber  diese  Lehre  jedenfalls  auch  für  sich  ein 
bedeute ndes  theoretisches  und  rein  wissenschaftliches  Interesse, 
und  bietet  namentlich  auch  manche  interessante  geometrische 
Gesichtspunkte  dar,  was  mich  veranlasst  hat,  dieselbe  in  dieser 
thhandlung  einmal  von  dieser  mehr  theoretischen  Seite  ohne  un- 
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mittelbare  Rücksicht  auf  ihren  praktischen  Gehrauch  in  der» Astro- 
nomie zu  entwickeln,  indem  ich  zugleich  der  Meinung  bin,  dass 
eine  solche  mehr  theoretische  oder  geometrische  Darstellung  auch 
sehr  geeignet  ist,  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  eigentliche 
Natur  des  Gegenstandes  zu  vermitteln,  uud  daher  auch  für  den 
eigentlichen  Astronomen  von  Nutzen  sein  wird.  Ich  bin  also  in 
dieser  Abhandlung  absichtlich  zunächst  und  ganz  vorzüglich  auf 
die  Entwicklung  ganz  genauer  Formeln,  nicht  blosser  Näherungs- 
formeln, und  mit  aller  Strenge  richtiger  geometrischer  Gesetze 
ausgegangen,  habe  jedoch  dann  auch  noch  gezeigt,  wie  sich  aus 
diesen  ganz  genauen  Formeln  auch  mit  Leichtigkeit  bequemere 
Näherungsformeln  für  den  praktischen  Gebrauch  herleiten  lassen, 
bemerke  aber  nochmals,  dass  man  diese  ganze  Abhandlung  durch- 
aus mehr  von  der  theoretischen  als  von  der  praktischen  Seite  auf- 
zufassen hat,  weshalb  ich  mich  für  jetzt  auch  bloss  auf  die  Be- 
wegung der  Erde  um  die  Sonne  und  auf  die  Fixsterne  beschränkt, 
die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  und  die  Planeten  und  Come- 
ten  dagegen  einstweilen  unberücksichtigt  gelassen  habe,  späterhin 
aber  vielleicht  noch  einmal  auf  diesen  interessanten  Gegenstand 
zurückkommen  werde.  Uebrigens  hoffe  ich,  dass  die  von  mir  in 
dieser  Abhandlung  entwickelten  neuen  Formeln  wegen  ihrer  Ele- 
ganz, sowie  überhaupt  auch  die  ganze  in  ähnlicher  Weise  früher 
noch  nicht  gegebene  Darstellung,  wohl  die  Aufmerksamkeit  des 
Lesers  einigermassen  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  werden. 


§.  1. 

In  Taf.  VI.  Fig.  2.  sei  S  ein  Fixstern,  der  also  seinen  Ort 
selbst  nicht  verändert,  und  E0  sei  ein  Ort  der  sieb  in  ihrer  ellip- 
tischen Bahn  um  die  Sonne  bewegenden,  hier  als  ein  Punkt  be- 
trachteten Erde.  Wenn  nun  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  gegen 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  nicht  unendlich  gross  ist,  sondern 
zu  derselben  ein  bestimmtes,  endliches,  messbares  Verhältniss 
hat,  wie  wir  bekanntlich  nach  Römer's  höchst  merkwürdiger 
Entdeckung  in  der  Tbät  anzunehmen  berechtigt  sind,  so  wird  der 
Beobachter  sein  Fernrohr,  wenn  er  dasselbe  nach  jdem  Sterne  S 
richten  und  diesen  Stern  wirklich  in  dem  Fernrohre  zu  Gesicht 
bekommen  will,  offenbar,  indem  er  sich  in  E0  befindet,  nicht 
direct  nach  dem  Sterne  <$  richten  oder  in  die  Lage  der  von  Eq 
nach  dem  Sterne  <S  gerichteten  geraden  Linie  E^S  bringen  dür- 
fen, weil  ja,  wenn  er  dies  thun  wollte,  wegen  der  schnell  in 
ihrer  Bahn  forteilenden  Erde,  da  das  Licht  das  Rohr  des  Fern- 
rohrs nicht  in  einer  völlig  als  verschwindend  zu  betrachtenden 
Zeit  durchläuft,  dasselbe  in  der  That  gar  nicht  bis  zum  Auge  des 
Beobachters  gelangen  könnte,  sondern  durch  die  Wände  des  mit 
dem  Beobachter  zugleich  schnell  forteilenden  Rohrs  aufgehalten 
und  in  seinem  geradlinigen  Laufe  unterbrochen  werden  würde, 
was  nothwendig  in  jedem  Punkte  der  Bahn  der  Erde  der  Fall 
sein  muss.  so  dass  also  der  Beobachter  den  Stern  überhaupt  gar 
nicht  zu  Gesicht  bekommen  könnte,  wenn  er  das  Fernrohr  direct 
nach  dem  Sterne  richten  oder  genau  in  die  Lage  der  von  seinem 
Auge  nach  dem  Sterne  gerichteten  geraden  Linie  bringen  wo  Ute, 
was  aber,  wie  gesagt,  Alles  nur  unter  der  Annahme  oder  Voraus- 
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setznng  «eine  Richtigkeit  hat,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Lichts 
gegen  die  Geschwindigkeit  der  Erde  nicht  unendlich  gross  ist, 
sondern  zu  derselben  ein  bestimmtes,  endliches,  genau  messbares 
Verhältnis* .  hat.  Vielmehr  muss  der  Beobachter,  wenn  er  den 
Stern  wirklich  zu  Gesicht  bekommen  will,  sein  Fernrohr,  indem 
er  sich  in  1*q  befindet,  in  eine  solche  Lage  EqFq  bringen,  dass 
ein  von  dem  Sterne  5  ausgegangenes  und  hei  Fn  durch  das  Ob« 
jectivglas  in  das  Fernrohr  tretendes  Lichttheilchen,  indem  das 
in  E0  in  die  Lage  E0F0  gebrachte  Fernrohr  von  dem  mit  der 
Erde  in  ihrer  Halm  forteilenden  Beobachter  parallel  mit  sich  selbst 
fortgeführt  wird,  seinen  geradlinigen  Weg  in  dem  Rohre,  ohne 
irgend  eine  Hinderung  von  den  Wänden  desselben  zu  erfahren, 
völlig  ungestört  verfolgen,  und  mit  dem  Beobachter  zugleich  in 
einem  gewissen  Punkte  E  der  Erdbahn  anlangen  kann.*  Es  muss 
also  in  EQ  das  Fernrohr  in  eine  solche  Lage  E^Fq  gebracht  wer- 
den, dass  das  Licht  die  Linie  F(tE  als  einen  Theil  seiner  gerad- 
linigen Bahn  genau  in  derselben  Zeit  durchläuft,  in  welcher  die 
Erde  den  Theil  E0E  ihrer  Bahn,  den  wir  hier  seiner  Kleinheit 
wegen  ohne  allen  merklichen  Fehler  gleichfalls  als  eine  gerade 
Linie  betrachten  können,  zurücklegt,  oder  es  muss  die  Lage 
AoF0,  in  welche  der  Beobachter,  um  den  Stern  Ä  wirklich  zu 
Gesicht  zu  bekommen,  in  E0  sein  Fernrohr  zu  bringen  genothigt 
ist,  so  beschaffen  sein,  dass  die  hier  beide  als  geradlinig  betrach- 
teten Theile  E^E  und  EF0  der  Bannen  der  Erde  und  des  Lichts 
sich  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  sich  die  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  dein  Punkte  E0  oder  E  ihrer  Bahn,  —  wobei  man 
nur,  was  überhaupt  not  big' ist,  wenn  diese  ganze  Theorie  in  allen 
ihren  Theilen  mit  völliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  aufgefasst 
and  verstanden  werden  soll,  nicht  unbeachtet  lassen  darf,  dass 
hier  alle  in  Betracht  kommenden  Grössen ,  absolut  genommen  oder 
an  sich,  ausserordentlich  klein  sind,  und  dass  es  hier  uberall  nur  . 
auf  endliche,  völlig  bestimmte,  und  eben  deshalb  mit  vollkomme- 
ner Genauigkeit  m^ssbare  und  angebbare  Verhältnisse  ankommt,  — 
zu  der  Geschwindigkeit  des  Lichts  verhalt.  Dann  wird  das 
Lichttheilchen  mit  dem  sein  Fernrohr  nun  ohne  alle  weitere  Ver- 
rückung der  Lage  desselben  parallel  mit  sich  selbst  fortführenden 
Beobachter  zugleich  in  dem  Punkte  E  anlangen,  der  Beobachter 
wird  in  diesem  Punkte  der  Erdbahn  den  Stern  in  dem  Fernrohre 
wirklich  zu  Gesicht  bekommen,  wird  ihn  aber,  da  wir  annehmen, 
dass  das  Fernrohr  parallel  mit  sich  selbst  fortgeführt  worden  sei, 
nicht  an  seiner  wahren  Stelle  oder  nach  der  geraden  Linie  ES 
erblicken,  sondern  nach  der  Richtung  des  Fernrohrs  EF,  welche 
der  Linie  £0^0  parallel  ist,  zu  sehen  glauben,  und  seinen  Ort  am 
Himmel  natürlich  auch  nach  dieser  Lage  des  Fernrohrs  beurthei- 
len  und  bestimmen,  wodurch,  da  das  Fernrohr  des  sich  in  E 
befindenden  und  den  Stern  im  Fernrohre  wirklich  zu  Gesicht  be- 
kommenden Beobachters  keineswegs  wirklich  noch  dem  Sterne 
■S  gerichtet  ist,  nothwendig  Fehler  in  der  Lagenbestimmuug  der 
Gestirne  am  Himmel  entstehen  müssen ,  anf  welche  der  Astronom 
unahw eislich  gehörig  Rücksicht  zu  nehmen  hat,  so  dass  er  die- 
selben bei  allen  seinen  Rechnungen  als  ein  besonderes  Rechnungs- 
dement  in  Ansatz  bringt,  wenn  die  aus  seinen  am  Himmel  ange- 
stellten Beobachtungen  und  Messungen  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nung gezogenen  Resultate  auf  diejenige  Sicherheit  und  Genauigkeit 
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sollen  Ansprach  machen  dürfen,  Ivelche  die  Astronomie  nameut- 
lich  bei  ihrem  gegenwärtigen  Zugtande  der  h Ochste  u  theoretischen 
und  praktischen  Ausbildung  jedenfalls  zu  fordern  vollkommen 
berechtigt  ist. 

Die  so  eben  ausführlich  besprochene  Abweichung  des  Fern- 
rohrs von  seiner  richtigen  Lage  bei  den  astronomischen  Beobach- 
tungen nennt  man  in  der  Astronomie  im  Allgemeinen  die  Aber- 
ration oder  Abirrung,  und  zwar,  wie  es  mir  scheint,  mit  sehr 
gutem  Grunde  und  völlig  richtig,  namentlich  in  neuerer  Zeit  mei- 
stens ohne  allen  weiteren  Beisatz ;  denn  von  einer  Aberration 
oder  Abirrung  des  Lichts  zu  sprechen,  wie  namentlich  von  den 
Physikern  und  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  t  ist  durchgan- 
gig geschieht,  scheint,  wenigstens  bei  der  obigen,  sich  aber  jeden- 
falls in  seJir  vielen  Beziehungen,  insbesondere  durch  ihre  grosse 
Einfachheit,  gewiss  ganz  besonders  empfehlenden  AufTassungs- 
weise  der  Sache,  der  Natur  derselben  nicht  recht  gemäss  zu  sein, 
indem  man  offenbar  in  der  That  weit  eher  von  einer  Aberration 
•der  Abirrung  des  Fernrohrs  als  von  einer  Aberration  oder  Ab- 
irrung des  Lichts  sprechen  könnte,  wenn  man  absichtlich  die 
Weitläufigkeit  der  Ausdrucksweise  durch  Beifügung  eines  beson- 
deren Zusatzes  zu  dem  schlichten  Worte  Aberration  oder  Ab- 
irrung zu  erhöhen  beabsichtigte.  Freilich  werden  mir  hierin  die 
Anhänger  anderer  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  nicht  bei« 
stimmen.  Andere  Auffassungsweisen  desselben  zu  besprechen, 
gehurt  aber  jetzt  um  so  weniger  zu  meinem  Zwecke  und  entspricht 
meiner  Absicht,  weil  Ich  schon  in  der  Einleitung  erklärt  habe, 
dass  mich  bei  der  vorliegenden  Behandlung  und  Darstellung  die- 
ser Lehre  vorzugsweise  das  in  derselben  enthaltene  geometrische 
Element  interessirt,  und  ich  will  daher  hier  nur  noch  ganz  in  der 
Kürze  bemerken,  dass  der  obigen  Auflassungsweise  ausser  ihrer 
grossen  Einfachheit  jedenfalls  auch  noch  der,  —  nach  meinen  An- 
sichten über  diese  Öinge  sehr  grosse,  —  Vorzug  vor  allen  übrigen 
Auflassungsweisen  gebührt,  dass  sie  von  einer  hypothetischen 
Voraussetzung  über  die  physische  Beschaffenheit  des  X/ichts  ganz 
unabhängig  ist,  und  eben  deshalb  eine  völlig  strenge,  rein  geo- 
metrische Behandlung  gestattet. 

Den  durch  die  Lage  EF  des  Fernrohrs  bestimmten,  also  von 
der  Aberration  oder  Abirrung  afücirten  Ort  des  Sterns  5  nennt 
man  in  der  Astronomie  den  scheinbaren  Ort  desselben,  zum 
Unterschiede  von  seinem  durch  die  wirklich  nach  ihm  gerichtete 
Gesichtslinie  ES  bestimmten,  von  der  Aberration  oder  Abirrung 
nicht  afücirten,  wahren  Orte,  Alles  natürlich  bezogen  auf  den 
Zeitpunkt,  wo  die  Erde  sich  in  dem  Punkte  E  ihrer  Bahn  befin- 
det, und  wo  in  diesem  Punkte  der  Erdbahn  der  Stern  dem  Beob- 
achter in  seinem  Fernrohre  wirklich  zu  Gesicht  kommt,  d.  h.  wo 
die  Beobachtung  des  Sterns  angestellt  worden  ist,  oder  kurz  auf 
die  Zeit  der  Beobachtung,  in  was  für  Zeiteinheiten  man  dieselbe 
nuch  angeben  mag,  was  uns  fär  jetzt  nicht  weiter  angeht.  Die 
dem  wahren  und  sc'  ein  baren  Orte  des  Sterns  entsprechenden 
astronomischen  Coordinaten  des  Sterns,  auf  welche  Ebenen  im 
Kaume  dieselben  nun  auch  bezogen  werden  mögen,  heissen  her 
ziehungsweise  seine  wahren  Coordinaten  und  seine  schein- 
baren Coordinaten,  und  die  Ableitung  jener  aus  diesen,  oder 
dieser  aus  jenen,  macht  überhaupt  den  Hauptinhalt  der  ganzen 
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Aberrationstheorie  aus,  and  gehört  zu  den  Hauptgeschäften  des 

rechnenden  Astronomen  bei  der  Anwendung  dieser  Theorie. 

Da  der  Einflus*  der  Aberration,  wie  ihr  Entdecker,  der  grosse 
englische  Astronom  Ii  radle  y,  zuerst  dargethan  hat,  auf  alle 
astronomischen  Beobachtungen  sehr  merklich  ist,  und  deshalb  als 
eine  besondere  Fehlerquelle  bei  allen  astronomischen  Rechnungen 
in  Ansatz  gebracht  werden  muss,  alles  Obige  aber  nur  auf  der 
Voraussetzung  beruhet,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  gegen 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  den  verschiedenen  Punkten  ihrer 
Bahn  nicht  unendlich  gross  ist,  sondern  vielmehr  zu  derselben 
ein'bestirorotes ,  endliches,  messbares  VerhMtniss  hat,,  so  sind 
wir  nun  auch  aus  der,  aus  allen  astronomischen  Beobachtungen 
sich  unzweideutig  ergebenden  Aberration,  indem  dieselben  nur 
dadurch,  dass  man  die  Aberration  auf  eine  strenge  Weise  in 
Rechnung  bringt,  gehörig  zur  Uebereinstimmung  mit  einander  ge- 
bracht werden  können,  a  posteriori  zu  schliesseo  berechtigt,  dass 
die  in  Rede  stehende  Annahme  rücksichtlich  der  Geschwindigkeit 
des  Lichts  richtig  ist,  d.  h.  dass  dieselbe  zur  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  den  verschiedenen  Punkten  ihrer  Bahn  wirklich  in 
einem  endliche«,  genau  messbaren  und  bestimmt  angebbaren  Ver- 
hältnisse steht,  was  bekanntlich  auch  schon  Romer  noch  vor 
Bradley  aus  den  Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten  geschlos- 
sen hatte,  und  auf  diesem  Wege  seihst  schon  zu  einer  genauen 
Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  Lichts  gelangt  war,  deren 
Richtigkeit  späterhin  durch  die  Aberrationstheorie  auf  die  über- 
raschendste und  schönste  Weise  bestätigt  worden  ist.  Auf  der 
anderen  Seite  liefert  aber  auch  die  Aberrationstheorie,  welche  in 
der  Voraussetzung  einer  wirklichen  progressiven  Bewegung  der 
Erde  um  die  Sonne  ihre  hauptsächlichste  Grundlage  hat,  den  deut- 
lichsten und  einleuchtendsten  Beweis,  dass  die  Erde  wirklich 
eine  progressiv  fortschreitende  Bewegung  um  die  Sonne  besitzt, 
und  dass  nicht  die  Sonne,  wie  es  scheinbar  der  Fall  ist^  sich  um 
die  Erde  bewegt."  Denn  aus  der  vorhergehenden  Theorie  ist  mit 
völliger  Deutlichkeit  ersichtlich»  dass  die  Erscheinungen  der  in 
den  astronomischen  Beobachtungen  auf  völlig  unzweideutige  Weise 
sich  kund  gebenden  Aberration  nur  dann  sich  genügend  erklären 
lassen,  wenn  wir  dem  Beobachter  auf  der  Erde  mit  derselben  zu- 
gleich eine  progressiv  fortschreitende  Bewegung  beilegen,  und 
dass  im  Gegentheil  diese  Erscheinungen  oottiwendig  ganz  wegfal- 
len würden,  wenn  wir  den  Beobachter  uns  in  absoluter  Ruhe 
denken  wollten;  ja  es  würden  sich  seihst  die  Verhältnisse  der 
verschiedenen  Dimensionen  der  Erdbahn  unter  einander  aus  den 
durch  Beobachtung  bestimmten  und  auf  bestimmte  Maasse  zurück- 
geführten Erscheinungen  der  Aberration  ableiten  lassen.  Und  da 
es  jedenfalls  keinen  mehr  einleuchtenden  und  überzeugenden  Be- 
weis für  das  wirkliche  Stattfinden  einer  progressiven  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  als  diesen  triebt,  so  kann  man  in  der 
Tbat  sagen,  dass  wir,  eben  so  wie  bekanntlich  die  rotatorische 
Bewegung  der  Erde  um  ihreAxe,  auch  ihre  progressiv  fortschrei- 
tende Bewegung  um  die  Sonne  erst  haben  am  Himmel  aufsuchen 
müssen,  um  uns  von  ihrer  wirklichen  Existenz  vollständig  zu  Über- 
zeugen, welches  nicht  das  kleinste  der  vielen  grossen  Verdienste 
ist,  durch  welche  sich  Bradley  ein  unvergängliches  Denkmal  in 
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den  Annalen  der  Geschichte  der  Astronomie  und  der  Naturwissen- 
schaden  Oberhaupt  gesetzt  hat. 

Was  wir  hier  bis  jetzt  bloss  in  allgemeinen  Grundzügen  dem 
Leser  vor  die  Augen  geführt  haben,  wollen  wir  nun  in  den  fol- 
genden Paragraphen  mit  der  Kraft  der  mathematischen  Analyse 
verfolgen,  und  unserer  Darstellung  dieses  Gegenstandes,  was  ein 
Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung  ist,  wenigstens  zuerst, 
ohne  uns  eine  Vernachlässigung  irgend  einer  Art  zu  gestatten, 
den  Charakter  vollkommener  geometrischer  Strenge  zu  verleihen 
suchen,  was  gewiss  besonders  geeignet  ist,  eine  völlig  deutliche 
Einsicht  in  die  eigentliche  Natur  desselben  zu  bewirken  und  zu 
vermitteln. 


§.  2. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  zuvorderst  ganz  im  Allgemeinen  ein 
völlig  beliebiges  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyx 
zum  Grunde,  auf  welches  wir  die  Lage  aller  Punkte  im  Räume 
beziehen.  Die  Koordinaten  der  Punkte  E$  und  E  in  Bezug  auf 
dieses  System  seien  respective  Xq,  Y0,  Z0  und  AT,  F,  Z.  Die 
von  der  von  dem  Punkte  E,  als  ihrem  Anfangspunkte,  ausgehend 

Sedachten  Linie  EE0t  welche  wir  der  Kürze  wegen  im  Folgenden 
ureb  R  bezeichnen  wollen,  mit  den  positiven  Theilen  dreier, 
durch  den  Punkt  E  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y,  z 
paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
kel seien  aS  ß,  y.  Ferner  seien  q>,  ty,  %  die  ]«S0°  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  als  von  dem  Punkte  E  ausgehend 
gedachte  wahre,  nach  dem  Sterne  £  gezogene  Gesichtslinie  ES 
mit  den  positiven  Theilen  dreier  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher 
durch  den  Punkt  E  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y,  z  pasalleler 
Axen  einschliesst.  Die  Länge  E0F0  oder  EF  des  Fernrohrs  sei  L9 
und  cpi ,  t/;, ,  gi  seien  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
*  von  den  einander  parallelen,  als  von  den  Punkten  E^,  E  ausgehend 
gedachten  Linien  E0F0,  EF  mit  den  positiven  Theilen  dreier, 
respective  durch  die  Punkte  Eq,  E  gelegter,  den  primitiven  Axen 
der  x,  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossen  werden.  Im  Allgemei- 
nen sind  also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  <p,  tyt  r  die 
sogenannten  wahren,  dagegen  q>lt  ylf  ^  die  sogenannten  schein- 
baren Coordinaten  des  Sterns  S. 

Nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  wird  die 
Linie  ES,  oder  vielmehr  die  ganze  gerade  Linie,  von  welcher  die 
von  dem  Punkte  E  als  ihrem  Anfangspunkte  ausgehend  gedachte 
Linie  ES  ein  Theil  ist,  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte 
Coordinatensystem  der  xyt  durch  die  Gleichungen 

i)  x  —  ^  _.V  ~  Y.—  z—  Z 

cos  fp      cos        cos  % 

charakterisirt.  Die  Coordinaten  des  Punktes  F0  sind  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit 

X0-\-LcoBtpit  F0  +  Z;cos^, ,  Z0-f  Lcosfr; 


* 
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und  weil  nun  dieser  Punkt  in  der  Linie  ES  Hegt,  so  haben  wir 
1)  die  folgenden  Gleichungen : 


.  »  -At+Lcosy,  F0—  F-f  Lcos^?,  Z0— Z+Lcosfo 

'  cos  9  cos^  cos% 

Weil  aber  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  offenbar 

/  X0—  X=Rcosa, 
3)  Fo-F=Äcos0, 
(  Z0— Z=Äcosy 

ist,  so  erhalten  die  Gleichungen  2)  die  folgende  Form: 

jgeostf -f  Xcos  <px  RcoBß+  Leos  Vi  Rcosy  -f  Leos  fr 

'       v    cosqp  costy  cos% 

Verhält  sich  nun  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  zu  der  Ge- 
schwindigkeit der  Erde  in  dem  Punkte  E  wie  so  muss  nach 
dem  vorhergehenden  Paragraphen 

EF0:EE0r=i:i, 

and  (olglich,  da  EE0=R,  und  nach  dem  Obigen  und  den  Princi- 
pieo  der  analytischen  Geometrie 

£Fo=V  (Xo-A+LcostpJHi  F0-  F+Lcostf/JHCZo-Z+Lcos^)2 
•  ler 


£Pu==V(Äcosa+/^os91)2+(Äcos|3+liCOSt|;1)a-f(Äcosy+JLcosx1)a 

Ii  Ii  Ii  V 

5)  (cos  «  +  K cos  *i)H(cos/* + ji  cos  ^i)H(cosy+5  cos Ä)*=  Ji 
Wenn  man  zu  den  drei  Gleichungen 

Li  L  Ii 

cos  «+  j£  cos  <pt     cos  0+    cos        cos  y  + 1^  cos  Xi 
cosg>  cosi/>  cosx 

L  v  L  LI 

»«  +^cos«pi)H(cos/J  +  ^cos^^-Kcosy  +  ^  cosfc)*=-^ 

8  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannte  Gleichung 

cos  <p*  +  cos  t//*  +  cos  f  =  1 

eimmt,  so  kann  man,  wie  wir  jetzt  zuerst  zeigen  wollen,  aus  den 
als  bekannt  angenommenen  Grossen 
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ß*  y;  Vi  >  Vi .  ri 

die  vier  Grössen 
finden. 

Aus  der  dritten  Gleichung  erhält  man,  weil  nach  den 
pien  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich  auch 

cos  a2  -f  cos  jB2  +  cos  y2=  1, 
cos  <pt  2  -f  cos    2 + cos  %i 9 = 1 

ist,  nach  gehöriger  Entwidmung  derselben  leicht 
l+^cosacosq^+cosjScosih  +  cosycosfc)^  + 

Bezeichnen  wir  aber  den,  von  den  als  von  dem  Punkte  E  aus- 
gehend gedachten  Linien  EE0  und  EF  eingeschlossenen,  180° 
nicht  ubersteigenden  Winkel  durch  &i ,  so  ist  nach  einem  bekann- 
ten Satze  der  analytischen  Geometrie 

6)   cos     =  cos  a  cos  q>x  -f  cos  ß  cos  ^  -f-  cos  /  cos  & , 

wo  also,  weil 

«>  ß>  Y\   <Pi>  Vi>  Xi 

'als  bekannt  angenommen  worden  sind,  natürlich  auch  ßt  eine  be- 
kannte Grösse  ist,  und  folglich  nach  dem  Obigen 

■ 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  des  zweiten  Grades  die  Grösse 
2£  auf  bekannte  Weise,  so  erhält  man 

7)  ^= -  cos St± ]  Vi -i*sin  V 

oder 


8)  ^-cogö.+V  (?)  -»in©,5 

wo  nun  noch  vorzüglich  eine  Bestimmung  nöthig  ist,  welches 
Zeichen  man  in  dieser  Formel  zu  nehmen  hat,  die  auf  folgende 
Art  gegeben  werden  kann. 

Das  Product  der  beiden  Werthe  von  jg,  welche  die  vorher» 

gehende  Formel  liefert,  ist 

coBÖ1*-t(|),-8inel')=l-(J),=-^ 
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nnd  folglich,  wenn  wir  nur  annehmen,  dass  i  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist,  stets  eioe  negative  Grösse.    Also  haben  die  beiden 

Werthe  von  ^ ,  unter  der  rucksichtlich  des  £  so  eben  gemachten 

Voraussetzung,  immer  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Ist  nun 
cos0,  positiv,  so  giebt  das  untere  Zeichen  in  der  Gleichung  8) 

fiir  -g  einen  negativen  Werth,  und  man  muss  also  in  diesem  Falle, 
.  L  . 

da  j£  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  in  dieser  Gleichung  das  obere 

Zeichen  nehmen;  ist  dagegen  cosÖx  negativ,  so  giebt  das  obere 

Zeichen  in  der  Gleichung  8)  für       einen  positiven  Werth,  und 

man  muss  also,  da  nach  dem  Vorhergehenden  das  untere  Zeichen 
einen  negativen  Werth  für  diese  Grosse  liefert,  indem  immer  beide 
Wertbe  dieser  Grosse  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  auch 
m  diesem  Falle  das  obere  Zeichen  nehmen.  Man  muss  also  immer 
Jas  obere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  man  muss  immer 

A     L  1  r  

9)  ^  =  -  cos  0,  -f  -.  VT^ain  Bf 

setzen.  Wir  sind  hierbei  von  dem  allein  in  der  Natur  vorkommen- 
den Falle,  wenn  £  kleiner  als  die  Einheit  ist,  ausgegangen,  und 
wollen  uns  hier  för  jetzt  der  Kurze  wegen  einer  weiteren  Betrach- 
tung des  in  der  Natur  nicht  vorkommenden  Falls,  wenn  £  der  Ein- 
heit aleicb  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  enthalten. 
Mittelst  der  Gleichungen 

cosa-f  ^co«9>!     cos0  + j^cosi^i     cosy  + 4  cos  & 
cos  9  cosi//  cosjf 

UOd 

cos  9>a + cos  ty2  -f  cos  xa  =  1 

erhalt  man  nun  ferner  leicht,  mit  Beziehung  der  obern  und  untern 
auf  einander: 

10). 

COS  «  +  ~n  COS  <px 

C08<p=4; 


Y  (cos  c  +^cos  9i)H(cos  /?+ j^cosy,  )*f (cosy+  ^  cos  &)* 


yr(cos  «+gcos^)H(cos/3+  j^osi//1)H(cosy+  -jfosfr)* 


cosy-|- j^cosjji 

C*X=± 


(cosß+jcos  ft^cM^+^cos  ^,  )4-Kcosy+  gcos  Ä)» 
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also  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  obern  and  untern  Zeichen 

auf  einander: 

L 

C08<p=:+«(cosa  +  ftC08  V*)' 
11)     <  C08l|>  =  db*(C08/3  +  ^CO81^1), 

cos  x  =  ±  t  (cos  y  4-        Zi)  5 

wo  eich  nun  wieder  frä'gt,  welche  Zeichen  in  diesen  Formeln  zn 
nehmen  sind,  worüber  man  auf  folgende  Art  zu  einer  völlig  be- 
stimmten Entscheidung  gelangen  kann. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  F0  in  dem  zum  Grunde  geleg- 
ten Coordinatensysteme  der  xyz  sind  nach  dem  Obigen 

X0  -f  Zrcos  9i ,  F0  -f-  L  cos ipt ,  Z0  -f  Zcos  Xi ; 

und  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  E  gelegtes,  dem  primitiven  Coordinatensysteme  der  xyi 


Saralleles  System  sind  also  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
er  Coordinaten: 

Ao  —  Ä  +  Zcos?!,  F0—  F+Lcos^!,  Z0— Z  +  X*cosxi; 

oder  nach  dem  Obigen: 

ßcos«-f  Lcos^i ,  # cos 0  + Leos i^j ,  Ä cos  y+ Leos  & ; 

oder 

ld  Ij  1/ 

R  (cos « -f     cos qpj ),  R  (cos jS+  ^  cos tft ) ,  /? (cos  y+ co* Xi)- 

Die  Coordinaten  des  Punktes  5  in  Bezug  auf  dasselbe  System 
wenn  wir  der  Kurze  wegen  JE,S=&  setzen: 

2Ccosg>,  Äcos^,  Äcosx; 

d.  i.  nach  dem  Vorhergebenden,  wenn  man  für 

cosy,  cosif;,  cosjr 

ihre  Werthe  aus  11)  setzt: 

iÄtXcoSÄ  +  gcosqPi), 

iÄiXcos/J  +  ^cos^i), 
iÄi^cosy  +  ^cosx!); 
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ni  weil  nun  die  Coordmaten  von  F0  und  S  in  Bezug  auf  ein  durch 
den  Mhkt  £j  gelegtes,  dem  primitiven  Systeme  der  xyi  paralle- 
I«  Coordinatensystem  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen  haben 
müssen,  so  wt  ersichtlich,  dass  man  im  Vorhergehenden  uberall 
die  obern  Zeichen  nehmen,  nach  11)  also 

^  |  coS9>=i(cosa  +  gcosg>1), 

m  4?)  j  cosi/;  =  i(cos/?+^cos^1), 

^  cosz=i(cosy  +  ^coszi) 

WA  JÜÖbrt  mln .  aber  in  diese  Forme,n       7?  «einen 

»erth  aus  9)  el»,  so  erhält  man  R 

i 

cosg>  =  tCcosa-cosa^os^  +  rcoso^  Vl-i^sine,«), 

■ 

13)  j  cos  ^  =  t  (costf  -  cos  Bx  cos     + *  cos  Vl-Psio^»), 

cos*  =  t(cosy-  cos ßt  cosfc  -f,  j  cosfc  V  1— Psin^*); 
^er  auch 

1  cosa^cosa^  V l-t*«ne,»  +  *(cos«-cos6icw^)f 
H)  <  cos^=co8V>,  V  l-i*sin      +  t(cos/J-  cos  eA  cos^) 
(  cosZ=co8Ä  V l-i^sine^-l-iCcosy— coseiCosxi); 

wodurch  unsere  Aufgabe  gelost  ist. 

Um  diese  Aufgabe  umzukehren,  d.  h.  um  aus 

«» y;     ^,  Z 

«»•  Grössen 

,  hat  maj)  nach  12),  wenn  der  Kürze  wegen 


zewfct  wird 


15)  t1=S} 

^  cos  ^ = cos  <p  —  cos  er , 
L 

jj  COS  Vi  =t,  COS  T/>  —  COS/?, 

z, 

jgrcosxi  =tiC0sz  —  cosy; 
TWl  II.  17 
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also,  wenn  man  quadrirt  und  addirt,  weil  ^*  a 

cos  «*  +  cos  ß*  -f  cos  y2=  1 , 

ist: 

^       =  1  -f  ix  3  —  2i*i  (cos  «  cos  <p  +  cos  ß  cos  ^  -f  co^r  cos  jj). 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  den  Linien  A'£0  und  *ES,  die  wir 
uns  wie  frfiher  beide  als  von  E  ausgehend  denken,  eingeschlos- 
senen^ 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  0,  so  ist  nach 
den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

16)    COS  ö  =  COS0fCOS9) +C08^COS^-4^C08jJCOSX» 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


©'- 


oder 


l  +  lj^-'i^  cos®, 


oder 


17)  |  =  V  H  i^^cos®, 


18)         !  Vl+i*-2i  cose.  ♦ 


i  cos  ^ 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

/  cos<x>— tcosa 

i    pns  m  —  

cos  0 

costl; — icostf 
im  j  cos  yt=   .  — , 

cos  %  — i'cosy  9 
wodurch  unsere  Aufgabe  wieder  gelost  ist. 


§.  3. 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  cler  elliptischen  Erdbahn  als 
Anfang  der  xyi,  die  Ebene  der  Erdbahn  als  Ebene  der  ary,  und 
die  Hauptaxe  der  Erdbahn  als  Axe  der  x  annehmen.  Dann  ist 
im  Vorhergehenden  offenbar  y=90°,  cosy=0  zu  setzen;  und 
wenn  wir  die  beiden  Halbaxen  der  Erdbahn  durch  a,  b  bezeich 
nen,  so  ist 
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•  »>  .(i)'+(0-1 

«ne  Gleichung  derselben.  Die  Gleichung  der  durch  den  durch  die 
Coordioaten  A,  F  bestimmten  Ort  E  der  Erde  an  die  Erdbahn 
gezogenen  Berührenden  derselben,  welche  die  Stelle  der  Linie 
Afifc  vertreten  kann,  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ellipse  bekanntlich 

.  X  Y 

21)         +  = 

Bezeichnen  wir  aber  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  die 
der  eine  der  beiden  Jheile  dieser  Heruhrenden ,  in  welche  dieselbe 
durch  den  Berührungspunkt  E  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
T heilen  dreier  durch  Jen  Berührungspunkt  E  gelegter,  den  pri- 
mitiven Azen  der  x ;  y,  l  paralleler  Axen  einschliefst,  durch  af, 
8'9  90°;  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
bekanntlich  auch 


22) 


x-X^y-Y 


cos«'  cos/S' 
oder 

M)    X^oJß'  —  Fcos  «'  ~*X  cos  ß'  —  Ycob  o7  9  - 1 

s 

die  Gleichung  der  in  Hede  stehenden  Berührenden,  und  durch 
Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  21)  erhalt  man 
dalier  die  beiden  Xileichungen : 

cos/3'  X 

Acosp'— Fcosa'— «*' 

W)'  )  cosa'  F 

f  'Acos/J'—Kcos«'  — "6** 


oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


(A2— a*)  cos  ß'  =  A  Fcos  a1 , 
(F*— A»)  cos«' =A  Fcos /*'; 


und  aas  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Division 
üe  Gleichung 

Aa  —  a*    /Co««'  V 


M>    Y*  —  b2m~\co8ß'J 


Verbindet  man  mit  dieser  Gleichimg  die  bekannte  Gleichung 

27)  CM**+CMß'*=zl$ 

w>  ergiebt  sich 


17* 
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C0S  ^ = (A*-a*)+(F*-6*)' 


gen  25)  offenbar  cosa',  cos/S'  gleiche  oder  midien 
je  nach  dem  das  Product  A  Y  negativ  oder  positiv  ist ,  d.  h.  jeoach- 
dem  die  Coorditiaten  A*,  Y  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen 
haben.  Wenn  daher  X,  Y  gleiche  Vorzeichen  haben ,  so  ist  mit 
Beziehung  der  obern  und  untern  Vorzeichen  auf  einander 


cos 


(Aa — a*)  +  (  Fa — 62) 

Wenn  dagegen  A,  Y  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  mit  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Vorzeichen  auf  einander 


cosa' 


_  ,tT  

i        4r  f^p  

cos0'=+\  (^^^(yi^ 

Nehmen  wir  jetzt  die  positiven  Theile  der  Axen  der  uod  y 
so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Ajte  der 
x  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  bin 
bewegen  muss,  nach  welcher  sich  in  ihrer  Bahn  die  Erde  heuest, 
und  lassen  wir  die  Winkel  «',  ß'  demjenigen  der  beiden  Theile 
der  Berührenden  der  Erdbahn  in  dem  Punkte  E,  tn  welche  die- 
selbe durch  diesen  Punkt  getheilt  wird,  entsprechen,  der  von  dem 
Punkte  E  aus  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde  entgegen- 
gesetzt ist;  so  wird  durch  eine  leichte  ßetrachtung,  die  wir  dem 
Leser  selbst  anzustellen  überlassen,  auf  der  Stelle  erteilen,  dass  im 

lsten,  2ten,  3ten,  4ten 

Quadranten  der  Erdbahn,  diese  Quadranten  natürlich  In  Beziehung 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordinatensystem  genommen,  cos  c' 
respective 

positiv,  positiv,  negativ,  negativ 
ist,  weil  nämlich  im  lsten  und  2ten  Quadranten  offenbar 

im  3ten  und  4ten  Quadranten  dagegen 

90«<a/<1800 
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M.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  im  lsten  Quadranten 
cosp  _    y  (JC*_o*)  +  (r*— *»)' 

■ 

im  2ten  Quadranten  : 


CO« 


cosa' 


im  3ten  Quadranten 

k 

1  I  . 


im  4ten  Quadranten 


C          A2  -  «2 

(A2- 

a2)  +  (F2- 

F2— 62 

(A2— 

a2)  +  (F2- 

r  (jn- 

-a2)  +  (F2-62)' 

l/  (A2- 

F2  -  6* 

• 

-a2)  +  (F2« 

I  (A2- 

-«2)+(F2. 

-6»)' 

Weil  aber 


•©■+©■-' 


ist,  80  ist 


a2  62 
P-c»=-pF«,  F»-"62=-^A2; 


(*» -a*)  +  (  F»-e«)=  - 


und  folglich 

■  » 

A2— q*  fl«F2 

(A*— a2)  +  ( F»  -  Ä2) — a«  F2  +  b*X* ' 

F2  — 62  b*X* 

(^-a^+tF*-*2)—  «♦  F»  +  6*^' 


; 
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■ 

Weil  ami  im 

lsteu,  2ten,  3ten,  4ten 
A  und  Y 

respective 

■ 

positiv,  negativ,  negativ,  positiv 

und 

positiv,  positiv,  negativ^  negativ 

sind;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
im  lsten  Quadranten: 


.1  >  ■. 


cos  a'  =  ■ ,  ~  ,  cos  0  —  —  >   ■  ;  • 

V>r*-fo*A?        r     ,  V^l'H^A» 

im  2ten  Quadranten; 

C08a  =v^*rm> cosß  =~v*mm*;; 

im  3ten  Quadranten: 


im  4ten  Quadranten: 

I 

d.  h.  es  ist  immer  und  in  völliger  Allgemeinheit: 

Nun  sind  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Winket 
ß'  offenbar  mit  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Winkeln  a,  ß 
identisch,  weil  sich  beide  auf  die  als  von  £  ausgebend  gedachte 
Linie  EE0  beziehen;  daher  ist  in  völliger  Allgemeinheit  auch 


Weil  aber 


•'  t  ■ 


• 
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ist,  80  ist 

«•  Fa  +  b*X*= b* { a«  -  (a*~- b*) X*\  =  Äa(a*—  , 
tf» + = aa  { 6*  +  (a* - 6«)  F*)=a*(e*  +  e»F*); 

wenn  wir  die  Exceotricitat  der  Erdbahn  durch  e  bezeichnen.  Alse  • 
ist  oach  32)  in  völliger  Allgemeinheit 


oder 


oder  auch 


35)    cos «  =  77.;      A        cosp=—  a/--.  ----  ; 

od«  auch 

.  q»F   Ä*A  

Den  positiven  Thell  der  Axe  der  x  wollen  wir  jetzt ,  was  offcn- 
tiar  verstattet  ist,  durch  die  $onne  legen,  so  sind  nach  den  be- 
kannten Gesetzen  der  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne  e ,  0 
die  beiden  Coordinaten  der  Sonne,  und  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie  ist  folglich,  wenn  P  das  von  der  Sonne 
auf  die  durch  den  Ort  E  der  Erde  an  die  Erdbahn  gelegte  Be- 
rührende, deren  Gleichung  nach  21) 

Ut,  gefällte.  Perpendikel  bezeichnet,  wie  man  leicht  findet: 

b*(a*-eX)* 
a4F*-f£4Jf*' 


oder  nach  dem  Obigen 


rym         „  ^  ~  *X 


TOd  folslirh 
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♦ 

Bezeichnet)  wir  nun  die  Geschwindigkeit  de«  Lichts  durch  (5, 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  dem  Punkte  E  ihrer  Bahn,  des- 
sen Coordinaten  X,   Y  sind,  durch  V;  so  ist  naeh  dem  Obigren 

(B:  P=1:i\ 

•also 

V 

Ist  aber  F|  die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  einem  beliebigen 
anderen  Punkte  Ej  ihrer  Bann,  dessen  Coordinaten  X,  Yx  sind, 
und  Px  das  von  der  Sonne  auf  die  Berührende  der  Erdbahn  in 
diesem  Punkte  gefällte  Perpendikel,  so  dass  also  nach  37) 

ist;  so  ist  nach  einem  aus  der  Theorie  der  Bewegung  der  Pre- 
ten um  die  Sonne  bekannten  wichtigen  Satze,  nach  welchem  sich 
bei  derselben  die  Geschwindigkeiten  des  sich  bewegenden  Kör- 
pers in  den  einzelnen  Punkten  seiner  Bahn  umgekehrt  wie  die 
von  der  Sonne  auf  die  durcb  die  in  Rede  stehenden  Punkte  an 
die  Bahn  gezogenen  Berührenden  gefällten  Perpendikel  verhaken  *), 

*      *     *     •  •  •  * 

♦  ■  ■ 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


17  v  <P—eX[  a[ aP—eX 


- 


folglich 


*l  a*-eX       aT «*~eX} 

woraus  man  sieht,  dass  das  Product 

^t/  a2— eX    ,     _  4/  fl2  —  eXi 


eine  constante  Grösse  ist,  welche  wir  im  Folgenden  durch  K\ 
bezeichnen,  und  daher,  indem  XlP  Yx  die  Coordinaten  eines  ganz 

.  ■  ■ 


*)  Dieter  Satx  gilt  bekanntlich  für  jede  Centraibewegung,  und  findet 
•ich  x.  B.  elementar  bewiesen  iä  meinem  Lehrbache  der  Physik, 
mit  vorsüglicher  Rücksicht  auf  mathematische  Begründung/. 
Erster  Theil.   Leipsig.  1845.   §.  165.  5.815. 
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« 

beliebigen  Punktes  der  Erdbahn,  und  Fj .  die  Geschwindigkeit  der 
Erde  tu  diesem  Punkte  bezeichnen,  *  ' 


setzen  wollen.  Dass  diese  Constante  bloss  von  den  Elementen 
der  Bewegung  der  Erde*  um  die  $onne  anhängt,  und  ihr  nqmeri- 
scher  Wörth  also  aus  den  astronomischel^Q^fcln  berechnet  wer- 
den kann,  braucht  hier  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  zutverden. 

Setzen  wir  aber  ferner 


w<*  rfajätöch  auch  K  eine  Constante  bezeichnet,  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden,  da  auch  .  i 


t*+cjr 

•  _  

42)  *=®V  ?T7X' 


•  i. 


V     „4/~  a'+eX 
und  folgten  nach  38) : 

■ 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernungen  des  Punktes  E  der  Erd- 
bahn von  den  beiden  Brennpunkten  derselben,  in  welchen  die 
Sonne  steht  und  nicht  steht,  d.  h.  die  Vectoren  des  Punktes  E 
der  Erdbahn  in  Bezug  auf  die  beiden  Brennpunkte  derselben, 
respectiV©  durch  r  und  r',  so  ist  nach  den  Principiei»  der  analy- 
tischen Geometrie,  wie  leicht  erhellen  wird ,  wenn  man  nur  berück- 
sichtigt, dass  wir  oben  den  positiven  Theil  der  Axe 
die  S  onne  gelegt  haben : 


■  i  ■ 


Nun  ist  aber  ■  . 

■ 

also,  wie  man  leicht  findet: 
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m  • 

(e+  X)*  +  F»=o»42«A+-ir ; 


(«  +  *)*+ J"=(a  +  ^)».  * 

Weil  aber  c<a  und  auch  der  absolute  Wertht  von  JT  nie 
grösser  als  «ist,  so  ist  der  absolute  Werth  von  eX  immer  klei- 
ner als  u2,  also  der  absolute  Werth  von  —  immer  Jclein%  als  a, 
und  es  sind  daher  offenbar 

eX  ^  eX 

a  —  urfü  a  +  — 

»     a  a 

jederzeit  positive  Grössen.   Also  ist  ^ 

folglich  nach  dem  Obigen  *  * 

eX  a*-.cX 

r  =a— — =  z — > 

a 


also. 

*'    '  ak\    T     «*-*X     r'_a*  +  eX 

•  ■ 
■  ■ 

Beieicbnen  wir  eben  so  die  Entfernungen  des  Punktes  Ex  der 
Erdbahn  von  den  beiden  Brennpunkten  derselben,  in  denen  die 
6onne  steht  und  nicht  steht,  respective  durch  rx  und  V;  so  ist 


46) 


  eXx  a2 — e  Xx 


a  a 


I        •  •  . 


also 

i?x  ri  — gt—  eX\  _a*  +  eXx 
47)    V-äM^'  r"-**-«?*, 
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Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

Weil  nun  nach  &e*\  Obigen  ^  \  \ 

*  a*F  "  a  bX 

und  täglich 


"V  er- — e-A- 


.  eoscr  = 


_  a  bX 

COBß=- 


\T(d*—eX)(a*+eX) 
vkf  so  ist  auqfc  ,  s 

49)  cosa=r-^,  cosp  =  ---^jr; 
una  folglich 


• 

6A 


50)    iC06«  =  tf^-,  1C08|5=-Ä~. 


Weil  cosy=0  ist,  so  ist  nach  6)  und  15)» 

(♦cos  0|=:cosacos$i  -f-cosj?c*stft, 
(tcosö  =cos«cosg)  +cos/5cosV; 


•  51) 
also 


/  «F  bX 

i  coeö,=:n?=^cos<)p1, — -=cosifo, 

P      „        »F  bX  »  , 

[  cos  6  =—/~  cos(p  tt=  cos  i/; ; 


52) 


■  ■ 

and 

tCOSÖi  =       f£W<Pi  ~  —  cosifc ^, 

.      .      „/aF  6*  \ 

icos0  =  ä(  ^-cosqp— —  cos y 


53) 


Auch  ist 


flF    .     m  bX 

COS«— COS  fycoSqp^  r7r==ß,n<?>i2+— p^COS^iCOS^i, 

,  M/rr*  aVrr* 

cos|3— cos^i  costy  =  ~=r  sin^*—  . — ;  cos  Vi  cos^i; 

aVrr'    .  oVrr 
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und  *■ 

t(C0S«  -  COsG,  COSa>i)  =    £{ ^ßin       +  ^cos^  cos  ij/,  Y 

55) 


so  wie 


54') 


i(coaß^coae1  008^)=- tf(^~sin  ^M-^cos^cos^}; 


coscr—co*  eco89=    ^-=sina>*  +  ^==cosa>c©8* , 

bX    t    m  aV 
cos  p  — cos  öc^si^ =  ^^psio^;*— ^^=cos<pcosi/> ; 


und 


55') 


i(co8«*-cos0cosp)=  ^r^sinq)1  -f  ^-cos^cost^, 
t(cc*0  —  co8  8cos^)  =  ^<Ä^^8in^a  +  -^coso;cosif>y- 


Wenn  nun  •»  6,  also  auch 

/.     

«=V^P=V(a-4)(o+4), 


und  die  Coordinaten  JC*  F  des  Orts  der  Erde  in  ihrer  Bahn  als 
bekannt  angenommen  werden,  so  kann  man  dp  beiden  Hauptauf- 
gaben der  Aberrationstheorie ,  von  denen  schon  oben  die  Rede  ge- 
wesen ist,  auf  eine  sich  keine  Vernachlässigung  irgend  einer  Art 
gestattende  Weise  durch  die  folgenden  aus  dem  Vorhergehenden 
sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln  auflösen. 

Sollen  aus  den  schembaren  astronomischen  Coordinaten  tpl9 
^1»  Zi  die  wahren  astronomischen  Coordinaten  <p,  ^#,  2  abgeleitet 
werden,  so  kann  man  nach  den  folgenden  Formeln. rechnen: 

eX     ,  ,eJf. 


cos  0!  =  cos  «cos  tpi  +  cos  /S cos  ; 

cos  9  =  0080?!  Vi  — t*sin  ^*  -f 1  (cos  a— cos  0t  cos  ft) ; 
cos  ^ = cos  V  1— t^sinöi2 + 1  (cos  0  —  cos  0!  cos  t^) , 
cos  {=cos2i  Vi  — t*sin  0[*  —  i  cos     cos  Xa- 
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Sollen  dagegen  aus  den  wahren  astronomischen  Coordinaten 
9,  ty,  %  die  scheinbaren  astronomischen  Coordinaten  91,  tblt  p 
abgeleitet  werden,  so  kann  man  nach  den  folgenden  Formern 
rechnen : 

eX     ,  eXt 

r=a  — ,  1^  =  0  +  —  ; 

a  a 


V/r'  • 

aV  0  bX 

cosa^Ur~i*  cos/S=— — p==; 

b\  TT  ü  V  TT 

■ 

cos  6  =  cos  aeos  ip  -f  cos  ß  cos  ip ; 


1  ■ 


cosqp  —  t  cos  a 

co&(f>l  -  vT+^iicos e* 

cos  tu — icosß 
Vl  +  t*-2icos0 
cos*  . 

Xi  — 


_        Ä      Vl  +  t*—  2t  cos  ö 
dB 

Man  kamn^senÄormeln  leicht  noch  andere  Gestalten  geben, 
und  sie  zur  numerischen  Rechnung  bequemer  einrichten,  womit 
ich  mich  jetzt  aber  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  beschäftigen 
will,  da  es  mir  in  dieser  Abhandlung  überhaupt  mehr  auf  die 
Entw'n  kelung  der  Aberrationstheorie  im  Allgemeinen,  als  auf  die 
für  den  praktischen  Gebrauch  zweckmässigste  Gestaltung  der  be- 
treffenden Formeln  ankommt,  worüber  jedoch  späterhin  noch  Eini- 
ge» vorkontmen  wird. 

Wir  wollen  nun  aber  noch  den  von  den  beiden,  den  wahren 
und  scheinbaren  Ort  des  Sterns.  5  in  dem  Punkte  E  der  Erdbahn 
bestimmenden  Linien  ES  und  EF  eingeschlosseneu,  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welcher  durch  &  bezeichnet  werden  mag, 
bestimmen.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie  die  Formel 

cpB  £ = cos  <p  cos  ^  +  cos  «/  cos     -f  cos  %  cos  Ä . 
Also  ist  nach  14),  weil 

•  r 

cos  <pi2  +  COS  Ift*  +  cos  Xi2=  J 

und 

cos  8|  =  cos  «  cos  q>i  -f  cos  ß  cos  tyx  +  cos  y  cos  xi 
ist,  wie  man  leicht  findet: 

1  t 
4 

56)  cosÄrrV^l-^sinö,», 

folglich 
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67)  4nAast8ln€^. 
Femer  ist  nach  19) ,  weil 

cos  (p1  +  cos     -f  Cos  %* = 1 

und 

cos  Ö=co8ßcosy  +  cos/Jcos^+cosycosx 
ist,  wie  man  leicht  findet: 


1  —  tcos© 

58)   cos  Sl  =       -u-- — —  _  > 
'  Vl  +  t1— 2t  cos© 


folglich 


m)   sinÄ  = 


* 

isin  © 


\a  +  t*-2icos© 


.  Weil 


und 


i  cos  ©,  =  AT       cos  ^  —  ^^«^«Jfll  • 

icos©  =ä( -^cosqo  —  —  cos^  I 
ist,  so  ündet  man  leicht 

 '   

isin©!  —  Ä  Y  ♦  —  (  -fc  coscpi  —  —fC0*ViJ  * 

also 

Ol)   sinÄ=ÄY  -  —  I  ^cosg»!  —  —  costy  I  • 
Auch  ist  nach  dem  Obigen 

~  isin© 
62)    tang Ä  =  yZTcos^  ' 

und  folglich. 

63)  tangfl=        f  ^r  v-* 

1  —  Ä  I  -g; CO89  —  —  COS1p  I 
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Für  7  =  90°  ist  nach  der  dritten  der  Gleichungen  19),  weil 
bekanntlich  cosy=0  ist,  cosfc=0,  also  ^=90°,  und  folglich 
1=Zl  oder  Zi=0. 

Ä^flr^=0  ist  offenbar  9  =  90°  und  —  90°,  also  co$/Ö=0, 
folglich  nach  der  dritten  der,  Gleichungen  19) 

*       •  1  ^ 


und  folglich 


1 

M)   cos  Xi  = 


so  wie 


Auch  ist  in  diesem  Falle 

68)  tangXl=t=ffW£. 
Endlich  ist  auch  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle 

■ 

COS  Sl=  -==^r=     r  -/ , 

sin  &  =  ^,=—7» — -r~=n> 


'  tangÄ=t=:A:y  £ 


Wäre  die  Erdbahn  ein  Kreis,  was  wenigstens  nfiherungsweise 
der  Fall  ist,  so  wäre  in  allen  obigen  Formelo  r=r'  zu  setzen, 
wodurch  sie  einfacher  werden.  Die  Ableitung  der  diesem  Falle 
entsprechenden  Formeln  aus  den  obigen  ist  aber  so  einfach  und 
leicht,  dass  wir  sie  füglich  ganz  dem  Leser  überlassen  Irinnen. 
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Durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume,  wofür  wir  jedoch, 
was  offenbar  verstattet  ist,  der  Einfachheit  wegen  den  Mittelfftfala 
der  Erdbahn,  d.  h.  den  Anfang  des  4uni  Grunde  gelegten  Coordi- 
natensystems  setzen  wellen,  denken  wir  uns  jetzt  mit  allen  bei 
der  stetigen  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  in  den  '  verschie- 
denen Punkten  ihrer  Bahn  nach  den  scheinbaren  Oertera  des 
Sterns  gezogenen  Gesichtslinien  Parallelen  gezogen,  so  bestimmen 
diese  Parallelen  eine  ihre  Spitze  in  den!  Mittel  »unkte  der  Erdbahn 
habende  Kegel  flache,  welche  wir  jetzt  einer  näheren  Untersuchung 
unterwerfen  wollen. 

Sind  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes1  dieser 
Kegelfläche,  welcher  in  der  durch  deren  Spitze  gehenden  geraden 
Linie  liegt,  die  der  in  dem  Punkteft  £  der, Erdbahn  nach  dem 
scheinbaren  Orte  des  Sterns  gezogenen  Gesichtslinie  parallel  ist, 
so  ist  offenbar 

« 

x  —  y  _  z  y 

cosqp!   «cosi^i     cosft ' 
und  folglich ,  wenn  w*r  für 

cos  ?>! ,  cos     ,  cos  %i 

-  » 

ihre  Werthe  aus  19)  setze*: 

— 

,      x  y      —  * 

cos  <p—  i  cos  a    cos    —  icosß    cos  % 91 

wobei  cosy  =  0  gesetzt  worden  ist,  wie  es  in  Folge  der  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  eingeführten  Specialisirung  des  Coordi- 
natensystems  bekanntlich  geschehen  muss.  Nun.  ist  aber  nach 
dem  vorhergehenden  Paragraphen 

« 

„aY  a*Y 
et        vbX       v    bX  . 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

.  6(«*—  eX)x 


b  (a*  -reX)  cos  <p  -  Ka*Y 

(a*—eX)y 
(a»-eA')cos^  +  £6* 


cos* 


Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grosstin  X,  T, 
so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 
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n2  (y  cos  i —  z  cos  ty) 
e    9, 08  X — *  cos  t//)  +  Ä62  ' 
p  62(arcos% — icosy) 


{ <•  (y  cos      2  cos  1//)  -f  Kbz?  9 


 1>*(XCQ8%  —  2  COS  9>)2 

~~te(y  cosZ— zcos^H7^?  ; 
und  weil  duo  bekanntlich 

©■+©•-> 

KiÄd^,teD  wir  auf  der  stelle  die  fo|ßende  G,eichuDg önsew 

70)   a*  (y  cos  x— 2  cos      +  6*  (ar  cos  % — 2  cos  ?)* 
=  { e  (y  cos  x  —  2  cos  y)  -f  /ffo  }2 

»der 

71)  ^££P£lz^°«yy  t  ^cos^zcos^« 

je  (y  cos  x  -  2  cosjj-fflfal  2 

!ÄsdnJnAAr  G!eLchunS  Q^t  anf  der 

*rag  weil  Weichheitszeichens,  so  bringt  man  diese  Glei- 

«»— ea  —  6« 
«t,  auch  sehr  leicht  auf  die  folgende  Form: 

■ 

72)  6 1  (x  cos  x  -  :  cos     -f  (y  cos  % — i  cos  | 

=  2*«  (y  cos  jf  -  z  cos  tf)z+  AT*6i». 
Durch  einen  Ponkt,  dessen  dritte  Coordinate  A  ist  wollen 
I"ü3liuFh       E1be"eJder  **'  d-  b-  der  Ebene  der  E  d 

ÄSÜS  0rte  dcs 

g    __    y  2 


cos  <p    cos  1^    cos  x 
geschnitten  wird,  so  ist 
Theil  XI. 


18 
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f  _  9  =  * 

C0S9>    cos^>  ,co»i* 

■Im 

< 

-  cos  g>  cos  1fr  , 

'  —  cos*  ' 

Legen  wir  nun,  am  die  Natur  der  Curve  zu  bestimmen,  in  wel- 
cher die  Kegelfläche  von  der  vorher  mit  der  Ebene  der  xy  paral- 
lel gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  in  dieser  Ebene  durch  den 
Punkt  {  fgh)  ein  dem  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinatensystem 
der  x'jf ,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten 

x=f+x',  y=$r  +  y'; 
also  nach  dem  Vorhergehenden 


folglich 


cos  w .       ,  cos  tu .  , 

x=z — ■ — h  +  x  ,  y=  A+V ; 

cosx  3     cosj  9 


x  cos  h  cos  q> = x'  cos  %, 
y  cos  % — h  cos  Tfr =y'  cos  x ; 


und  nach  72)  ist  also  die  Gleichung  des  in  Rede  stehenden 
Schnitts  im  Systeme  der  xW ,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat, 
dass  x—h  zu  setzen  ist,  offenbar 

73)  6(x/«  +  y'*)cosza=2iS:eÄycosx+Äa6Ast. 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  6,  bringt  das  Glied 
IKbefty'  cos  x  au^  die  ^n^e  Seite  und  addirt  dann  auf  beiden  Sei- 
ten die  Grösse  K2e2h2,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung,  wie 
man  leicht  findet,  * 

b*x'2  cos    +  (by'  cos  x  -  Keh)2  =  K*  (6*  +  ea)A2, 

d.  i. 

74)  ©«a^  cos  x2  +  (V  cos  %  -  foA)*=  Ä¥A«. 

Nun  lege  man  durch  einen  Punkt,  welcher  im  Systeme  der 
x'y'  durch  die  Koordinaten 

°>UoT% 

bestimmt  wird,  ein  neues,  den  Systemen  der  xy  und  x*y'  paral- 
leles Coordinatensystem  der  x"yu\  so  ist  nach  der  Lehre  von 
der  Verwandlung  der  Coordinaten 
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■ 

also 

fry*  cos  %  —  Keh = 6?"  cos  %, 

und  die  Gleichung  des  Schnitts  im  Systeme  der  x°if  ist  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

62  (:r"a  +  tf*)  cos  f  zst  K*a*k* 


Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  der  Schnitt  ein  Kreis  ist,  des- 
Halbmesser  der  absolute  Werth  der  Grosse 

Kak 


b  cos^ 


ist.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  im  Systeme 
der  *y  sind  nach  dem  Vorhergehenden 

n  Keh 
ÖCO&X 

Bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  im  Systeme 
der  xyz  durch  F,  G,  ü\  so  ist  nach  dem  Obigen 


cosx  cosx  ocos^ 

76)  F=^A,  C=^±-^A,  Ü=A. 

7  C08%  OCOSX 


oder 


Nennen  wir  die  hier  betrachtete  Kegelfläche  die  Aberrations- 
Kegel  fläche,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  unmit- 
telbar, dass  die  Directrix  der  Aberrations  -  Kegelfläche  ein  Kreis 
ist,  oder  dass  die  Aberrations •  Kegelfläche  eine  gewöhnliche  Ke- 
gelfläche ist,  wie  sie  in  der  Elementargeometrie  Detrachtet  wird. 

Die  Gleichungen  der  Axe  der  Aberrations -Kegelfläche  im 
Systeme  der  xyz  seien 

x=Azy  y=Bz; 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

Fz=AH,  G=BH; 


18* 
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A-jf.  B-w 


und  die  Gleichungen  der  Axe  der  Aberrations  •  KegellläVbe 
folglieh  .  , 


d.  i.  nach  76) 


S  X     =s  ^  —  % 

'    cos  (p    Äcost^+A'e  cos* 


oder 


79) 


*  ___  y 


cosop  ,  cos* 


Sind  21,  23,  <£  die  auf  gewöhnliche  Weise  genommenen  Be- 
stimmungswinkel der  Axe  der  Aberrations-Kegelnäche,  so  sind 

x  y 


cos  21    cos  25    cos  C 

die  Gleichnngen  derselben,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  mit 
den  Gleichungen  78)  oder  79)  der  Axe  der  Aberrations-Kegelfläche 
vergleicht,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

cos  21*  +  cos      +  cos  (T8  =  1 

fiir  cos 21,  cos 23,  cosC  die  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  die 
obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen : 

^  _  ,  6  cos  <p  

cos  *  _  ±  ^  +         cos  HäV 

80)  J  cos2>=+    ,  ^^AV 
)  ~  V>-fl>tfoc  cos  t// + 

■  bco&% 

~  V>  +  2Mecos«/+ AV2 

Durch  diese  Formeln  ist  die  Lage  der  Axe  der  Aberrations- 
Kegelüache  vollkommen  bestimmt.  Die  doppelten  Zeichen  haben 
hier  nur  den  Sinn,  dass  die  Winkel  21,  Ä,  4  entweder  dem  einen 
oder  dem  andern  der  beiden  Theile  entsprechen  können,  in  welche 
die  Axe  der  Aherrations-  Kegelflächc  durch  deren  Spitze  getheilt 
wird ;  die  Lage  der  Axe  ist  aber  durch  diese  Formeln  immer  voll- 
kommen bestimmt,  wie  schon  erwähnt  worden  ist. 

Bezeichnet  6  jeden  der  beiden  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
kel, welche  die  Axe  der  Aberrations-Kegelfläche  mit  deren  Seiten 
ei  nsch  Ii  esst,  so  ist 
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cos  0= cos  <p  cos  21 + cos  ^  cos  £  +  cos  xcos  <L , 
also,  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

h  -f-  Ke  cos  if; 


81)  cos4=db 


\fW+5KbecoBy+K*e*' 


o*2)   sin 0=    -  —  » 

\Tb*  +  2  Aße  cos  ^  +  Ä  W 

und  folglich 

83;   tangö=±6  +  A:c(W 

Man  sieht  hieraus,  dass  0  bloss  von  ^f;  abhängt,  nämlich  von 
tp,  %  unabhängig  ist 

}.  5. 

Die  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erdbahn  nach  dem  wahren 
Orte  des  Sterns  gezogene  gerade  Linie,  deren  Gleichungen  im 
primitiven  Systeme  der  xyz  bekanntlich 


84) 


r  —  y  _  1 

cosg>     cosi/;  cos% 


sind,  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  xt  eines  durch  den  Mittel- 
punkt der  Erde  als  Anfang  gelegten  neuen  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  Xxy^i  annehmen.  Legen  wir  nun  die  Axe  der 
jcv  dieses  Systems  in  die  Ebene  der  xy ,  d.  h.  in  die  Ebene  der 
Erdbahn,  so  sind  die  Gleichungen  derselben  von  der  Form 

y  =  Ax,  z  =  0. 

Da  aber  die  Axe  der  xt  auf  der  Axe  der  z, ,  deren  Gleichun- 
gen sich  unter  der  Form 


cost// 

9     cos?  cos  q> 

darstellen  lassen,  senkrecht  steht,  so  haben  wir  nach  den  Princi- 
pien  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 

T    cosqp^     cosqp  ' 


d.  i.  die  Gleichung 


C08<p 


voraus 
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COS» 

folgt,  so  dass  also  die  Gleichungen  der  Axe  der  x%  im  primitiven 
Systeme  der  xyz  nach  dem  Vorhergehenden 

sind.  Bezeichnen  wir  aber  die  auf  gewöhnliche  Weise  genomme* 
neo  Bestimmungswinkel  dieser  Axe  nach  einer  in  der  analytischen 
Geometrie  häufig  in  Anwendung  gebrachten  Bezeichnungsart  durch 
(xx{),  (yXi),  (zxi) ,  so  ist,  weil  die  Axe  der  xx  in  der  Ebene  der 
xy  liegt,  offenbar  (rarA)=90°,  cos(rari)=0,  und  die  Gleichungen 
unserer  Axe  sind  bekanntlich 

<*>*(yxi)x  0. 


welches,  mit  den  Gleichungen  85)  verglichen,  auf  der  Stelle  zu 
der  Gleichung 

cos  (yx%)_  cos  9 

cosCarari)""  cost/; 

führt,  woraus  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

cos  <p*-f-cos  ^*  +  cos  xa  =  1 

und 

cos  {xxx  )* -f cos  (yxx  )B  =  1 

sehr  leicht  die  Formeln 

__v         .     x     .  cos lU  .   cos  <p  - 

86)   cosixxj^-r^,    cosCya:,)^^-^,  cos (zx^^O 

ergeben ,  in  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einan- 
der beziehen. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Axe  der  yx  im  pri 
mitiven  Systeme  der  xyz  durch 

y—A'x,  z  =  IFx; 

so  haben  wir  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie,  da 
diese  Axe  auf  den  beiden  Axen  der  xx  und  :t ,  deren  Gleichun- 
gen aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  sind,  senkrecht  steht,  zur 
Bestimmung  der  Constanten  A'  und'  Bf  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen : 

l_^£2£|+Ä..0=o, 

cosy 

„.COSlif      ^  C08  7  Ä 

cosp       cos  <j> 
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-        Ä,  COS  OP  ~ 

l—A' — ~  =0, 


c 

aas  denen  man  sehr  leicht 


cos  9  cosg> 


cos  9'  cos  9  cos  x 

erhält,  so  dass  also 

87}   T     c°81^      „  »"»r8 


cos  9   '    "      cos  9  cos  x 

die  Gleichungen  der  Axe  der  yx  im  Systeme  der  xyt  sind.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  auf  gewöhnliche  Weise  genommenen  Be- 
stimm ungs  wink  el  dieser  Axe  durch  (:ryi),  (yyi),  (*yi)>  so  sind 
die  Gleich  ungen  derselben  auch 

y     cosOryi)    9        cos  (oft)  9 

und  die  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  87) 
giebt  sogleich 

cos(yyi)  _costp     cosfryQ^  sinx* 
cos(jryt)     cos  9*    cos(:ryi)        cos  9  cos  %' 

woraus  ferner  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung 

s 

leicht  die  folgenden  Formeln  erhalten  werden: 

* 

.  CO89COS1 

88>  i       /vi  cosi//c©$x 
°°'  )  co8(«y,)  =  i — ■■  > 

1        w?"      —  Sinx 

c°»(*yi)  =:Fs«nx; 

in  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 

Wir  wollen  nun  im  Folgenden,  was  offenbar  genügt,  in  den 
Formeln  86)  und  88)  bloss  die  obern  Zeichen  beibehalten,  und 
demzufolge  setzen: 

.     v    costf>  ,     .        cos  9  .     v  A 

008^)=^-,        cos(y:ri)=— cos(*Ti)=:0; 

.    _     .     cos  9  cos  x        ,     v        cost^cosv         .  x 

*,  cos(yyi)=        Jnx  \  cos(:yl)  =  -sinx: 

co8(jrx,)  =cos9,         cos(yii)  =cos^»  cos(i*|) —cosy, 
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Dann  ist,  weil  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten  bekanntlich  allgemein 

x—xx  cos(xxx)  +  yx  co8(xyx)  +  zx  cos(xz,), 
y  =xx  cos  (yxx)  +  yx  cos (yyx )  +  zx  cos (yzx) , 
%—xx  cos  (*r, )  +  yx  cos  (zy4 )  +  zx  cos  (zz, ; 

ist: 

/  cosii>       cos  ©cos  i 

U=     JTi  — — +Vi  :  *  -fr,  cos®, 

\  1  sinx  ■  31     sinx         1  ^ 

89)  ^  .„  cosi^cos^ 

V  2  =  —    sin  x  +  *i  cos  %. 

- 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  mittelst  leichter  Rechnung 

cos  ii;  cos  i        cos  Q7 

«C0S7— 2COSO)=     Xx  t  -+Vt-i— 

sin  ^      1  ^*  sinx 

L 

I 

COS  (E  COS  Y  ,  C08tb 
«COSY—  ZC08^=  —  Xx  ~   +  Vi  ' 

*  sinx        ^  sinx 

also 

cos  x  —  z  cos  ©)a  +  (y  cos  x  —  z  cos  tj;)a  =  a^8  cos  %* + yi  * , 
wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass 

eos  g)2  -f  cos  ty2  -f  cos  xa = 1 » 

folglich 

cos  g>* + cos  ^ = sin  x* 

ist.   Also  ist  nach  72)  die  Gleichung  der  Aberrations  -  Kegelfläche 

im  Systeme  der  xxyxzx : 

90)  6(Vcosxa  +  yia) 
aI.  .    cosmeosx        costpw      .  v 

+    26  (yj  sin  %-zx  cos  x)* , 

oder,  wie  man  nach  gehöriger  Entwicklung  dieser  Gleichung 
leicht  findet: 
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i 

91)  kr,*  cos  \ 
+  (6  +  2Ke  cos  y  —  K*b  sin  x2)^2 
—  2/fer,    cos  g>  cos  % 

.        11        S1D  % 

^  «in^  ~    8 m  * *  * 

Denken  wir  uns  nun  die  Aberrations-Kegel  fläche  von  einer  auf 
der  Axe  der  z, ,  welche  bekanntlich  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erdbahn  nach  dem  wahren  Orte  des  Sterns  gerichtet  ist,  senk- 
recht stehenden  Ebene  geschnitten,  und  nennen  den  Schnitt  im 
Allgemeinen  den  Aberrations-Kegelschnitt,  so  ist,  wenn 
wir  uns  dessen  Ebene  durch  einen  Punkt,  dessen  dritte  Coordi- 
nate  im  Systeme  der  .zv/,z,  durch  //,  bezeichnet  werden  mag,  ge- 
legt denken ,  die  Gleichung  des  Aberrations  -  Kegelschnitts  im 
Systeme  der  .riijl  nach  dein  Vorhergehenden: 

92)  bx?  cos  f 


+  (b  +  2Ke  cos  9 — RH  sin  %*)  Vi 2  J 
— 2Kexlyl  cos  q>  cos  % 


sin  / 

-'itf/i!  cosx^^l—A'Äsinx)^ 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  von  jetzt  an 

A=    6  cos  j;*, 

ß=  b  +  2 Ke  cos  y  -  *6  sin  x», 
C  =  —  i^ecos9COs»x, 


♦  i 


,1 


1  sin  1 

l 


cosil; 

E=-Khl  (e -  JB  sin 7)  cos X, 
1V  sin%  v  * 

F=  —  K*bhl*coBf 
■etzen : 

94)  Axl*-^Byl*^2Cxly1^2Dxl-\-2Eyl^F=0. 

,«  •    i\  :l.  |%V  >  {  >tl 

Um  nun  diese  Gleichung  des  Aberrations  -  Kegelschnitts  zu 
discutiren  j  legen  wir  zuvörderst  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt, 
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bezeichnet 

ystem 
Coor- 

™  ~i  ji  '  —  —  

dmaten 

» 

und  wenn  wir  diene  Ausdrücke  von  xx,  y,  in  die  Gleichung  94) 
einführen,  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

96)   Axx'*+Byx'*+<iCxx'vx'  ) 
+  2(J^+  Cqx  +  D)xx'  +  2(CPl  +  Bqx  +  E)yi'  [  =0. 
+  /*p1*4^9Vl+2C/>Ia1+2/>/>I  +  2Eqx+F  I 

Die  Coordinaten  ,  qx  des  Anfangspunktes  des  Systems  der 
Xi'ffi  kommen  nur  in  den  drei  letzten  Gliedern  dieser  Gleichung 
vor.  Da  nun  px ,  qx  sich  im  Allgemeinen  bestimmen  lassen,  wenn 
zwischen  diesen  beiden  Grossen  zwei  Gleichungen  gegeben  sind, 
so  liegt  der  Gedanke  sehr  nahe,  diese  beiden  für  jetzt  an  sieh 
ganz  willkürlichen  Grossen  so  zu  bestimmen,  dass  zwei  der  drei 
letzten  Glieder  der  obigen  Gleichung,  in  denen  die  Coordinaten 
px ,  qx  allein  vorkommen ,  verschwinden ,  wodurch  die  in  Rede 
stehende  Gleichung  bedeutend  vereinfacht  werden  wurde.  Hierzu 
bieten  sich  uns  aber  ganz  von  selbst  drei  verschiedene  Wege 
dar,  indem  wir  die  Grossen  px ,  qx  entweder  so  bestimmen  kön- 
nen, dass  die  beiden  Gleichungen 

I  Apx  +  Cqx+D=0, 
y,)   \  CPl  +  Bqi+E=0; 

* 

oder  so,  dass  die  beiden  Gleichungen 

W;  l  Jpl*+B9i*+2Cplql+2Dpl+2Eql  +  F=0i 

oder  so,  dass  die  beiden  Gleichungen 

m  j  Cpx  +  Bqx+E=0, 

}  )  Apf  +  Bqx*  +  Wpxqx  +  2Dpx  +  <2Eqt  +  F=0 

ernlllt  werden.  Den  ersten  dieser  drei  Wege  wollen  wir  als  den 
einfachsten  im  folgenden  Paragraphen  nun  auch  zuerst  betreten. 


in 


§•  7. 

Lösen  wir  die  beiden  Gleichungen 

^1  +  ^  +  0=0, 
Cfa+Bqx  +  E=0 

Bezug  auf  p\ ,  q%  als  unbekannte  Grössen  auf,  so  erhalten  wir 


•00)  j 
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(C*—AB)px  +  CE—BD=0, 
(C*~AB)qi  +  CD-AE=0; 


um  _BD-CE  AE—CD 
1U1}  K-&-AB*  K-C*-AB 


Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  die  Grosse 

Apl*+Bql*+10piql+<lDpl  +2E9l  +  F , 
die  man  aber  auch  unter  der  Form 

(Ajh  +  Cqx  +  D)Pl.+ (Q^  +  fift  +       +/>a  +      -f  F, 
1  i.  wegen  der  Gleichungen  100)  nnter  der  sehr  einfachen  Form 

Dp^E^  +  F 

darstellen  kann,  erhält,  wenn  man  in  dieselbe  für  pl9  qx  ihre 
leid 


 —  i   -r      -     f  l  *        wm  w 

obigen  Werthe  aus  101)  einfuhrt,  durch  A  9  so  findet  man  sehr 
cht 


1AOX  .  AEP+BW+FC*- ABF-  WDE 
102)  A=  &-AB  * 

Die  Ausdrücke  101)  und  102)  Jiefern  aber  filr £l9  qi^A  mir 


dann  endliche  völlig  bestimmte  Werthe,  wenn  C*  —  AB  nicht 
vergeh  windet,  d.  h.  wenn 

C*—AB<0 
> 

ist,  und  wir  gelangen  daher  zu  dem  folgenden  Resultate: 

Wenn  Ca-^5ö  ist,  so  kann  man  die  Gleichung  des 
Aberrations -Kegelschnitts  immer  auf  die  Form 

103)  Ax^+By^+Wx^'+A^Q 

bringen. 

Der  Fall,  wenn  C*—  AB^=0  ist,  erfordert  eine  besondere 
Betrachtung,  die  aber  jetzt  fürs  Erste  hei  Seite  gesetzt  werden  soll. 

Wir  sehen  aber  schon,  dass  die  Grosse  C2—AB  lur  unsere 
ganze  Untersuchung  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  und  wollen  die- 
selbe daher  jetzt  zuvörderst  entwickeln. 

Nach  93)  ist  nämlich 

C*  —  AB 

= Jf«e«cos9*cos2»-6  cos  f{b  +2ATecos*— KHain  **), 
also,  weil 

c  os  <p*  c  os  if = cos  7*  —  cos  tp*coej*  —  cos  x4 
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oder 

cos  a)2cos  x2 — sin  x2  cos  f — cos  tj/2  cos  %2 

ist, 

C2  -  AB 

=  K*  (6* + e2)  sin  f  cos  x2  —  (6* + 2  A'oe  cos  ^  +  KU*  cos  ^)  cos  x2 

» 

d.  i. 

104)   C*—Aß—cotix*[  K*a?  sin  x2 — (6  +  JTe  cos  ^)2 } , 

* 

mittelst  welches  Ausdrucks  von  C*—AB  sich  leichj  die  Bedin- 
gungen aufstellen  lassen  würden,  unter  denen 

C2— v4B=0,  oder  O—AB^Q,  oder  C*—AB>0  . 

ist. 

Unter  der  Voraussetzung  aber,  dass 

C2— AB^O 

ist,  erhält  man  mittelst  der  Formeln  101)  leicht: 

A> /tj  cos  y  cos'x2  (6  -f  Ke  cos  ifr) 
l^i  —  Äß)s\nX 


A7ft  cos  %*  [  becos  ty  —  K  (6*  sin  x2  +  c2cos  y2) )  m 
91  —  (C2- AB)  sin  % 

d.  i.,  wenn  wir  fiir  C*—AB  seinen  Werth  aus  104)  einführen 


Kehi  cos  q>  (b  +  Ke  cos  tf») 
'  sinx(A  *a* sin (6+^6 cos tf;)*} ' 

*     —    A^  cos  x  { 6e  cos  tfr  —  K(b*sm  f  +  e*cos  <p2) ). 

8inx(A'2oasinx2-(o+A'ecos^)a}  5 

oder,  weil 

62sin  x2  +  e2cos  tp* 
= 62  (si  n  x2 — cos  g>2)  +  a2  cos  g>2 = a2  cos  g>2  +  b2  cos 


ist: 

Pi  = 


h'eh%  cos  9  (6  +     cos  ^/) 


106) 


sin  x  { A'Vsio  x2  —  (b  -f  A>  cos  tp)* )  * 
Ar^t  cosx  {o^cost^ — A*(o2cos  y2-|-62co8^2){ 
^l  ~~  sinxl *2a2sinx*— (6  +  Aecosi|/)2| 


Hiernach  ist  auch 

lfm  P±—  eco8<p(b  +  Kecoa1>)  

'  7i  cos x  1 ©ecos i/>  -  A'(A2 sin  f  +  e2eos  <p2)  j 
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oder 


im  P±=  eco8y(6  +  focosifr) 

'  qx        cos^tacostj/  —  K(a2cos(p*  + b2coaty*)\f 

m 

welches  Verhältniss  von  hx  unabhängig  ist 

Ferner  erhält  man  nach  102)  mittelst  leichter  Rechnung 


C*-Aß 


d.  i. 


A    KtgHhS  cot? 


und  folglich  nach  104) 


l«n  a  Wamsen* 
Immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 

ist,  in  welchem  Falle  sich  die  Gleichung  des  Aberrations -Kegel- 
schnitts nach  dem  Obigen  auf  die  Form 

110)   ^1'»  +  %1'*+2Cr1/y1'  +  z/=0 

bringen  lägst,  legen  wir  jetzt  durch  den  Anfang  der  ai'jfi'»  dessen 
Koordinaten  im  «Systeme  der  xxyx  nach  dem  vorhergehenden  p*9 
u{  sind,  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xl"yl  , 
bezeichnen  den  von  dem  positiven  Theil  der  Axe  der  x*"  mit  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  xx  eingeschlossenen  Winkel,  indem 
wir  diesen  Winkel  vo&  dem  positiven  Theile  der  Ax$  der  xJ  an 
durch  den  rechte*  Winkel  foV)  hindurch  von  0  bis  3600  zählen, 
durch  |,  und  nehmen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  yx"  so  an, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi" 
durch  den  rechten  Winkel  (xi"yx")  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y["  zu  gelangen,  ganz  nach  derselben  Rich- 
tung bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  X*'  durch  den  rechten 
Winkel  (ar/y/)  hindurch  zu  dem  positiven  1  heile  der  Axe  der  yt' 
zu  gelangen.  Dann  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinnten  zwischen  den  Coordinaten  der  Systeme  der 
xi'tfi  und  Xi"yi"  die  folgenden  Beziehungen: 

*i  =#1//cosi  -y/'sinj, 

führt  man  diese  Ausdrücke  von  xx' ,  yx  in  die  Gleichung  110) 
«in,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  goniometrischen  Ver- 
edlungen 
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III)     (Avos?+  ^sin£*-f  2Csiii{cosi);r1''* 
+  (^sin|*-+  Bcon?  -  2Csin£cosÖyi"a 

-{(i4~^sin2|--2Cco82|U1Vr 
+  A 


:0. 


Soll  nun  das  dritte,  xl',ylu  enthaltende  Glied  verschwinden,  so 

muss  der  Winkel  £  so  bestimmt  werden,  dass  der  Gleichung 

> 

112)  (^-jj)sin2|— 2Ccos24=0, 

♦ 

d.  h.  der  Gleichung 

2C 

113)   \**^n  =  ÄZZB 

genügt  wird,  welches  jederzeit  möglich  ist  Bestimmt  man  also 
■  so,  dass  dieser  Gleichung  genügt  wird,  so  erhält  die  Gleichung 
les  Aberrations-Kegelschnitts  in  dem  Systeme  der  xfifi"  die  fol- 
gende Form: 

114)     (^cos£*  +  Äsin£*  +  2C8in£cosS*1"*  \ 

+  (^sin$a+Bcos£»— 2Csin|cos9y1'f*  (  =0, 
+  A  ) 

► 

oder 

115)     (4co84»  +  *sin**  +  Csiir2ö  V*  \ 

+  (A  sin  ?  +  B  cos  £*  -  Csin  2Q       |  =0, 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

S  if^^cosSa+Jß8in|«  +  2(psinJcos|, 
^  i  2V=4sin$HÄcosP~2Csintco8S 

oder 

j  M=AcosP+B sin J*  +  Csin 2|, 

'    I  ^=^8^^  +  ^008^-08^24 

setzen,  die  Form 

118)  JhV* +^1^  +  ^  =  0- 
Aus  der  Gleichung  113)  erhält  man 

tangt____C 

T^toZ^—A^B' 

also 

tang$»  +  ^=^tangi=1, 
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sich 

119)  ^-<A-m±<niEEIEZ 

oder  auch 

IC 


120)  tang|= 


(A  —  B)±V{A^li)*  +  iC* 
ergiebt. 

Weil  nun 

C08p=TTti^ 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2C4 


oder 

Es  ist  aber 

sin    = cos  f*  tang  £■ , 
»ml  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

*  { -  Ä)±        -  B)*  +  4C*|  V  (4— B)*  +  4C* 


oder 


Also  ist 


Wollte 


sin £*=i  M-jg)T  V(^-^)'H4C» 
r    T      2V(^-*)*  +  4C* 


■b«,«««,  =  M.Ä).  +  4gi- 
<ip|a>8{=TV(^^)H4C» 


setzen,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 

smj  cos  £  tang  £=sinP= ±  ^^.^^^ 
da  wir  doch  vorher  schon  gesehen 
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ist   Also  muss 

sin$cosi  =  ± 


gesetzt  werden. 

Führt  man  aber  die  so  eben  gefundenen  Ausdrücke  von 

cos£*,  sing«,  sin£cos£ 

in  die  obigen  Ausdrucke  von  M  und  N  ein,  so  erhält  man  nach 
einigen  leichten  Verwandlungen: 


|  2N=A  +  B+  VTÄ^HWTiC*- 
Hieraus  ergeben  sich  auch  die  folgenden  Gleichungen : 

,  M  +  N=    A  +  B, 
122)    |  M^N=±  V  (A-B)*+4C*> 

Nach  93)  ist: 

I  A  +  B=z    0(l  +  cosx2)  +  2Akcostf/--£*Osio22, 
'    I  ^— Ä=— 6sin22— 2Äeco8^+Är268in2a 


oder 

t  A  +  B^Ö+ZKecosy-bil  +  K^sinf, 
i  ^  — Ä=-2^ecos^-6(l-Äa)sinXJ; 


124) 
ferner 


125)  (^-Ä)2  +  4Ca 

= (b  sin  x»  +  2Ke  costf> — sin  f)*  +  4/T  Vcos  9*  cos  X* 

oder 

126)  B)*  +  4C* 

= { 2Ac  cos  y  +  6  (1 — Äa)  sin  *2  }a  +  4A:»e*  cos  9*  cos  x*, 

und  folglich,  weil,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt, 

cos  tp2  -f-  cos  cp2  cos  2*= sin  9*  sin 

ist: 
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127)  (A-B)*+AC* 

= sin  x*  \  b*  sin  xa  +  AKbe  cos  t{/— 2  £a  (6a  sin  x*  -  2ea  sin  9*) 

-  4Ä'86e  cos  y  +  AW  sin  xa 
oder 

128)  (A— B)*+4C* 

=  sin  x*{  6a(l  -    a)2sin  xa  +  46eAT(l  -    2)  cos  ^  +  4e2Ä'2sin  y2}. 

Wenn  nun 

C*—AB<0 

ist,  so  haben  wegen  der  Gleichung 

MN=^-{C^-AB) 

die  Grossen  M  und  2V  offenbar  gleiche  Vorzeichen.  Weil  ferner 
ABy  C2  und  folglich  das  Product  AB  positiv  ist,  so  haben  auch 
A  nnd  B  gleiche  Vorzeichen.  I^ach  93)  ist  aber  A  positiv,  und 
es  ist  folglich  auch  B,  also  auch  A-\~  B  positiv.    Daher  ist 


A  +  B+  V(^-,ß)2-f  4C3 

jedenfalls  positiv,  und  die  Grossen  M  und  N  sind  folglich  nach 
dein  Obigen  beide  positiv.   Nun  ist  aber,  weil  Ca~ AB<0  ist,  ' 
d  nach  109)  offenbar  negativ.   Also  sind  die  Grossen 

A         A  A 

beide  negativ,  folglich  die  Grössen 

A      a  J 
~  M  und  ~N 

beide  positiv.   Daher  können  wir 

,29)   m=>[^,  n=)[^ 
setzen,  woraus  sich 

A  A 

ergiebt.   Weil  nun  die  Gleichung  J18)  sich  auf  die  Form 

~  't'l      „  "2 


M  N 

bringen  lässt,  so  kann  dieselbe  offenbar  auf  die  Form 
Theil  XL  1t 
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*»  (~)V<  ft7  =  1 


gebracht  werden,  und  entspricht  also  in  diesem  Falle,  wo  C*~AB<$ 
ist,  einer  Ellipse. 

Wenn  daher 

C*-AB<0 

ist,  so  ist  der  Aberrations-Kcgelschnitt  eine  Ellipse. 
Weun  ferner 

C*-AB>0 

ist,  so  haben  wegen  der  Gleichung 

MN=-(C*—AB) 

die  Grössen  M  und  N  offenbar  ungleiche  Vorzeichen.  Also  kön- 
nen wir 

i 

131)  m  =  y  ±jg,  n  =  ^~T^ 

setzen,  wo  die  obern  oder  untern  Vorzeichen  genommen  werden 
müssen,  jenachdem  M  positiv  oder  negativ  ist,  da  nämlich  nach 
JO.1)  im  vorliegenden  Falle  d  offenbar  positiv  ist.    Also  ist. 

und  folglich,  weil  die  Gleichung  118)  auf  die  Form 

M  iV 
gebracht  werden  kann,  offenbar 


» (?)-(¥)'-*•• 


so  dass  also  die  Gleichung  118)  im  vorliegenden  Falle,  wo 
C* — ^Z?>0  ist,  einer  Hyperbel  entspricht. 

Wenn  daher 

C*~AB>0 

ist,  so  ist  der  Aberrations-Kegelschnitt  eine  Hyperbel. 

Dass  pi ,  Oi  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Aberrations- 
Ellipse  oder  Alierrations- Hyperbel  sind,  braucht  wohl  kaum  noch 
besonders  in  Erinnerung  gebracht  zu  werden. 

In  der  Kurze  wollen  wir  nun  auch  noch  den  Fall  betrachten» 
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C*  —  ABz=Q 

ist 

Die  beiden  Gleichungen  98),  nämlich  die  beiden  Gleichungen 

APl*  -f  Bqx*+2Cpxqv  +  2DPl  +  2E9l  +  F=ü 
sind  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

(^i  +  Cfc+Z>)2=0, 
APl*+  B9l* + 2Cpl9l  +  2DPl  -f  2E9l  +  F= 0 ; 
d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

*Pi*  +  C*9l*+2ACPlql  +  2ADPl+2CD9i  +  B*=0, 
Apl*+Bql*  +  2CPl9l  +  2Dpx  +  2%,  +  F=0 

«füllt  sind.  Verschwindet  aber  ^  nicht,  so  sind  diese  beiden 
Gleichungen  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

^V  +  ^CjPift  +2ADPl+2CDqi  +  Z>*=0, 
^»  +  ABq*+2ACVxqx  +2ADpy  +  2^  -MF=0 

erfüllt  sind.  Da  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Dif- 
terenz  dieser  Gleichungen  * 

%(CD-AE)9l+D*—AF=Q 
■st,  so  sind  die  beiden  Gleichungen 

APl*  +  ßql*+2Cplql+2Dpl  +  2Eq1  +  F=0 
jederzeit  erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

^Via  +  #V  +  2ACpl9l  +  2ADpx  -f  2CDqx  +  /)*=() 
2  (CZ)- AE)  qx  +  D*-AF=  0; 
d*  i.  die  beiden  Gleichungen 

2{CD-AE)qx  -f  />»-^=0; 
d-  i.  die  beiden  Gleichungen 

4»i  +  CV,+jD=0, 
2  (CD-AE)  9l  +  ü*-AF=Q 

•rfnttt  sind.   Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man 


■ 
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r^'-"  IÄ{AE-CÜ) 
I  D*—AF 


welche  aber  für  pl ,  yt  nur  dann  endliche  völlig  bestimmte  Werthe 
liefern,  wenn  die  Grosse  AE—CÜ  nicht  verschwindet,  wodurch 
wir  mit  Rücksicht  auf  das  Ohi^e  zu  dem  Resultate  geführt  wer- 
den, dass  im  vorliegenden  Falle,  wo  — AB—d  ist,  wenn  die 
Grösse  A,  und  auch  die  Grösse  AE—CD  nicht  .verschwindet,  die 
Gleichung  des  Aberrations-Kegelschnitts  immer  auf  die  Form 

Axt'i+BftV  +  'lGcM  +2(CPl  +  B9l  +  E)yi'  =  0, 

d;  i.,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  plt  9l  einfuhrt,  auf  die 
Form 

Axt'*  +  Bfi*  +  2Cr,'yi'+^J— =0, 

oder  auf  die  Form 

A^'^ABy^^ACx,'^'  +2(JJS-C/))y1'=0, 
also,  weil  AB=C'i  ist,  auf  die  Form 

134)   (Axl'  +  Cto')*  +  2(AE-CDW=0 

gebracht  werden  kann. 

Durch  den  Anfang  der  .r/y,'  wollen  wir  nun  ein  bleues  Coor- 
dinatensystem  der  Xi"yx"  legen,  den  positiven  Theil  der  Ajte  der 
xx"  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  xx  zusammenfallen  las- 
sen, und  die  durch  die  Gleichung 

135)   Axx'  +  0/^=0  oder  xl'=^~yll 

charakterisirte  gerade  Linie  als  die  Axe  der  v4"  annehmen.  Ent- 
sprechen nun  die  Coordinatcn  r\v'  und  ^  ,  r^a  in  den  Syste- 
men der  xi'vi'  und  xv"y"  einem  und  demselben  Punkte;  so  ist 
nach  den  Pnncipieu  der  analytischen  Geometrie 

die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gelegten,  der  Axe  der 
parallelen  geraden  Linie,   und  die  erste  Coordinate  des  Durch- 
schnittspunkts  dieser  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  xx'  oder  x" 
ist  folglich 

Es  fallt  aber  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  dass  diese  erste  Coor- 
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dinate  anter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit  J^"  einerlei,  and 
folglich 

{l-=f«L+C?L  odet  Ak'=Ak'  +  Cm' 


ist.  Nehmen  wir  ferner  den  positiven  Theil  der  Axe  der  auf 
der  positiven  Seite  der  Axe  der  .r.'  an,  und  bezeichnen  den  von 
demselben  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  xt'  eingeschlos 
senen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  p,  so  ist  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit 

Vi  =  V»nr*- 

Entsprechen  nun  x^' ,  yJ  und  arj",  ytu  einem  und  demselben 
Punkte  des  Aberration«  -  Kegelschnitts,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

Axx* }  —  Axxl +  Cyx' ,  ^'^»//sinjx; 

und  nach  134)  ist  folglich  die  Gleichung  des  Aberration*  -  Kegel- 
schnitts im  Systeme  der  x^'y^: 

136)   Atx^+ZiAE—  CD) yS sin  il  =  0. 

Also  ist  im  vorliegenden  Falle,  wo  C8—  AB=0  ist,  und  die 
Grossen  A  und  AE — CD  nicht  verschwinden,  der  Aberrations- 
Kegelschnitt  eine  Parabel. 

Wenn  in  diesem  Falle,  wo  A  nicht  verschwindet,  AE — CD 
verschwindet,  also 

C*-AB=zO,  AE-CD=0 

ist,  so  ist 

F_CD. 

und  die  Gleichung  91)  des  Aberrations-Kegelschnitts  wird  folglich, 
wie  man  leicht  findet,  in  diesem  Falle 

137)   (Axt  -f  Cyl)*+2D(Axl  +  Cy,)  +  ^F=0. 

Lr>st  man  diese  quadratische  Gleichung  in  Beziehung  auf 
JjTj  +  Cyx  auf,  so  erhäit  man 

138)   Axx  +  C¥l  +  DT  V  D*~-AF=0t 

wodurch  entweder  eine  gerade  Linie  oder  ein  System  zweier  ein- 
ander paralleler  gerader  Linien,  oder  gar  keine  Linie,  überhaupt 
gar  kein  geometrisches  Object  dargestellt  wird. 

Wenn  A,  und  folglich  wegen  der  Gleichung 

C*-AB=0 
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4  • 

auch  C  verschwindet,  so  hätte,  wenn  auch  B  verschwände,  die 

Gleichung  91)  die  Form 

139)  2/>x1+2iE^  +  F=rO, 

and  stellte  also  eine  gerade  Linie  dar.  Wenn  aber  B  nicht  ver- 
schwindet, so  müssen  wir  versuchen,  die  dritte  der  drei  oben  an- 
gedeuteten Transformationen  der  Gleichung  94)  in  Anwendung  zu 
bringen.   Die  Gleichungen  99) ,  nämlich  die  Gleichungen 

CrH+B<h  +£  =  0, 
M2  +  BqS+WpM  +  WPl  +  2Egi  +  F=0 

sind  aber  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

(CPl  +  J?^+£;)»  =  0, 

d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

C»/>i2  +  B*qx*  +  ZBCpm  +  1CEPl  +  WEqL  +  £«=0 , 
ABPi*  +  B2qt2  +  2BCpl9l  +  2#/Jfr  +  2££ft  +  ÄF=0 

erfüllt  sind,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  B  nicht  verschwin- 
det.  Die  Differenz  dieser  beiden  Gleichungen  ist  aber 

2(CE  -  BD)Pl  +  E*  -  BF=zO, 

und  unsere  beiden  ersten  Gleichungen  sind  also  offenbar  jederzeit 
erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

2  ( CE—BD)  Pl  +  £2 — #F=0 ; 

d.  i.,  weil  C=0  ist,  die  beiden  Gleichungen 

£ft+£=0,  WDpl—E^^BF=0 

erfüllt  sind.   Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

EP  — BF  E 
140)  Pi—-Wßjf»  2?; 

von  welchen  Ausdrucken  der  erste  für  «g  aber  nur  dann  einen 
endlichen  völlig  bestimmten  Werth  liefert,  wenn  D  nicht  ver- 
schwindet Dies  also  vorausgesetzt,  kann  nach  dem  Obigen  die 
Gleichung  94)  auf  die  Form 

a*i  12  +  *yi  '3 + 2Cxx  v + 2  (M  +  tyi  +   *i# =0. 

oder  vielmehr,  weil  A,  C  beide  verschwinden,  auf  die  Form 

141)   2?^1/*  +  2Dx1;=0 
gebracht  werden,  und  entspricht  folglich  einer  Parabel. 
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Wenn  D  verschwindet,  so  hat,  weil  auch  A  und  C  verschwin 
,  die  Gleichung  94)  die  Form 

142)   Äyi»  +  2%t  +  F=0, 

und  giebt  durch  Auflösung  nach  yx  als  unbekannte  Grosse: 

143)  y,  =  jj-  , 

welche  Gleichung  entweder  eine  der  Axe  der  X\  parallele  gerade 
Linie  oder  ein  System  zweier  der  Axe  der  x  paralleler  gerader 
Linien  darstellt,  oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  bat. 

Die  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  würde  diese 
Abhandlung  zu  sehr  ausdehnen,  und  kann  auch  füglich  dem  eig- 
nen Fleisse  des  Lesers  überlassen  werden.  Hauptsächlich  würde 
es  zunächst  noch  darauf  ankommen,  in  die  vorher  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  für  A,  B,  Cy  I),  E,  F  ihre  Werthe  aus 
93)  einzuführen,  was  an  sich  keine  Schwierigkeit  hat,  eben  des- 
halb aber  füglich  ganz  dem  eignen  Fleisse  des  Lesers  überlassen 
werden  kann. 


§.  8. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  K,  und  folglich  auch 

eine  sehr  kleine  Gritsse  ist,  wollen  wir  nun  aus  den  im  Vorher- 
gehenden entwickelten  ganz  genauen  Formeln,  indem  wir  uns  bei 
denselben  kleine  Vernachlässigungen  gestatten,  einfachere  Nähe- 
rungsformeln abzuleiten  suchen. 

Weno  wir  in  den  Formeln 

cos q> = cos a>!  V  1— «i*sin  &t*  +  i (cos «—  cos  St  cos <p, ) , 
cos  ^ = cos ^  V~  1  — i^sinO,2  -f  t  (cos  ß  —  cos  0,  cos  ) , 
cos  x  =  cos  Xi  V  1  —  t^sin^*  -f  i (cos  y  —  cos  0,  cos  & ) 

alle  Glieder,  welche  in  Beziehung  auf  die  sehr  kleine  Grosse  t,  und 
also  nach  dem  Obigen  auch  in  Beziehung  auf  die  sehr  kleine  Grösse 
£von  der  zweiten  Ordnung  sind,  vernachlässigen,  so  erhalten  wir 

cos  tp  =  cos  <pi  -f  i  (cos  a  —  cos  Si  cos  <pt ) , 
cos  = cos  tyi  -f"  *  (cos  ß  —  cos  0t  cos  t//j ) , 
cos  %  =  cos  Xi  -f  t  (cos  y  —  cos  Bt  cos  %t ) 
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cos  o> —  cosqp]  ss i  (cos  «  —  cos  St  cos  <?i) , 
145)    \  casy— cost/^=t(cos/S— cos  ö1cos^;1), 
cos  3  —  cos  &  =i  (cos  y  —  cos  St  cos  Xi  )• 

Nun  ist  aber  überhaupt 

cos  « — co8»=  —  2  sin  i  («  +  u)  sin  }  (a  —  r) 

und 

i («+ t>)  =u- i (i*-t>)  =  t>  +  4 (Ii -  t>) , 

also 

sin  i  (u  +  r) = sin  u  cos  J  («  —  r)  —  cos  u  sin  »  (m — r) 
=  sin  r  cos  J  (fi — e)  -f  cos  v  sin  »(«  —  ©), 

und  folglich 

cos  u — cos  »  =  —  sin  u  sio  (a  —  t?) + 2  cos  u  sin  £  (ti — t)* 
=  —  sin  »  sin  (» — r)  —  2  cos  v  sin  }  («  — ©)*, 

woraus  sich  ergicbt,  dass  man  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern, 
welche  in  Beziehung  auf  die  der  Null  sehr  nahe  Kommende  Grosse 
u — r  von  der  zweiten  Ordnung  sind, 

cos«  —  cos  p  —  —  (u — r)  sinu 
= — («— t>)sint» 

oder 

cos  u  —  cos  v~(v  —  u)  sin  u 
=  (t>  — tt)  sine 

zu  setzen  berechtigt  ist. 

Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichungen  145)  an,  so  erhalten  wir: 

,  cos  a  —  cos  0,  cos  <pi 
^    ^  sina>i 

146>    )  «,L*u  -  cos^icos^ 


oder 


147) 


.  cos  y  —  cos  &,  cos  7, 
—  ffi^  


./      ^      *  cosa 
a> — a>,  =  i  (cos  eÄ  cot  9>!  —  , 

cos  /S 

^-^=»•(008  0,  COttft  -sint/|i), 

cos  V 

X  -Zi=»(coseicotxi  — ^j^). 
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Aus  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen 

cos  <p — icosa 


C08$!  = 


^1+t2— 2t  cos© 


cosii; —  tcos  ß 

cos  ü>.  =    r.        -  --.        — , 

Vl  +  t*— 2tco8Ö 

cosx— »cos  y 

cos  7,  zzz  -  ~r  - — ■  - 

i 

erhält  man  ferner 

i 

cosqp— i  cosa  =  cos  (jp,     1+i2  —  2t  cos  Of 


cosi// — icosß^cost^  V  1-fi* — 2t  cos©, 

cosx —tcosy = cos  Xi  V 1  +  «*—  2t  cos©; 

and  folglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Be- 
ziehung auf  i  oder  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

cos  9— i*cos«=coso;1(l — icosö), 

C081/» — tcos/3=costj>i  (1 — ICOfc  @), 

cosx — t'cosy  =  cosxi  (1 — tcos 6); 

also 

(cos  q> — i  cos  or)  (1  + t  cos  6) = cos  <px  (1  —  t*  cos  &*) , 

r 

(cos  ^ — i  cos  ß)  (1  -f  t  cos  0) = cos  ^  (1 — t*  cos  02) , 

(cos  %  —  i  cos  y)  (1  + t  cos  0) = cos  %t  (1  —  t*  cos  62) ; 

folglich,  immer  unter  Verstattung  derselben  Vernachlässigungen: 

t  cos  <jp  —  cosq^  =  t(cosa — cos  ©cos  qp), 
148)    s  cost/; — cosi^i  =t(cos0 — cosöcosif/), 
\  cosx  — cosyj  =  t(cosy  —  cos  ©cosx); 

woraus  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher 

/  .  cos  a  —  cos  0  cos  cp 


9 

ljm    j  .cos/J—  cosöcosty 

149)    <  y1—ib=i  ^  r, 

1     r  8int/; 

.cos  y— cos  0  cosx 

—  X  =*  ;  1 

sinx 
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Vi  —  <P = -  «  (cos  ö  cot  <p  -  ^) , 
150)    j  *-*  =  -f(ew»ecot*-;j2j), 

COS  V 

Xi  —X  =~i(cosÖcotZ  —  jjj^) 
erhält. 

Nach  53) ,  55)  und  146)  ist  also 

SP  -  <Pi  —  -  K  y-fc  sm  q>i  +  —  cos^j  cot94  J> 
151)    j    —  ^  =    A^™; sinft  +  ^ cos?, cotifc), 

X  ~Xi  =    K^costpt-  —  coet^  J  cotfc  ; 

und  nach  53) ,  55*)  und  149)  ist 

v(aY  .         bX  \ 
<jpj  —  Ä  (  -g^  sinqp  +  —  cosi/>cot<p  1 , 

152)    j  ^  —       — X^^sini/;  +^co«9>cot^  , 

„(aY  bX       \  , 

7.i  -  X  =  -  A    //r  cos  9  -      cos  ^  cot  x. 

Sollen  aber 

<p—  <Pi>  X~Xi 

oder 

9i— 9>>  Xi~X 
in  Secunden  ausgedrückt  sein,  so  muss  man  setzen: 

K   (nY  .      ^bX  \ 
9  -  Vi  =  -  iüTP  V  67  8in  9,1  +  "Ä?  C08^  cot^i /  » 

153)    ^  Tf>-^  =    ^^7, ^—  ein^  +  g-coso^cott//, 

K  faY  bX        \  . 


und 


/  K  (aY  .      ,  bX  \ 

154)    J  ^i-^=^iü7PV^r"SII19>  +  ^r'COS9)  V 

K  faY  bX  \ 

*  -*  =  -STnT'UrC0S<3P~^r cosVcoi* 
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I 

Weil  nach  59) 

.  tsin  0 

sin  oL  ~  

Vl  +  i*— 2icos0 

ist,  so  ist,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  io  Beziehung 
auf  i  oder  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind, 

sinil  =  isin©; 

und  nehmen  wir  hierzu  die  ganz  genaue  Gleichung  57),  so  erhal- 
ten wir 

155)   s\n£l  =  isim6l,  sin  Sl=i  sin  G; 

oder 

156)  sinÄ=Ä^ ^'.sin©!,  *ioSl=zK^  ^.sinS. 


Auch  ist 


157) 


in£  =  Ky  -  —  I  ^-cosqp  —  —  costf/)3; 


von  welchen  Gleichungen  die  erste  völlig  genau  ist,  bei  der  zwei- 
ten Glieder  ,  welche  in  Beziehung  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung 
sind,  vernachlässigt  worden  sind. 

Ffir  %=0  ist  nach  67)  und  69)  mit  Vernachlässigung  von 
Gliedern,  die  in  Beziehung  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

158)  ,inXl  =  K^y,  ii=K^^ 

und 

159)  sinÄ=*y^,  Ä  =  ^~. 


§.  9. 

Hier  ist  nun  auch  der  Ort,  wenigstens  in  der  Kurze  zu  zei- 
gen, wie  sich  der  Werth  der  Constante  K  aus  den  astronomi- 
schen Beobachtungen  der  Fixsterne  ableiten  lässt. 

Hat  man  nämlich  ein  und  denselben  Fixstern  zwei  Mal  zu 
verschiedenen  Zeiten ,  wo  die  Coordinaten  der  Erde  und  ihre  Ent- 
fernung von  der  Sonne  oder  ihr  Vector  X' ,  F',  o'  und  X" ,  F",  p" 
sind,  neobachtet,  und  seine  scheinbaren  astronomischen  Coordi- 
naten a>i  ,  und  q>t",  tjAi"»  durch  die  geeigneten  astro- 
nomischen Hülfsinittel  und  Methoden  gemessen,  so  hat  man  nach 


»  » 
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dem  Vorhergehenden ,  wenn  wie  früher  die  wahren  astronomischen 
(Koordinaten  des  Sterns  durch  <p,  ty,  i  bezeichnet  werden,  die 
beiden  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

K   (aV  bX'        ,  A 

9  -  Vi  =  -  j-y >  {jf  sm  ^  +  — ,  cos      cot  9t  j  , 

,      ,  ,  K    fbX  .       ,     aY'  ,  A 

p         cosoV  —       cos  t/;/^  cot 


sinl' 


und 


K  faYn  bX"  A 

9~9i"  =  -  ^j7/         sin ^ "  +  ^  cos ft» cot (ft" 

*  -  sirTP         8,n^"  +  V  cos^"cot^0  • 

„  #   faY"         „     bX"  ,A 

oder  der  Kürze  wegen 
und 

v-*'ff=-8-hTFp"'  *-*'=a5s«"'  *-f"=iin*s"; 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole 

P*,  Q',  S'  und  P",  Q",  5" 
leicht  von  selbst  erhellen  wird.    Also  ist 


folglich 


K          Vi' — Vi 

sinl"- 


iüTP —  o'— <r  • 


- 
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I?" 


sin  1"  -     S'  -  S 


V—V  .nl# 

„  /  N  ft 

mittelst  welcher  Formeln  also  die  Constante 

■ 

■ .  yi,  oder  K  ' 
sin  1" 

aas  den  Beobachtungen  abgeleitet  werden  kann.  Dass  sich  aber 
auf  diesem  Wege  nur  durch  möglichste  Vervielfältigung  der  Beob- 
achtungen und  genaue  Berechnung  derselben  nach  den\  in  der 
Astronomie  gebräuchlichen  Methoden  eine  hinreichend  grosse  Ge- 
nauigkeit in  der  Bestimmung  der  obigen  wichtigen  Constante  er- 
reichen  lässt,  versteht  sich  von  selbst,  und  gehört  jetzt  weiter 
nicht  hierher. 

Hat  man  nun  auch  aus  den  bekannten  Elementen  der  Bewe- 
gung der  Erde  um  die  Sonne  die  Constante  Kt  mittelst  der  Formel 

wo  sich  Vlt  Xlt  rlf  auf  irgend  einen  bestimmten  Ort  der 
Er«!e  in  ihrer  Bahn  beziehen,  berechnet,  %so  findet  man  die  Ge- 
schwindigkeit CD  des  Lichts  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Formel 

und  die  auf  diesem  Wege  erhaltene  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit des  Lichts  stimmt  auf  eine  merkwürdige  Weise  mit  der 
auf  ganz  anderem  Wege  aus  den  Beobachtungen  der  Verfinste- 
rungen der  Jupiterstrabanten  abgeleiteten  Bestimmung  dieser  Ge- 
schwindigkeit überein.  . 


§.  10. 

Wenn  K  so  klein  ist,  dass  man  Glieder,  welche  in  Beziehung 
auf  diese  Grösse  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  ohne  merklichen 
rehler  vernachlässigen  kann,  wie  wir  im  Folgenden  wieder  an- 
nehmen wollen,  so  Ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze,  wie  man 
leicht  findet, 
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(A*  +  <2Kbe  cos  y + K2e*)-l  =  fr-1  (1  -  K  |  cos  y) , 
und  folglich  nach  80): 

cos  21  =  +  cos  q>  (1  —  ^  g  cos  ty) , 

e 

160)    <  cos 2$  =  + cos ip(J  -f      sin t//tangt|>)> 

cos<C  =  J:COsx(l  —  ä|cos^); 

durch  welche  Formeln  die  Lage  der  Axe  der  Aberrations  -  Kegel- 
fläche bestimmt  wird. 

Ferner  ist  nach  82)  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit 
wie  vorher 

■ 

oder  auch 

162)    Ö  =  AT|sint^. 

Nach  104)  ist 

163)    C*-AB  =— 6cosx2(A+2ACccosV;)> 

und  folglich  offenbar  nach  dem  Obigen,  wenn  nur  cosy  nicht  ver- 
schwindet, d.  h.  nicht  2=90°  ist,  .der  Aberrations  -  Kegelschnitt 
unter  der  hier  immer  zum  Grunde  liegenden  Voraussetzung  ,  dass 
K  eine  so  kleine  Grosse  ist,  dass  Glieder,  welche  in  Bezu«?  auf 
dieselbe  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  ohne  merklichen  Dehler 
vernachlässigt  werden  können,  eine  Ellipse. 

Aus  106)  ergiebt  sich  zuvörderst 

Ke/tj  cosy 
sin  %  (b  +  2 Ke  cos  y)  * 

i 

jSTeA|  cos  t//  cos  % 
sin  x  (6 + 2     cos  ^)' 


6sinx 

und  folglich 
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m) 


oder 


ir>r>) 


Pi  — — Khi  |cos9Cosecj, 
...  e 

f/i  =    K/ii  £  cos    cot  % ;  t 

= —  A.  ^  cos  gp  cosec  x , 
j~  =  A^costf/cot*. 


Weil  nach  109)  die  Grosse  J  in  Bezug  auf  K  selbst  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  so  können  wir,  wenn  A  nicht  wirklich  ver- 
schwinden soll,  wie  es  erforderlich  ist,  nur  erst  Glieder  vernach- 
lässigen, welche  in  Bezug  auf  K  von  der  dritten  Ordnung  sind, 
und  erhalten,  weil 


KWh^  cos  X2, 


b  { 1  +  2K\ cos*  -     (gsin x*-  jj  cos **) } 
ist,  auf  diese  Weise  leicht 

ie6)  j=-  *WC0BX* 

Nach  123)  Ut 

2?  =  6(1  +cosx2)  +  2Äecosi^, 
^ — B= — o  si  n  £  -  2 Afi  cos  i|/ ; 

and  nach  125)  ist 

V  (A — B)*  +  4     =  b  sin  z*  +  2Ak  cos  *. 
Also  Ut,  wie  man  leicht  findet, 

J + B  -f  VT^SFHCä = 2  (b  +  2  ATe  cos  *) , 
A  +  B— y/jÄ^)*  +  4C»= 26  cos  £ ; 

QDd 


—  ( 4  -  B)  +  V  (A  -  ff)*  +  4Ca=2  (6  sin  x*  +  2Afe  cos  *) , 

- 

Nehmen  wir  nun,  wie  es  offenbar,  ohne  der  Allgemeinheit  zu 
tthaden,  verstattet  ist,  in  der  Gleichung  119)  das  untere  Zeichen, 
*o  i»t 

167)  tangj=0; 
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und  wir  müssen  nun  nach  121) 

2M=A  +  B—  V  (.*-#)* +  46*, 
2N  =  A  +  B  +  \f  (A-B)*  +  4C*; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

168)   I  N=b+<2Keco8l> 
setzen.   Folglich  ist  nach  129): 

m  -~M—     6*cosx2  * 

a_     ^_  KVycosx2  . 
n  *"""iV"-6(Ä-f2Äccost/), 


oder 


d.  i. 


oder 


n*  =  -  ^  =  Ä^pcos^l  -2* |cos*); 


wi*     ,_«2     n*      „Ä  o2 


und  folglich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Af  positiv  ist, 

160)  F~Kh,  ^=±K-Aco.X; 

wo  man  in  der  zweiten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen  muss ,  jenachdem  cos  %  positiv  oder  negativ  ist 


§.  11. 

Wir  wollen  nun  zeigen ,  wie  die  Coordinaten  A*,  Y  der  Erde 
und  die  Vectoren  r,  r'  derselben  berechnet  werden  können.  Zu 
dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  Sonne  ein  dem  Systeme  der 
xy  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeichnen  den  von 
dem  Vector  r  der  Erde  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe 
dieses  neuen  Systems  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  den- 
selben von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  Axe  an 
durch  den  Coordinatenwinkel  des  betreifenden  Systems  hindurch 
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von  0  bis  360°  zählen,  durch  k;  so  sind  offenbar  in  völliger  All- 
gemeinheit 

rcosA,  rsinA 

die  Coordinaten  der  Erde  in  dem  neuen  Systeme,  und  da  nun  e,  0 
die  Coordinaten  des  Anfangs  des  neuen  Systems  in  dem  Systeme 
der  .ry  sind,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordinaten 

170)   X=ze-\-  rcosX,  Y=r sink. 

Bezeichnen  wir  nun  aber  die  heliocentrische  Länge  des  Perihe- 
liums  durch  o  und  die  geoceutrische  Länge  der  Sonne  durch  L, 
so  wird  man  sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  leicht  überzeu- 
gen, dass  immer  entweder 

A  =  ±180°— (L-ö) 

oder 

*=540°— (L-ö); 

und  folglich  allgemein 

cos  X=—  cos(L—  ö),  sin  A=sin  (L  — ö) : 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

171)   *=«?-Vcos(L  —  ö),  F=fsm(I,-ö) 

ist. 

Nun  ist  aber,  wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen, 


also  ist 


d.  i. 


und  folglich 


eX, 

T—a-  —  \ 
o 


r=a—  -Je— rcos(L-o)}, 


o2-f-ercos(Z — o) 
r  =  —  , 


172)   '  =  ~71 — tTy 


Also  ist  nach  171),  wie  man  leicht  findet: 

173)   X  a  e — flC0S  ^ — &))     y       62sin(L — <5) 

'  a — ecos(L  —  ö) '      "~<i  —  ecos(Z/  —  ö) 

Weil  forner  nach  dem  Obigen 

Theil  XI.  20 
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r'  =  a+^=2a-r 


igt,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

qtt  +  e2  —  2«c  cos  (L  —  5) 
l74>  r'  =      «  —  rcosfL-ö) 

Am  leichtesten  ergieht  sich  aber  natürlich  r',  wenn  man  r 
hat ,  mittelst  der  Formel 

175)   r'=2a— r. 
Man  kann  sich  anch  die  beiden  Formeln 

2eX 

d.  i. 

A  e  —  acos(I»— ö; 
176)  ^^r=2atT'-r=2e^r^r^j 

merken. 

Auch  ist  nach  172)  und  174) 

i77>  H0,+(J-2Hco8(i_ö)' 

oder,  wie  hieraus  leicht  folgt: 

Ferner  ist  nach  172)  und  173) 

m  y;=t=£2j£=a.  £=£8io(L-s) 

oder 

Eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  wird  hier  nicht 
nöthig  sein. 

$.  12. 

Bezeichnen  wir  die  wahre  und  scheinbare  Länge  und  Breite 
des  Sterns  beide  auf  die  aus  der  Astronomie  hinreichend  bekannte 
Weise  genommen,  durchs,  Ä  und  SLX ,  », ;  so  wird  mittels 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  sogleich  erhelleo,  da« 
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zwischen  den  Grössen  JL,  J£>,  <pf  ^,  %  und  zwischen  den  Grössen 
£1  >       »  9>i »  ^1 »  fc  die  folgenden  Gleichungen  Statt  finden : 

! cos  9= cos  (ö — £.)  cos  23, 
cos  ^ = sin  (5  -  £)  cos  £ , 
cosx  =sinJ5 

und 

Scos  q>k  sz  cos  (ö  —     )  cos  23,  , 
cos  Vi = sin  (5 — cos  Ät , 
cosft  =sin2>i; 

mittelst  welcher  also  die  Grossen  <p,  ^,  %  und  o?i,  ty,  Xi  leicht 
aus  den  Grössen  &,  23  und  £+9  23i>  so  wie  auch  unigekehrt  die 
Grossen  23  und  &j,  23i  leicht  aus  den  Grössen  o>,  %  und 
£i>  Zi  gefunden  werden  können,  was  hier  keiner  weiteren 

Erläuterung  bedarf. 

In  der  Einleitung  habe  ich  schon  bemerkt,  dass  ich  in  dieser 
Abhandlung  die  Theorie  der  Aberration  nicht  eigentlich  für  ihren 
praktischen  Gebrauch  in  der  Astronomie  darzustellen  die  Absicht 
gehabt  habe,  sondern  mehr  eine  Entwicklung  ganz  allgemeiner 
und  völlig  strenger  Formeln  bezweckte.  Deshalb  sage  ich  jetzt 
auch  nichts  weiter  über  die  von  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre 
Axe  herrührende  Aberration  und  Über  die  Aberration  bei  den  Pla- 
neten und  Cometen,  sondern  verweise  in  dieser  Beziehung  auf  die 
bekannten  ausführlichem  Lehr-  und  Handbücher  der  Astronomie, 
werde  jedoch  vielleicht  späterhin  auf  diesen  Gegenstand  zurück 
kommen. 


20* 
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lieber  die  Bestimmbarkeit  eines  sphä- 
rischen Dreieckes  durch  drei  Stucke, 
tou  denen  zwei  einander  gegenttber 

liefen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

ProfeMor  drr  Mathematik  xu  Tarnuw  in  Galizicn. 


I 

Sind  zur  Bestimmung  eines  Kugeldreieckes  von  seinen  sechs 
Stflcken  (Seiten  und  Winkeln)  drei  gegeben ,  von  denen  zwei  ein- 
ander gegenüber  liegen;  so  tritt  bekanntlich  zuweilen  Unmög- 
lichkeit, zuweilen  Unbestimmtheit  (Zweideutigkeit)  ein.  Zu  erfor- 
schen und  einfache  Kennzeichen  anzugeben,  wann  solches 
geschehe  oder  nicht,  ist  der  Zweck  gegenwärtigen  Aufsatzes. 

Eigentlich  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  es  kön- 
nen nemlich 

entweder  zwei  Seiten  mit  einem  Gegenwinkel, 
oder  zwei  Winkel  mit  einer  Gegenseite 

gegeben  sein ;  allein  der  zweite  Fall  lässt  sich  leicht  auf  den  ersten 
zurückführen,  desswegen  werden  wir  vorerst  nur  diesen  ausführ- 
lich untersuchen. 

Dabei  gilt  wie  sonst  immer  die  Einschränkung,  dass  jedes 
Stück  des  Dreieckes  der  Grosse  nach  zwischen  0  und  180°  liege. 
Zugleich  leuchtet  aus  der  Lehre  über  Congruenz  der  Kugeldrei- 
ecke ein,  dass  ein  solches  durch  drei  derartige  Stücke  völlig 
bestimmbar  sei,  sobald  durch  sie  irgend  eines  der  übrigen  drei 
Stücke,  mittels  Rechnung  oder  Zeichnung  (Construction)  völlig 
bestimmt  werden  kann 

Seien  nun  bei  einem  Kugeldreiecke  überhaupt  die  Seiten 
durch  «,  Oy  c  und  in  derselben  Ordnung  die  ihnen  gegenüber 
stehenden  Winkel  durch  a,  /3,  y  bezeichnet;  und  seien 
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gegeben:   die  zwei  Seiten  a,  b 

mit  dem  Gegenwinkel  a  der  ersteren,  daher 

zu  suchen:  der  Gegenwinkel  ß  der  zweiten  Seite, 

die  dritte  Seite  c,  und  der  dritte  Winkel  y. 

Die  Berechnung  jedes  dieser  drei  zu  suchenden  Stücke,  so 
nie  auch  die  Zeichnung  des  Dreieckes ,  wird  die  Bedingungen  der 
Möglichkeit  und  Bestimmtheit  des  Dreieckes  seihst  an  die  Hand 
geben. 

Uro  jedoch  unsere  Untersuchung  nicht  zwecklos  aus- 
zudehnen, und  weil  die  Bestimmtheit  und  Möglichkeit  von  gleich- 
schenkligen, rechtwinkligen  und  Quadranten- Dreiecken  ohnehin 
leicht  zu  beurtheilen  ist;  werden  wir  nicht  nur  a  und  6  ungleich, 
sondern  auch  jedes  Bestiromungsstiick  von  00°  verschieden 
Toraussetzen« 


2. 

A.  Die  Berechnung  des  anderen  Gegenwinkels  ß 
erfolgt  nach  dem  bekannten  Satze 

sin  a :  sin  b  —  sin  a:  sin  ß> 

.        sin  6  sina 

woraus  man  erbalt  sinp  =  ;  

r  sina 

Nun  sind  alle  hier  vorkommenden  Sinus,  weil  des  Dreieckes 
Stöcke  zwischen  0  und  180°  liegeu,  positiv,  und  kein  Sinus  kann 
>1  sein;  mithin  ist  das  Dreieck  möglich  oder  unmöglich,  je 
nachdem 

sina  entweder  ^  oder  <  sin  b  sina  ist. 

Zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  kann  mau,  weil  sin 6  und 
ftioa,  also  auch  ihr  Product  positiv  und  <1  sind,  dieses  Product 
dem  Sinus  eines  Winkels  h  gleich  setzen,  nemlich  ' 

sin  h  —  sin  b  sin« 

annehmen,  wonach  dann 

.  a  sinA 
r  sin« 

wird  und  Folgendes  einleuchtet  *). 

1.  Wenn  sinrr<sin/i,  ist  das  Dreieck  unmöglich; 

2.  wenn  sina=sinA,  ist  sin  0=1,  also  fl=90°,  daher  das 
Dreieck  möglich,  bestimmt  und  rechtwinklig; 


*)  Man  wird  sich  leicht  überzeugen  können,  da«<*  h  der  an«  dem, 
*l'e  gegebenen  Seiten  a  uud  ö  vereinigenden  Scheitel,  auf  die  gegenüber 
liegende  Seite  senkrecht  gezogene  gröaate  Kreisbogen  tat. 
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3.  wenn  sina>sinA,  ist  das  Dreieck  zwar  möglich,  allein 
der  zwischen  0  und  180°  liegende  Winkel  ß  ist  durch  seinen  Sinus 
zu  bestimmen,  desswegen  kann  er  überhaupt  zwei  zu  180°  sich 
ergänzende  Werthe  annehmen,  und  es  bleibt  daher  noch  zu  unter- 
suchen, ob  von  diesen  nur  einer  oder  jeder  genüge. 

Zur  Entscheidung  dessen  wird  der  Satz  dienen,  dass 

je  nachdem  die  Seite  b  >  <  a 

ist,  auch  der  Winkel       <a  sein  muss. 

t>     f\  •   i      •  i        ••  u    bestimmt,  eingestaltig 

Das  Dreieck  wird  nemheh  unhestinimt ,  zweigestaltig  8eiD' 

wenn  von  den  für  den  gesuchten  Winkel  möglichen  zwei  Werthen 
ß  und  180° — ß  ""nr  j^der  >  oder  <<*  ist,  also  wenn  (in  Absiebt 

auf  Grösse)  .  £[\%%h  ß  und  W-ß  lieg«. 

Dies  Kennzeichen  setzt  jedoch  wirkliche  (wenn  gleich  nur  bei- 
läufige)  Ausrechnung  beider  Werthe  von  ß  voraus;  es  bleibt  aber 
wünschensw  erth ,  diese  Ein-  oder  Zweigestal  tigkeit  des  Dreieckes 
sogleich  an  den  drei  Bestimmungsstacken  selbst  zu  erkennen.  Das 
vermittelt  der  Lehrsatz: 

„Im  Kugeldreiecke  ist  die  Summe  jeder  zwei  Seiten  mit  der 
Summe  ihrer  Gegenwinkel  in  derselben  Grossenvergleichung  mit 
180°,  d.  h.  zugleich  entweder  so  gross  oder  grösser  oder  kleiner 
als  180°;" 

nämlich  je  nachdem 

a  +  6  =  ><l8ü° 

ist,  muss  auch 

«  +  0=>  <180° 
sein.   Denn  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  je  nachdem 

«  =  ><]80°-o 

ist,  auch 

a=:><18O°-0 

sein  muss.  Daher  schliesst  man  aus  diesem  und  dem  vorigen 
Vergleichungssatze  den  folgenden: 

»Wenn  eine  Seite  a  eines  Kugeldreieckes  (hinsichtlich  der 


»* 

zwischen 

Grösse)  ausser|,a|D  einer  anderen  Seite  b  und  ihrem  Supplement 
180°  —  6  liegt;  so  liegt  auch  der  Gegenwinkel  o  der  ersteren 
ausserhalb  dem  Gegenwinkel  ß  der  anderen  Seite  und 
Supplement  18Ü°-|S." 

Daraus  folgt  nun  der  Schlusssatz: 
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Liegt  (m  Absicht  auf  Grösse)  die  sammt  ihrem  Gegen- 
winkel angegebene  Kugeldreiecksseite   a  ausserhalb 

der  anderen  gegebenen  Seite  b  und  ihrem  Supplement 

180°  — 6;  so  ist  das  Dreieck  (wofern  seine  Möglichkeit  bereits 

„   •  .  ,    x  bestimmt 

nacbgewuueo  worden)  unbe8timmt 

Merkwürdig  ist  aber  noch,  dass  jenes  Kennzeichen  der 
Möglichkeit  des  Kugeldreieckes  mit  diesem  seiner  Bestimmtheit 
ha  Zusammenhange  steht. 

Aus  sin  A = sin  o  sin  er  und  sin«<l  folgt  nerolich  jedenfalls 
ein  A<  sin  6. 

Ist  nun  sin  a>  sin  6,  so  ist  sicher  auch  sina>sinA,  also 
das  Dreieck  mu glich; 

ist  aber  sin a< sin 6,  so  kann  sin/i>=  < sin A  sein,  also  ist 
diese  Möglichkeit  nicht  entscheidbar. 

Es  frägt  sich  jedoch  noch ,  wie  mit  dieser  Vergleichung  der 
Sinus  die  der  Winkel  (Bogen)  a  und  b  selbst  zusammenhänge. 

Sei  daher  erstens 

sin  a  >  sin  b  =  sin  (180°-  b) , 

und  sei 

I.  6<90°,  also  I80°-6>9(R 

Wenn  nun  a«^90°  ist,  so  muss,  weil  von  den  zwei  spitzen  Win- 
keln a  und  b  der  grössere  auch  den  grosseren  Sinus  hat,  a*>b 
sein,  daher  ist 

Ä<a<90°<180°-6; 

wenn  aber  a>90°  ist,  so  muss,  weil  von  den  zwei  stumpfen 
Winkein  a  und  180°—  b  der  grössere  den  kleineren  Sinus  W, 
a<180°-6  sein,  daher  ist 

6<900<c<;  180»-6. 

q  * 

\     IJ.  6>90°,  also  180°-6<90°. 

Wenn  nun  o<90°  ist,  so  muss  a>l80°  — 6  sein,  daher  ist 
6>90°>«>180°-6; 

wenn  aber  a>90°  ist,  so  muss  a<6  sein,  daher  ist 
6>a>90°>J80°-&. 

Ist  demnach  sin<z>sino.  so  liegt  u  zwischen  ftunil 

Sei  noch  zweitens 

sin  a<  sin  6  =  sin  (180* -6), 

und  sei 
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I.  6<90°,  also  180° — 6>90°. 
Wenn  nun  a<90°,  so  ist 

a<6,  daher  a  <6  <90°  <  180° -6; 
wenn  aber  <z>90°,  so  ist 

rt>l80O--6,  daher  a>  180°-6>  90°>  6. 

Sei 

II.  6  >  90°,  also  180°-  6  <  90°. 
Wenn  nun  rt<90°,  so  ist 

a<180°-6,  daher  a<180°--6< 90° <6; 

wenn  aber  a>90°,  so  ist 

«>6,  daher  «>6>90°>  180° -6. 

Ist  demnach  sin a< sin 6,  so  liest  a  ausserhalb  6  uod 
180«  -6. 

Aber  auch  umgekehrt 

je  nachdem  a  zwischen  oder  ausser  b  und  180°— b  liegt, 

ist  sina>  oder  <sin6. 

Denn  es  liege  erstens  a  zwischen  b  und  180°  —  b,  und  zwar  sei 

I.  6<a<180°— 6. 

Da  nun  von  den  zwei  Supplementarwinkeln  6  und  180°  —  b 
noth wendig  einer  spitz,  der  andere  stumpf  sein  muss,  so  kann 
hier  6  nur  spitz,  d.  i.  6<90°.  also  180°—  b > 90°  sein.  Wenn 
nun  a  <  90°,  so  ist 

90°  >  a  >  b,  daher  sin  a  >  sin  b ; 

wenn  aber  a>90°,  so  ist 

90°<a<180°-6,  daher  sin a> sin (1800—6). 

Sei 

II.  6>o>180°-6. 

Hier  kann  6  nur  stumpf,  d.  i.  6>90°,  also  180o-6<9Ö0 
sein.   Wenn  nun  a<90°,  so  ist  t 

90°>a>180°— 6,  daher  sin  a>  sin  (180*— 6): 

■ 

wenn  aber  «>90°,  so  ist  % 

90°<a<6,  daher  sin a> sin 6. 
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Lieg!  demnach a  zwischen  6  uod  180°— 6,  so  ist  sin«^sio6. 

Es  liege  zweitens  a  ausserhalb  b  und  ISO0— 6,  und 
zwar  sei 

I«  6<a>180°-6. 

Ein  Winkel  aber,  der  K^-J^  als  jeder  von  zwei  Supplementar- 
winkein,  von  denen  nothwendig  einer  spitz,  der  andere  stumpf  ist, 

raus«  unbedingt  giftz^  8Cm »  ,st  nier  a  nur  stumI,f»  °*.  i. 

Werm  nun  &<W,  also  l80°-6  <  W°,  so  ist  90°<180°-o<a, 
also  sin  a  <  sin  (180°  —  b) ; 

wenn  aber  6>SJ0°,  also  180«- 6  < HO0,  so  ist  90°<6<o, 
also  sina  <  sin  b. 

Sei  - 

II.   Ä>«<180°—  b. 

Da  kann  a  nur  spitz,  d.  i.  ri<i)0°  sein. 

Wenn  nun  g<90°,  also  1M0°-6>(I0°,  «o  ist  90°>  6>  a, 
also  sina  <sin£; 

wenn  aberA>W«,  also  l80°-&  <U0°,  so  ist  HO'>  l«0°-6>a, 
also  sinn  <  sin  (ISO0-  b). 

Liegt  demnach  a  ausserhalb  b  und  180°— 6,  so  ist 
sin  a  <  sin  b. 

Aus  allem  Gefundenen  erschliessen  wir  nun  Folgendes: 

1 .  Liegt  «  z  w  i  s ch  e  n  b  und  180°  —  b ,  oder  ist  sin  a  >  sin  6, 
»o  ist  das  Dreieck  nicht  blos  möglich,  sondern  auch  bestimmt. 

l|.  Liegt  a  ausserhalb  b  und  1H0° — 6,  oder  ist  sina  <sin6, 
and  ist  1)  sin a  =  sin h  —  sin b sina,  so  ist  das  Dreieck  zwar  auch 
möglich  und  bestimmt  aber  rechtwinkelig,  /3  =  90°;  ist 
i)  sina^sinA,  so  ist  das  Dreieck  zwar  möglich,  aber  zweige- 
staltig  (unbestimmt);  und  ist  3)  sina<sinA,  so  ist  das  Drei- 
eck unmöglich. 


3. 

B.  Die  Berechnung  der  dritten  Seite  c  könnte  nach 
der  bekannten  Gleichung 

cos  a  —  cos  a  sin  b  sin  c  -f  cos  b  cos  c 

auf  mannigfaltige  Weisen  geschehen,  indem  man  sine  und  costr 
durch  irgend  eine  und  dieselbe  Winkellunction  von  c  ausdrückt. 
Passliche  derlei  Functionen  würden  sine  und  tgi«  insofern  sein, 
als  beide  jedenfalls  positiv  sein  müssen.  Da  jedoch  siue  auch 
noch  <1  ausfallen  muss,  was  zu  untersuchen  schwierig  ist,  so 
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bleibt  nur  die  tg  ic,  bei  der  eine  solche  Untersuchung  nicht  n&thig 

ist,  als  zweckmässig  übrig. 

1—  tg4c*  2tgfc 
Setzt  man  demnach  cos  c  —  j-^  ^ , g2 *  sinc=  I+tglc*'  so 

findet  man 

,  .    rt  sinAcosct       ~  t  coso— cosA  ft 
* ic  - 2 c^+c^Ä  '* *  +  c^+c^sA=0 

Ist  aber  eine  Zahl  j;  durch  eine  zweitgradige  Gleichung 

x*-'2Ax  +  B=0 

zu  bestimmen ,  und  sind  xx ,  x2  die  beiden  Werthe  von  x,  so  ist 
bekanntlich 

also' 

^  +  Z>  A-D 
xi  — — g — '    *a"~    2  ' 

Ist  nun  B  ne  gativ,  so  ist  D  jedenfalls  reell,  auch 

die  Wurzelwerthe  xx  und  x2;  folglich  ist  von  diesen  der  eine 
positiv,  der  andere  negativ. 

Ist  aber  B  =  xlx2  positiv,  so  sind  D  und  beide  Wurzel- 
werthe nur  so  lange  reell,  folglich  diese  einstimmig,  lieide 

positiv,  beide  negativ,  so  lange  Di  =  A2  —  B^Q  ist;  sobald  aber 
D*=A*  —  ff  <0  wird,  sind  beide  Wurzelwerthe  imaginär. 

Im  gegenwartigen  Falle  ist 

*  =  tgic, 

cos  a — cos  A  cos  a2  —  cos  6a  sin  A*  — sin  a* 

~~  cos  a  +  cos  A     (cos  a + cos  A)a    (cos  a  -f  cos  b)2 
(sin  6— sin  fl)(sin  6+sinq)_^         „w„i/  .  *x    sin(A— q)sin(q+6) 
"=  (cosa  +  cosA)*  -tg  ^6-Hl) tg *(a+6) "  (cosa  +  cosA)»  ' 

sin  a2—  (sin  6  sin  «  =  sin  A)2 _  (sin  a  —  sin  A)  (sin  a  -f  sin  A) 
(cosa  +  cosA)'2         ~~         (cosa  +  cosA)* 

Ist  nun  /?  negativ,  Ist  also  sina>sinA,  oder  sind  tg4(A— a) 
und  tgi(a  +  A)  oder  sin(A— a)  und  sin(a  +  A)  entgegengesetzt,  ist 

daher  A— a^O  und  a+A^180°,  d.  h.  liegt  a  zwischen  6  und 

180° — A;  so  ist  D  reell,  sin a>  sin A= sin A sina,  beide  Werthe 
von  tg»c  sind  reell,  aber  nur  einer  ist  positiv:  mithin  ist  da» 
Dreieck  nicht  aHein  m «glich,  sondern  auch  bestimmt. 
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Ist  dagegen  B  positiv,  ist  also  sina<sin6,  oder  sind 
a)  un«  +     oder  sin(6  —  a)  und  »in  (0  +  6)  einst'rav 

mig,  ist  nemlich  6  — «^0  und  a  f-6^180°,  d.  h.  liegt  o  ausser 
6  und  180°  — 6;  und  ist  andererseits 

1)  sina>sinA,  so  ist  D,  daher  auch  tg*c  reell,  und  die 
letztere  erhält  zwei  positive  Werthe,  folglich  ist  das  Dreieck 
möglich  und  doppelgestal tig;  ist  aber  , 

2)  sma  —  smh,  so  ist  Z)  =  0,%  daher  wohl  auch  tg'c  reell, 
aber  sie  erhält  nnr  einen  (gleichsam  zweifachen)  positiven  Werth, 
folglich  ist  das  Dreieck  möglich  und  ein  gestaltig,  insbeson- 
dere rechtwinklig  (vergl.  2.);  ist  endlich 

3)  sina<sin/r,  so  ist  D,  daher  auch  tgi«  imaginär,  mit- 
hin ist  das  Dreieck  unmöglich. 


4. 

C.  Die  Berechnung  des  dritten  Winkels  y  ist  nach 
der  bekannten  Gleichung 

sin  6  cot  a  =  sin  y  cot a  -f-  cos  b  cos  y 

einzuleiten,  indem  man  aus  gleichem  Grunde  wie  vorhin  am  pas- 
sendsten die  tang iy  durch  sie  bestimmt.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  die  Gleichung 

tg        1  sin(o-f  6) 18  *y  +  sin  (a  +  6)  U' 

daher 

^  =  tg4y, 

w  sin  (6  —  ff)      -   (sin  a — sin  h)  (sin  a  -f-  sin  h) 

sin  (a-f6)  *    "  —        slua*sin(fl-M)*  ; 

mithin  wird  man  wieder  auf  die  bereits  in  B.  gefundenen  Bedin- 
gungen und  Folgerungen  geleitet. 


5. 

D.   Die  Zeichnung  des  Kugel d r ei eckes  mittels  der  an- 

fewiesenen  drei  Bestimmungsstucke  a,  6,  a  Ihsst  sich  in  folgen- 
er  Weise  ausführen. 

Zuvorderst  construire  man  (Taf.  VI.  Fig.  3.,  Fig.  4.  und  Fig.5.)  an 
einem  beliebigen  grossten  Kreise  ACA'A  in  einem  wählbaren  Punkte 
A  als  der  ersten  Dreiecksspitze,  den  gegebenen  Winkel  a.  Die 
an  Ihm  liegen  sollende  Seite  6  trage  man  von  seinem  Scheitel  A 
auf  jenem  grossten  Kreise  bis  CT  ab;  so  muss,  wenn  man  den 
anderen  Schenkel  zum  Halbkreise  bis  nach  A'  erweitert,  der  End- 
punkt C\  als  zweite  Dreiecksspitze  auf  dem  Halbkreise  ACA' 
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liegen,  weil  AC~b  <  180°  ist.  Um  diese  Spitze  C  als  Mittel- 
punkt beschreibe  man  mit  einem  sphärischen  Halbmesser  CO  oder 

Cd  gleich  der  dem  Winkel  u  gegeuüber  liegen  sollenden  Seite  a 
einen  kleineren  Kreis  DdD;  so  muss  die  noch  zu  suchende  dritte 
Dreiecksspitze  B  einer  der  Durchschnittspunkte  dieses  kleineren 
Kreises  mit  dem  Halbkreise  ABA'  seio,*wofern  es  einen  solchen 
Durchschnitt  gibt.   Um  dies  zu  untersuchen,  sei 

I.  a<6  aber  >  180°  — 6,  nemlich  CD<CA  aber  C«t>  CA'. 
Da  nun  liegen  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  die  Grenzuunkte  A  und  A'  des 
Halbkreises  ACA'  dies-  und  jenseits  des  kleineren  Kreises  DBdD 
auf  der  Kiigeldäche,  mithin  muss  der  sie  verbindende  Halbkreis 
ABA'  diesen  Kreis  not  h  wendig,  aber  nur  in  Einem  Punkte  B 
schneiden,  der  sofort  die  dritte  Dreiecksspitze  ist,  und  darum 
zur  Vervollständigung  des  Dreieckes  mit  C  durch  die  Seite 
BC=a  zu  verbinden  kommt. 

Achnlich  würde  man  sich  benehmen ,  wenn  a  >  b  aber 
sl80°—  b  wäre,  wozu  nur  die  Punkte  A  und  A'  unter  sich  zu 
vertauschen  kamen. 

Das  Kugeldreieck  ist  demnach,  wenn  a  (der  Grosse  nach) 
zwischen  b  und  180°—  b  liegt,  jederzeit  nicht  blos-  möglich, 
sondern  auch  bestimmt,  wie  gross  auch  der  Winkel  a  seiu  mag. 

II.  Ist  dagegen  «<A  und  <  180°—  o,  nemlich  CD  <  CA  und 
<fL4',  so  befinden  sich  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  die  Grenr.punkte  A 
und  A'  des  Halbkreises  ABA'  auf  nur  Einer  Seite  des  kleineren 
Kreises  DBdD  auf  der  Kugelfläche,  mitbin  muss  der  Halbkreis 
ABA'  selbst  diesen  Kreis  nicht  noth wendig  treffen;  sondern 
ob  und  wie  oft  er  ihn  treffe,  hängt  von  dem  Winkel  a  und  sohin 
von  dem  senkrechten  sphärischen  Abstände  CE—h  jenes  Halb- 
kreises ABA'  (nicht  Vollkreises  ABA'A)  vom  Mittelpunkt«*  C 

•  des  kleineren  Kreises  in  der  Hinsicht  ab,  ob  dieser  Abstand  ent- 
weder so  gross  oder  kleiner  oder  grösser  als  die  aus  C  auslau- 
fende Seite  CB  =  a  ist.  Denn  der  vom  Punkte  C  aus  an  den 
Halbkreis  ABA'  senkrecht  geführte  Kreisbogen  CK  —  h  ist  be- 
kanntlich, je  nachdem  a  spitz  oder  stumpf  ist,  kleiner  oder  grös- 
ser als  jeder  andere  gleichfalls  aus  C  an  diesen  Halbkreis  (also 
schief)  geführte  Kreisbogen  CBi  und  zu  jedem  solchen  schiefen 
Kreisbogen  CBX  gibt  es  einen,  aber  auch  nur  Einen  ihm  glei- 
chen CBt. 

Ist  nun 

1.  die  Seite  a  —  h ,  so  wird  der  mit  ihr  als  sphärischein 
Halbmesser  um  die  Spitze  C  beschriebene  kleinere  Kreis  D'Ed' I? 
den  Halbkreis  ABA'  nur  in  einem  einzigen  Punkte  E  berühren, 
der  sofort  allein  die  dritte  Dreiecksspitze  sein  muss.  Dies  einzig 
mögliche  Dreieck  ACE  ist  sonach  bei  E  rechtwinklig,  daher  in  ihm 

sina  =  sin  Arn  sin  6  sin«. 

2.  Wenn  a>A,  also,  weil  hier  a,  als  unter  b  und  180°— b 
liegend,  spitz  seiu  moss,  sin</>*inA  ist,  muss  der  mit  a  als 
sphärischem  Halbmesser  um  C  beschriebene  kleinere  Kreis  DdD 
den  Halbkreis  ABA'  in  zwei  Punkten  Bt  und  B*  schneiden,  von 


- 
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denen  sofort  jeder  die  dritte  Dreiecksspitze  sein  kann.  Das  er- 
haltene, folglich  mögliche  Dreieck  ist  daher  doppelgestaltig, 
J/?jC  und  JfijC, 

3.  Wenn  endlich  a  <  /#,  also,  weil  hier  a  <{K)°  ist,  sina<sinA 
ist,  so  liegt  der  mit  a  als  sphärischem  Halbmesser  um  C  beschrie- 
bene kleinere  Kreis  D"dnD"  ganz  innerhalb  des  von  dem  kleine- 
ren Kreise  IV  Ed'  D1  begrenzten  Kugelabschnittes,  und  kann  folg- 
lich den  Halbkreis  AHA'  gar  nicht  treffen.  Darum  ist  ein 
Dreieck,  welches  die  Bestimmungsstücke  « ,  b,  et  enthält,  gerade- 
hin unmöglich. 

Gleiche  Bedingnisse  und  Kohren  werden  sich  ergeben,  wenn 
a>6  nnd  >  180°— 6,  also  «>9Ö°  ist,  wie  Taf.  VI.  Fig.  5.  aus- 
weist. 

Das  Kugeldrcieck  ist  daher,  wenn  a  (der  Grosse  nach) 
ausserhalb  b  und  180°— Ä  liegt,  und  wenn  andererseits 

1.    sin  n  =  sin  h  =  sin  6  sin  et  ist,   möglich,  bestimmt  aber 
rechtwinklig,  dagegen 

±   wenn  si n  a  >  sin  /*  ist ,  zwar  m  o  g  I  i  ch  aber  doppelge- 
staltig, endlich 

3.   wenn  sina<sin/i  ist,  ganz  unmöglich. 

Anmerkung.  Von  den  viererlei  Untersuchungen  (2  —  5, 
.!.—/>.)  dürften  die  zweite  und  vierte  die  einfachsten  und 'voll- 
»findigsten  sein. 


6. 

Der  zweite  Fall,  wo  das  Kuueldreieck  durch  zwei  Win- 
kel ß,  ß  und  die  Gegenseite  a  des  ersteren  bestimmt  werden  soll, 
l&st  »ich  sehr  leicht  auf  den  ersten  Fall  zurückführen  mittels  des 
führenden,  in  der  Lehre  von  den  Supplementardreiecken  begrün- 
den Lehrsatzes  *) : 

„Besteht  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Kugeldrei* 
ecke*  eine  Beziehungspleichung  oder  -Ungleichung;  so  geht  aus 
dieser  eine  ebenfalls  richtige  solche  Vergleichung  hervor,  wenn 
iuan  statt  jedes  dort  vorkommenden  Stückes  des  Dreieckes  das 
Supplement  seines  Gegenstückes  setzt." 

Man  wird  nemlich  im  Vorhergehenden  nur  a  in  180°  — «,  b  in 
\ty>—  ß  und  a  in  180° — u  umwandeln.  Da  nun  in  den  hier  ge- 
fandeoen  Beziehungs-  oder  Bedingungsgleichungen  und  -Ungtei- 
''hunffen  blos  die  zwischen  0  und  180°  enthaltenen  Dreiecksstücke 
nnd  ihre  Supplemente,  oder  von  ihnen  ihre  Sinus  vorkommen; 
und  weil  solche  Supplementswinkel  einerlei  und  positive  Sinus 
haben,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  alle  oben  gefundenen  Schluss- 


*)  Man  Tergl.  \x.  X.  meine  Darstellung  der  sphär.  Trigonometrie  in 
n»«a«r  Ueberarbeitung  von  Vega'a  Vörie«,  üb.  d.  Mathematik.  2.  Bd. 
NU*  (1835).    2.  Antg.    181».    J  565. 
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ergeli nisse  auch  dann  noch  gelten  müssen,  wenn  mau  die 
Wörter  „Seite"  und  ;,Winkel"  unter  sich  vertauscht. 


Fassen  wir  zum  Abschluss  und  zur  Uebersicht  säjnmt- 
liehe  Ergebnisse  unserer  Forschungen  kurz  zusammen,  so  erbat- 


„Soll  ein  Kugeldreieck  durch  zwei  gleichartige  Stücke  a,  b 
und  durch  ein  (ungleichartiges)  Gegenstück  o  des  einen  (erstereo) 
bestimmt  werden,  und  will  man  erforschen,  ob  das  Dreieck  mög- 
lich und  bestimmt  sei  oder  nicht;  so  wird  man  vorerst  jenes  erste 
mit  seinem  Gegenstücke  gegebene  Stuck  a  mit  dem  anderen 
(gleichartigen)  b  und  seinem  Supplemente  180°— b,  oder  sin  a  mit 
sin b  vergleichen.    Wenn  nun 

I.  a  (der  Grösse  nach)  zwischen  b  und  180° — b  Hegt,  oder 
wenn  sin a>  sin b  ist;  so  ist  das  Dreieck  nicht  allein  möglich, 
sondern  auch  bestimmt  (eingestaltig).   Wenn  aber 

II.  a  (der  Grosse  nach)  ausserhalb  6  und  180° — 6  liegt, 
oder  wenn  sin  a  <^  sin  b  ist ;  so  muss  man  noch  das  Product 
sin  b sin a= sin h  (wo  man  die  Hilfsgrüsse  h  gar  nicht  erst  zu  be- 
stimmen braucht)  mit  sioa  vergleichen.   Ist  da 

1)  sin  a  — sin  ä,  so  ist  das  Dreieck  auch  noch  möglich  und 
bestimmt,  aber  insbesondere  ist  des  Stückes  b  Gegenstuck 
ß=90°;  ist  aber 

2)  sina>sinA,  so  ist  das  Dreieck  zwar  auch  noch  möglich, 
aber  unbestimmt  (doppelgestaltig);  ist  endlich 

3)  sina<sinA,  so  ist  das  Dreieck  geradezu  unmöglich." 


7. 
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Ueber 

die  Theilnng  von  Dreiecken,  Trapezen, 
Pyramiden  und  Kegeln  nach  gegebe- 
nen Verhältnissen  durch  Linien  oder 
Ebenen,  welche  einer  Seite  oder  einer 
Seitenfläche  parallel  sind. 

Nach  einem  Aufsätze  des  Herrn  Leon  Anne  (Pro- 
fesseur,  ancien  e*leve  de  l'Ecole  potytechnique)  in  den 
Nouvelles  Annales  de  Mathematiques  von  Terquem 
und  Gerono  (Döcembre  1847.  p.  461.)   frei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 

1.  Wenn  ein  Dreieck  durch  eine  seiner  Seite  a  parallele  ge- 
rade Linie  in  zwei  T heile  setheilt  werden  soll,  die  in  einem  ge- 
gebenen Verhaltnisse  zu  einander  stehen,  so  sei  x  die  gesuchte 
Theilungslinie ,  und  A  und  A  seien  die  über  a  und  x  als  Grund- 
linien stehenden  Dreiecke.  Sollen  sich  nun  das  Trapezium  und 
das  Dreieck,  in  welche  das  gegebene  Dreieck  A  durch  die  Thei- 
lungslinie x  getheilt  wird,  wie  m:n  zu  einander  verhalten,  so 
haben  wir  die  Proportion 

A  —  X:  X=.m:n, 

aus  welcher  sogleich 

A:X  =  m-\-n:n 

folgt  Weil  nun  aber  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 
auch 

A  :  X=  d* :  x* 

ist,  so  ergiebt  sich 

a,:Äa  =  m  +  »:w, 


.112 


x1  =  — — a*  oder  x~a\  — ~ 


'2.    Da  der  Ausdruck 


/ — ' 
n 

x  —  i 


nur  von  der  Seite  a  des  gegebenen  Dreiecks  abhängt ,  von  allen 
übrigen  Elementen  des  gegebenen  Dreiecks  unabhängig  ist,  so 
ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Alle  Aber  der  Basis  «  beschriebene  Dreiecke  werden  durch 
eine  der  Basis  a  parallele  gerade  Linie  von  der  coostanten  Länge 

tt  V  — «lern  Verhältnisse  m:n  getheilt,  so  dass  nämlich  das 
v 

durch  die  Theilnntjslinie  abgeschnittene  Trapezium  zu  dem  durch 
dieselbe  abgeschnittenen  Dreiecke  in  dem  angegebenen  Verhält- 
nisse steht. 

3.  Wenn  a  die  Grundlinie  einer  Seitenflache  einer  beliebigen 
Pyramide  ist,  man  in  dieser  Seitenfläche  eine  der 


parallele  gerade  Linie  von  der  Länge         M!j.w  zieht,  und  durch 

diese  gerade  Linie  eine  der  Grundfläche  der  Pyramide  parallele 
Ebene  legt;  so  wird  durch  diese  Ebene  die  ganze  convexe  Sei- 
tenfläche oder  der  sogenannte  Mantel  der  Pyramide  in  dem  Ver- 
hältnisse m:n  getheilt,  weil  offenbar  jedes  einzelne  aller  der  die 
Seitenfläche  oder  den  Mantel  der  Pyramide  bildenden  Dreiecke  in 
dem  angegebenen  Verhältnisse  getheilt  wird. 

4.  Wenn  a  der  Halbmesser  der  Grundfläche  eines  beliebigen 
Kegels  ist,  und  man  denselben  mit  einer  seiner  Grundfläche  pa- 
rallelen Ebene  so  schneidet,  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  ent- 

V'1  i# 
— j—  hat;    so  theilt  diese 

Ebene  den  Kegelmantel  in  dem  Verhältnisse  m:nt  weil  die  Män- 
tel ähnlicher  Kegel,  was  leicht  zu  zeigen  ist,  sich  wie  die  Qua- 
drate der  Halbmesser  ihrer  Grundflächen'  zu  einander  verhalten. 

5.  WTcnn  er  die  Grundlinie  einer  Seitenfläche  einer  beliebigen 
Pyramide  ist,  man  in  dieser  Seitenfläche  eine  der  Grundlinie  pa- 
rallele gerade  Linie  von  der  Länge  a  ^ m^_n  zieht,  und  durch 

diese  Linie  eine  der  Grundfläche  der  Pyramide  parallele  Ebene 
legt;  so  theilt  diese  Ebene  die  Pyramide,  d.  h.  deren  Volumen, 
in  dem  Verhältnisse  mi:w,  weil  die  Volumina  ähnlicher  Pyramiden 
sich  zu  einander  wie  die  Würfel  ähnlich  liegender  Kanten  ver- 
halten. 

G.  Wenn  a  der  Halbmesser  der  Grundfläche  eines  beliebigen 
Kegels  ist,  und  man  denselben  mit  einer  seiner  Grundfläche 
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parallelen  Ebene  so  schneidet,  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel 


entstehende  Kreis  den  Halbmesser  a  \  — \ —  hat ;  so  theilt  diese 

1  in  -f-  ii 

Ebene  den  Kegel ,  d.  h.  sein  Volumen ,  in  dem  Verhaltnisse  m :  n, 
weil  die  Volumina  ähnlicher  Kegel  sich  zu  einander  wie  die  Wür- 
fel der  Halbmesser  ihrer  Grundflächen  verhalten. 

7.  Seien  a  und  b  die  beiden  parallelen  Seiten  eines  Trape- 
ziums,  und  x  sei  die  diesen  Seiten  parallele  gerade  Linie,  welche 
das  Trapezium  so  in  zwei  Theile  theilt,  dass  der  der  Seite  a  ent- 
sprechende Theil  sich  zu  dem  der  Seite  b  entsprechenden  Theile  * 
wie  mm  verhalt.  Denken  wir  uns  nun,  um  x  m  bestimmen,  das 
Trapezium  auf  bekannte  Weise  zu  einem  Dreiecke  ergänzt,  und 
bezeichnen  die  über  a,  6  und  x  als  Grundlinien  stehenden  einan- 
der ähnlichen  Dreiecke  respective  durch  A,  B  uncj  A,  so  ist  all- 
gemein ' 

A  —  X:  X  —  ft^zmin, 

und  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 

Ai  X  =  a2:x*, 
X:B=x*:b*; 


also 


A  —  X:  A'=o2— x*:x*, 
X:X-B=:x*:x*-b*; 


folglich 

A  —  X:X— Äa^««!i«-A» 
Dies,  mit  dem  Obigen  verglichen ,  giebt 

also 

i 

mx*  —  m  6*= na2 — nx* , 

voraus  sogleich 


«kalten  wird. 

8.  Alle  Trapeze  mit  denselben  parallelen  Selten  a,  b  werden 
^«o  durch  eine  diesen  Seiten  parallele  gerade  Linie  von  der  con- 
Tanten  Länge 


v 


m+n      '  7/t+w 

'<>  dem  Verhältnisse  m:n  getheilt,  ho  dass  nämlich  der  der  Seite 
Theil  XI.  *t 
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u  entsprechende  Theil  zu  dem  der  Seite  b  entsprechenden  Tbeile 
in  dem  angegebenen  Verhältnisse  steht. 

8.  Wenn  d,.b  die  einander  parallelen  Seiten  einer  Seiten- 
flache  einer  abgestumpften  Pyramide  sind ,  man  in  dieser  Seiten- 
fläche eine  ihren  pa.allelen  Seiten  parallele  gerade  Linie  von  der 
Länge 


in  M       m  f  n 

-  • 

zieht,  und  durch  diese  gerade  Linie  eine  den  Grundflächen  der 
Pyramide  parallele  Ebene  lect;  so  wird  durch  diese  Ebene  de» 
.Mantel  der  Pyramide  in  dem  Verhaltnisse  m:n  getheilt,  weil  jede 
Seitenfläche  offenbar  in  diesem  Verhältnisse  getheilt  wird. 

9.  Wenn  «,  b  die  Halbmesser  der  beiden  einander  parallelen 
Grundflächen  eines  beliebigen  abgestumpften  Kegels  sind ,  und 
man  denselben  durch  eine  Meinen  Grundflächen  parallele  Ebene 
so  schneidet,  dass  der  dadurch 'in  dem  Kegel  entstehende 
den  Halbmesser 


bat ;  so  wird  durch  diese  Ebene  der  Mantel  des  abgestumpften 
Kegels  indem  Verhältnisse  ?«:«  getheilt,  weil  die  Mäntel  ähn- 
licher Kegel  sich  zu  einander  wie  die  Quadrate  der  Halbmesser 
ihrer  Grundflächen  verhalten. 

10.  Wenn  a,  b  die  einander  parallelen  Seiten  einer  Seitco- 
fläche einer  abgestumpften  Pyramide  sind ,  man  in  dieser  Seiten- 
fläche eine  ihren  parallelen  Seiten  parallele  gerade  Linie  Ton 
der  Länge 


«1+11 


ZK 


ht,  und  durch  diese  gerade  Linie  eine  den  Grundflächen  der 
Pyramide  parallele  Ebene' legt;  so  wird  durch  diese  Ebene  die 
Pyramide,  d.  h.  deren  Volumen,  indem  Verbältnisse  m  :n  getheilt, 
weil  die  Volumina  ähnlicher  Pyramiden  «ich  zu  einander  wie  die 
Würfel  ähnlich  liegender  Kanten  verhalten. 

11.  Wenn  o,  b  die-  Halbmesser  der  beiden  einander  paralle- 
len Grundflächen  eines  beliebigen  abgestumpften  Kegels  sind,  und 
man  denselben  durch  eine  seinen  Grundflächen  parallele  Ebene  so 
schneidet,  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  entstehende  Kreis  den 
Halbmesser  ^ 


v 


ro+«a  """m+w  ' 
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bat;  so  wird  durch  diese  Ebene  der  Kegel,  d.  h.  nein  Volumen, 
in  dem  Verhältnisse  m:n  getheilt,  weil  die  Volumina  ahnlicher 
Kegel  sich  zu  einander  wie  die  Würfel  der  Halbmesser  ;  ihrer 
Grund  flächen  verhalten. 


xxvm, 

Heber  die  numerische  Bestimmung  der 
Constante  des  Integrallogarithmus. 

Von  dem 

*     Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Die  Constante  des  Integrallogarithmus  (welche  im  Folgenden 
durch  C  bezeichnet  wird)  ist  bekanntlich  der  Grenze  gleich,  wel- 

I  \ 

eher  sich  der  Ausdruck  1  +  i  +  J  +  ....  -\  ip  nähert,  wenn  p  in's 

Unendliche  wächst.  Dieser  Ausdruck  convergirt  aber,  wie'  man 
bei  näherer  Betrachtung  findet,  so  langsam,  dass  derselbe  zur 
wirklichen  Berechnung  von  C  als  untauglich  erscheint.  Nichts 
desto  weniger  bietet  derselbe  einen  Anknüpfungspunkt  zur  Ent- 
wickelung  von  Formeln  dar,  mittelst  welcher  durch  einen  beque- 
men Calcul  die  Grösse  der  Constante  mit  grosser  Genauigkeit  be- 
stimmt werden  kann.  Die  Aufstellung  dieser  Formeln  ist  meine 
gegenwärtige  Aufgabe,  und  wenn  auch  eine  derselben  aus  einer 
schon  bekaunten  leicht  hergeleitet  werden  kann,  zu  der  die 
Theorie  der  Gammafunktion  fuhrt,  so  durfte  diese  Arbeit  doch 
nicht  Mos  der  andern  Formeln  und  anderweitiger  Bemerkungen 
wegen ,  als  auch  deshalb  auf  einige  Nachsicht  rechnen  dürfen,  weil 
die  hier  gegebene  Theorie  die  der  Gammafunktionen  ganz  aus- 
schliefst. " 

<  »  - 

Da  die  ganze  nachfolgende  Betrachtung  auf  der  Gleichung 

C=l  +  i  +      ••••+-  —  //* (p~&)  beruht,  so  wird  zunächst  eine 

von  der  Theorie  der  Gammafunktion  unabhängige  Ableitung  der- 
selben nicht  am  unrechten  Orte  sein  *). 

  r 

-  - 

*)  In  der  Abhandlnng  „lieber  einen  von  Gauss  gefundenen  Aus- 
druck der  Gammafunktion '<  (Archiv.  Thl.  X.  p.  250  ff.)  habe  ich  die 
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Zuerst  kann  man  die  Summe  *>=1  \  4  f  J  +  ....+  - durch  ein 

bestimmtes  Integral  ausdrücken.  Denn  aus  der  Gleichung  y— ~ 
=  1  4- *  +  +  .  ..+  .T*-1  zieht  man  durch  Integration  zwischen 
den  Grenzen  x0  und  1  unmittelbar  sv— I  j^^&r,  wofür  ich  den 
für  das  Folgende  bequemeren  Ausdruck  wähle 

a)  Sp=J,  — v — 

lutegrirt  man  ferner  die  Gleichung  — — — dy~(p~ j"^+|>2~3 — 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  kommt 

w  7»  ~~ir  a-v 1 1.2  + J  •  r.o-  •••• 

Suhtrahirt  man  jetzt  ß)  von  «),  so  erhalt  man 

o/0  —  y  ölf=*|i-?+fO."~I,1.2.3'1-"' 

folglich,  auf  beiden  Seiten  ///  addirend,  und  beachtend,  dass 

7;£:?-c=*-'+i-fi-i-T&+":". 

oder  endlich 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gleichung  j« —  ///(;»  =  gdJ  =  f.* 
bewahrheitet  sein  wird,  wenn  man  nachweisen  kann,  dass  ledes 
der  beiden  Integrale  in  y)  rechter  Hand  für  p=<x>  verschwindet. 

Was  zuerst  das  zweite  betrifft,  so  ist  es  gleich  dem  Produkt 

M  I     c-ydy=Me~P,  w  o  M  zw  ischen  dem  grüssten  und  kleinsten 
Jv  j 

der  Werthe  liegen  muss,  welche  -  von  y  =  p  bis  y  =  <x>  erlangt, 

y 


'  Da  man  nun  leicht  die  Identität  von  —  C  nnd  (nach  der  Diffe- 

rentiation Ä  =  0  gesetzt)  nachweisen  kann,  so  wird  man  zu  der  Gleichung 
C=l  +  t+\  +  .„.  +  }-?PÜ>=*)  geführt. 
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d.  i.  zwischen  den  Wertbeu  0  uud        Daraus  folgt,  dass  das  in 

^  1 
Frage  kommende  Integral  positiv  und  nicht  grösser  als  -«-/»ist, 

welcher  Ausdruck  für  p  =  oo  in  der  That  verschwindet. 
Das  andere  Integral  in  y)  wt  =i^/^ 

By  =  N,  wo  N  einer  der 

Werthe  ist,  weiche  die  Funktion 

zwischen  den  Integrationsgrenzen  erlangt.  Diese  Grösse  verschwin- 
det offenbar  für  p=ao,  wenn  die  positive  Variable  y  kleiner  als 
die  Einheit;  sie  verschwindet  ebenfalls  für  p  —  <xy  wenn  y  =  0 
oder  =1,  da  einerseits  9>(|)  =  e-j».  andererseits  q>(0)— — pe~py 
+p(l  —y)*-1  fär  y  =  0,  also  g>(0)  =  0  wird.  Es  ist  also  bewiesen, 
dass  jeder  Werth  von  tp(y)  von  y=0  bis  y=l  für  p=z&>  ver- 
schwindet, und  deshalb  muss  auch  N,  d. 
färp=  oo  verschwinden. 

Udingens  lasst  sich  auch  zeigen,  dass  dies  letzte  Integral 
fär  jeden  endlichen ^Verth  von  p  positiv  ist.  Um  dies  nachzu- 
weisen dient  die  Formel  — /(l  — y)  =  l~=y+  y+JyS-j-....,  aus 

1  y  1 

der  sich  zunächst  ergiebt       —  >y.    Daraus  folgt  j-^- >  «*, 

l-y<e-jf,  also  (I—  //)/»< e-w?  Die  Funktion  <p(.y)  ist  folglich 
lür  jeden  Werth  von  #  zwischen  0  und  I  positiv ,   weshalb  auch 

•V  oder ^   ~ — $P-By  einen  positiven  Werth  hat. 

Aus  allem  diesem  hat  sich  ergeben,   dass  die  stets  positive 

Hifferenz  1  +  J  +  i  —  C  die  Summe 

p 

tum  Maass  hat,  'und  sich  der  Null  nähert,  wenn  p  in's  Unend- 
liche wächst. 

1 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Grösse   lp 

in  einem  fort  abnimmt,  wenn  p  wächst  Denn  man  hat,  sp—iP=<Jp 

1        1        /i       1  \  /IV 

gesetzt^,  o>  -  o>+l  =  Hl  +  -)-  pTT.  =  (-  -i . 

+  l.Qa-7,  folglich  ,p-^<-^und 
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* 

Es  ist  nun  meine  Aufgabe,  den  Unterschied  der  Grösse 
s,t—lp  vom  wahren  Werthe  des  C,  wenn  p  einen  bestimmten  Werth 
erhält,  auf  eine  für  die  Rechnung  bequeme  Art  zu  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  sei  I  -f  i  +  J -f Cp;  dann  kommt 

^  .  1  1 


also  durch  Addition  zu  beiden  Selten 

» 

1  1 

oder,  für  Cp  seinen  Werth  gesetzt, 

t^*=i+i+....+i-/(P+i)+jrj1-/(i+^i-1) 

Setzt  man  nun  *=<»,  wobei  Cp+k  in  C  übergeht,  so  erhält 
die  unendliche  Reihe 

(J)     C=  1  +  i+  i  +  ....  +  +  1>  +  ttl  +      +  u,  +  ...  , 


WO 


« 

1  l' 

^=j^:3~/(l+^H:3), 


....... 

> 


Die  Reihe  Wj ,  ttj,  t*Ä,....  ist  convergent,  wie  sich  aus  de? 

Ilct  dies 
uug  des 


vorgehenden  Betrachtung  unmittelbar  ergiebt;  es  erhellet  dies 
übrigens  auch  auf  nachstehende  Weise.    Durch  Entwickeluoi 


Logarithmus  findet  man 
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folglich  ist  offenbar  uk  <  i  »  U,H*  hieraus,  so  wie  aus 

dem  Umstände,  dass  die  Reihe  (jT^Tj)  *  (/T^^)  '  (jTFä)  * 
coovergent  ist ,  ,ergieht  sich  die  Convergenz  der  Reihe  ult  «3..... 
Diese  Convergenz  geht  aber  nur  langsam  von  Statten,  und 'um 
deshalb  eine  stärker  convergiren.de  Reibe  zu  erhalten,  löse  man 
die  Glieder  ulf  m2,  u3,....  in  unendliche  convergirende  Reihen  auf 
and  suiumire  die  resultireude  Doppelreihe  dadurch,  dass  man  sie 
in  eine  andere  einfache  Reihe  umgestaltet. 

Um  aber  Uk  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln  ,  kann 
man  mehrere  Formeln  anwenden.  Zuerst  giebt  die  Anwendung 
der  Formel  1(1  -  W  -....(—  1 \.c  <  1): 

also  '  ' 


Man  sieht  hieraus,  dass  sä  mint  liehe  Vertikalreihen  convergent 
sind,  dass  ferner  auch  ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bil- 
den; aliein  keineswegs  darf  hieraus  im  Allgemeinen  geschlossen 
werden,  dass  die  Summe  der  letztern  Reihe  der  Summe  tij-f  «2+Ms+— 
gleich  sein  muss  *).    In  unserm  Falle  ist  dieser  Schluss  indessen 


*)  Die  Theorie  der  Convergenz  der  Doppelreihen  ist  nach  den  Vor- 
arbeiten Cauchv's  keineswegs  als  abgeschlossen  zu  betrachten,  indem 
Caitchy  (Conra  d'Aualtie  p.  537  ff.)  bloa  den  Fall  in  Betrnrht  gezogen, 
da«*  die  sämuitlichen  •  Huritontalreihen .  und  die  Reihe  ihrer  Summen 
eontergent  sind,  and  diese  doppelte  Eigenschaft  noch  bestehen  bleibt, 
wenn  alle  Glieder  der  Doppelreihe  auf  ihre  numerischen 
Werthe  reducirt  werden.  Findet  die  leiste  Bedingung  nieht  statt, 
•o  führt  die  weitere  Untersuchung,  mit  der  ich  jetzt  beschäftigt  bin, 
auf  anscheinend  sehr  merkwürdige  Resultate,  von  denen  ich  hier  fol- 
gendes hervorhebe.    Die  Doppelreihe  sei 

io-i)-j(t-i),  K*-i)-io-j)>  io-n-ni-o  

tfi-iv-'.o-ir.  k*— iv— k>— i>a.  sc-D'-io-iv  
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oach  einem  Theorem  von  Cauchy  (Cour«  <T Analyse  p.  541.)  zu- 
lassig; denn  erstens  bleiben  die  Horizontal  reihen  convergent,  wenn 
man  die  Glieder  der  obigen  Doppelreihe  auf  ihre  numerischen 
Werthe  reducirt,  sodann  werden  nach  dieser  Reduction  die  Sum- 
men der  Horizontal  reiben,  wie  man  leicht  findet, 

und  dies  ist  eine  convergirende  Jicihe,  da  fär  w>l  die  Glieder 
offenbar  kleiner  als  die  Glieder  der  convergirenden  Reihe 

*  —  * 

.  1  1  1__ 

/>(/>  +  !  '  (/>  +  l)(p  +  2)'  (p + 

sind,  welche  —  zur  Summe  hat. 

P  mm 

Bezeichnet  man  nun  die  Verükalsumme   (^j)  + 


■  - 


(2)    C=  I  +  i  +  i  + ....  f  ~ - l(p+ 1)  +  W>  - iiJP>  -I  W>  ~  etc. 

/ 

Für  ;;=1  geht  diese  Formel  in  die  bekannte 
(2*)         1-J2  +  i*a-i*3  + 1#4-.. .. 

über,  wo  jetzt  (})»"  +  G)m  +  (\)m  + ....  =  $m  gesetzt  worden  ist. 
Diese  letzte  Formel  leitet  man  sonst  gewöhnlich  aus  der  Gleichung 

■ 

ir{x+ 1)=—  Cr+.r— /(l+a:)  4- US  -  US  + 

ab,  indem  man  x—\  setzt,  und  beachtet,  dass  T(2)  =  l,  rT(2)=0 
ist.  Die  Grosse  sm  -f  1  =  1"»  +  (i)w  +  (i)OT  +  (0m  +  • -r  ist  bekannt- 
lich von  Euler  von  w  =  2  bis  7/1  =  15,  und  dann  von  Legcndre 
(Exercices  de  calcul  integral,  Paris  1811—16.  IV.  Partie.  Sect.  I. 

E.  65.),  der  zugleich  einige  Fehler  in  der  Eulerschen  Tafel  ver- 
esserte,  bis  m  =  35  auf  16  Decimalen  berechnet  worden.  Der 
folgenden  Betrachtungen  wegen  kann  ich  nicht  umhin,  diese  aus 
Eytelweins  Griindlebren  der  hohem  Analysis.  Berlin. 
1824.  Bd.  2.  p.  644.  entlehnte  Tafel  hierher  zu  setzen. 


Summirt  man  xuernt  diu  Horizontalreihcn  und  dann  die  Reihen  dieser 
Summen,  so  kommt  \.  Summirt  man  dagegen  zuerst  die  Vertikal  reihen 
und  dann  die  Heike  dieter  Snmmen,  so  kommt  —  *  heraus. 
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#4  =  u.044*j  40608  48-2264 
,3  =  0.20205  69031  595943 
,4  =0.08232  32337  111382 
#4  =  0.03692  77551  433700 
=  0.01734  30619  844491 
*7  =0.00834  92773  819227 
#8  =0.00407  73561  979443* 
s9  =0.00200  83928  260822 
*lo=0.00099  45751  278180 
#u  =0.00049  41886  041194 
#,a= 0.00024  60665  533080 
1,3  =0.00012  27133  475785 
i,4=0.00006  12481  350587 
#,a=0.00003  05882  363070 
sl6  =0.00001  52822  594086 
#ir  =0.00000  76371  976379 
#J8  =  0.00000  38172  932650 


#,9=O.O0Q00  19082  127r66 
*ao=0  00000  09539  620339 
#2,  =0.00000  04769  329868 
«22  =  0.00000  02384  505027 
#23=0.00000  01192  199260 
#24  =  0.00000  00596  081891 
#,w =0.00000  00298  035035 
#26  =0.00000  00149  015548 
#.ir=  0.00000  00074  507118 
.«28  =  0.00000  00037  253340 
#29  =  0.00000  00018  626597 
#3O=0.00000  00009  313274 
#3,  =0.00000  00004  650029 
#32  =0.00000  00002  328312 
#33  =  0.00000  00001  164155 
#34=0  00000  00000  582077 
#36  =0.00000  00000  291038. 


Man  begreift  leicht,  dass  jeder  dieser  Werthe  kleiner  als  die 
Hälfte  des  vorhergehenden,  und  dieser  Hälfte  um  so  mehr  gleich 
werden  niuss,  je  grosser  m  in  #m  ist.  Legt  man  die  Rechnung 
nur  auf  16  Deumalstellen  an ,  so  braucht  man  die  obige  Tafel  nicht 
weiter  als  bis  zu  m  =  35  fortzusetzen,  da  jeder  folgende  Werth 
von  c>er  Hälfte  des  vorhergehenden  in  der  16ten  Decimale  noch 
oicht  abweicht. 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  man  nun  C  nach  der  Formel 
(2*)  unmittelbar  berechnen,  auch  ist  die  Bestimmung  der  Fehler- 
grenze  leicht.   Da  nämlich 

C  <  1  —  11 !+  i#2  -  UZ  V  -  +  ^*2n 

11 

>  1  —  /2+  i#2  3*3  +  —  +  O^i*2"  "~  271+1  *2Ä^1' 

| 

und  der  Unterschied  dieser  beiden  Grenzen  —  .>n^  »  so  ist 
klar,  dass,  wenn  man  bei  dem  Gliede  J^sm  den  Calcul  abbricht, 
man  einen  (negativen)  Fehler  begeht,  der  <  g^j'aMi  wt-  B"cnt 

man  z.  B.  ab  bei  m  =  34,  so  ist  der  Fehler  4  ^35*35»  '* 

< 0.00000  00000  008315,  und  man  wird  mithin  12  richtige  Der- 
malen erhalten.  Ich  habe  die  Rechnung  ausgeführt,  und  ge- 
funden 
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1*2+4*4+  ••  +  4*,4  =  0.34657  3590$  792760 
U3  +  '  s6  + ...  +  A*35  =  0.07621  07448  174049 
Unterschied  =0.27036  28454  618711. 

i 

.    C=   0.27036  28454  618711 

+  0.30085  28194  400547  (=  1  — 12) 

=   0.57721  56049  019258. 

Die  vier  letzten  Decimalen  irrtbtfmlich.  Die  Werthe  der  na- 
türlichen Logarithmen  sind  aus  dem  H ecueil  de  Table»  loga- 
ri.thmiques  etc.  par  Schultzc.  ä  Berlin.  1778.  genommen, 
woselbst  sie  auf  48  Decimalen  berechnet  sind. 

Mit  viel  wenigem  Gliedern  der  Reihe  (2)  reicht  man  aus ,  wenn 
man  für  p  einen  grössern  Werth  nimmt ,  z.  B.  5.  Dann  jnuss  man 
sich  freilich  erst  die  Mühe  geben,  die  Werthe  von  (i)n,+(!)m  +  C)m+... 
zu  berechnen,  was  auf  die  Berechnung  von  {*)m+{\)m  +(i)'w+(i)',• 
zurückkommt.  Diese  Mühe  ist  aber  nicht  hoch  anzuschlagen ; ' 
denn  man  verwandelt  die  Brüche  4»  J>  \,  l  leicht  in  Dezimalbrüche, 
findet  daraus  durch  Division  mit  resp.  2,  3,  4,  5  die  Quadrate 
(i)2,  0)2,  (i)2,  G)2,  daraus  auf  ähnliche  Art  die  Cuben  (i)3,  (»)» 
i\r>  (03»  s«  Auf  diese  Art  habe  ich  folgende  Tafel  con- 
struirt  s 


5<o  =  0.18132  29557  371153 
5<o  =0.01639  48661  225573 
«J»)  =0.00197  13040  987925 
*< 0  =  0.00026  59663  059214 
5(0 =0.00003  81792  469662 
«(0=0.00000  56948  548451 
j<0  =  0.00000  08716  180059 
*(,»>  =0.00000  01358  653913 


*ü  =0.00000  00214  656932 
*(»)  =0.00000  00034  262708 
*(  ;>=  0.00000  00005  512400 
5(0  =0.00000  00000  892429 
=0.00000  00000  145203 
C)  =0.00000  00000  023720 
5(0  =  0.00000  00000  003887 
&-(o  =0.00000  00000  000638 
«h  =0.00000  00000  000105. 


Die  letzte  Decimalc  ist  übrigens  unsicher- 
Für  /*=5  wird  nun  die  Formel  (2) 

C=0.49157  38641  052783  +  i*(0-_  •,(»)  +  J,(  )  _  .... 


Geht  man  bis«ur  16ten  Potenz  incl.,  so  wird  der  Fehler  J^ri  *(0 , 
d.  i.  < 0.00000  00000  000037,  und  man  erhält  also  14  richtige 
Decimalen.    Die  Kechnung*»gicbt 


W>  +  Wl)  +  ....+  i1..  i!?  =  0.001 16  07783  969767 
US'H-  i*tH  ....+,,Ä*W =0.00.151  89776  007188 

Diff.  =0.08564  18007  962579. 
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/  C=   0.08564  18007  962679 
+  0.49157  38641  052783 


=  0.57721 


19  015362. 


Nach  Ii  au  «8  (Disquisitiones  generale»  circa  Seriem  inliui  tarn  etc.) 
ist  C=0.57721  56649  01532  861,  und  der  Fehler  also 

<  0  00000  00000  000033, 

d.  i.  kleiner  als  die  oben  angegebene  Grenze. 

Eine  noch  stärker  convergirende  Reihe  erhalt  man,  »venu  inau 
die  Grösse  ttk  nach  der  Formel 

entwickelt.   Man  erhalt  auf  solche  Weise : 

^  =  (|»+3)(2/#+7)""5(vF7)  ~l(wpd 

p 



Sannntliche  Horizontalreihen  sind  convergent,  uud  bleiben  con- 
vergent,  wenn  man  die  Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe  re- 
ducirt.  Nach  Vornehniung  dieser  Reduction  wird  eine  Horizontal- 
reihe allgemein  gleich 

(^+2«  + 1) + !  6/>  ^Gp+L+l)  + 

1  2 

nnd  die  Summe  dieser  Reihe  ist  =/(l  -f  —  ^  .j.  2w  + 1 

1  f/1       1   x    „   2/>  +  2n— 1  , 

(p+w)(2»+2»+l)      v  .  ■  p  +  n      (»+») (2//+2w+l)' 
summen  der  Horizontalreihen ,  nachdem  alle  Glieder  auf  die  ~ 
fischen  Werthe  reducirt  worden,  diese  sind: 


nume- 


111  "♦"p  +  l'    0»+l)C2p+3)'       "•>  +  *'    (p+2)(2p  +  5)' 


,(,+p+B)    (p+3)(2P  +  7) 


Die  letztere  Reihe  ist  ferner  convergent.   Denn  es  ist 
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i  2p+'2n-\  1  2p+2n— 1 

/(l  f  p+n}    (p-fit)&p+*n+l)-~p  +  *  r>f)t)2j»+2i»+l) 

=  </>+«)  (2^+2«  -f 1)  "  ;  •  G+7*)  +*  fcni)  "W,V 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

I  2j>+2tt—t      ,  2 

+  />  +  «}  ~~         (2jj+2»+1)  (/>+w)(2p+*'+l) 

Die  Glieder  der  in  Rede  stehenden  Reihe  sind  also  kleiner  als 
die  der  convergenten  Reihe 


.... 


(>-fl)(2p+3)'    </#-K2)<2p+5)'  (7>+3)(2/>+7)' 

weshalb  die  Reihe  selbst  ebenfalls  convergirt 

Nach  der  obigen  Doppelreihe  ist  also,  wenn  n\ao  in  vertikaler 
Richtung  summirt: 

i 

wo  die  Summe      sich  von  w  =  l  bis  m=oo  erstreckt.  Die  Summe 

5?   ~-  lasst  sich  auf  eine  endliche  Reihe  zurfiYk- 

t  (p+tt)(^+2nf  1)  , 
bringen;   denn  sie  ist 

* 

^h^h^h^-^^^x^w^\  1,1  inr* 


und  der  Minuendus  dieser  Differenz  (ö)  ist  bekanntlich  =2(l-ß): 
folglich  hat  man  ^ 

i  i     i     i  i__ 

„f  i  (y -H) (2p =2( Wg"0  "  2^-3.7—  " 
also 

C=Hi+....+  i-^(P+l)+2(l-W)-5^(^^iH^l), 

«./    i    v       11  i 
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Da  endlich  allgemein  ^  —  ^1+1 =  ^/^f  \ '  80  konimt,  wenn  n,an 
/>  —  I  statt  p  und  zur  Abkürzung 


feil)  +  (tyTs)  +"•—"» 

«ctit: 


0)  c=2(l-fl)1.2(i^-s+}+....+2^)-/p-!<»,;,-^<',,-?«,',-.. 

Nach  der  vorhergehenden  Betrachtung  ist  2  der  kleinste 
Werth,  welchen  man  hier  für  p  setzen  darf.  Jedoch  gilt  die 
Formel   auch  noch  für  p  =  1 ,  wenn  man  dann  nur  das  Glied 

*2(j  +  5+.... +  ö — i)  a'8  verschwindend  ansieht,  wie  auf  folgende 
Art  erhellt.  ' 

Für  p=2  kommt  C=2(l  —  ß)  +  |  — ß- 3o£82) - |<F(62)-...oder, 
da  <£)  =  «]-,)-(!)-  ist,  C=2(l-/2)+!-/2-5^,)^!o(A,)-.... 
+!.(i)3  +  !.ü)6 +       Da  nun  J. ß)s+ !.(})•+....=«— J,  so  kommt 


(3*)    C=2(l-/2)-*03-K -?<*,- 


...» , 


wo  jetzt  <fm  =  (\)m  +  (l)m  +  (})m+ gesetzt  worden. 
Bekanntlich  ist 

<Tm—ini  am  * 

wo,  wie  vorher,  5m  =  (*)"•+ O)"^  (i)m  +  — • »  und  nach  der  ersten 
der  vorhergehenden  Tafeln  erhalt  mau  demnach  leicht  die  folgende 
Tafel : 


=0.05179  97902  646450 

<fö  =0.00452  37627  951397 

07=0.00047  15486  523764 

a9  ^  0.00005  13451  838438 


a, 3  =  0.00000  06280  554218 
(y15= 0.00000  00697  247031 
*17=0.00000  00077  448394 
cr19=0.00000  00008  604441 


an  =0.00000  mm  510900  |  ^  =0.00000  00000  950012. 

Die  Fehlergrenze  bei  der  Rechnung  nach  (3*)  lässt  sich  auf 

2 

folgende  Art  bestimmen.   Bleibt  man  be'r  dem  Gliede  ^r  |°V-i 

stehen,  so  kommt  es  darauf  an,  eine  Grenze  för  die  Summe  aller 
folgenden  Glieder  aufzufinden.  Nun  ist  offenbar  jeder  Werth  in 
der  vorhergebenden  Tafel  kleiner  als  der  9te  Theil  des  vorher- 
gehenden, folglich 
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2  2 
^'2r  +  l <Far"1  '**  0(ler  <2r~fl  *ö*r~i 

Für  r=ll  ist  also  der  Fehler 

<  „*, .  i  <y21  oder  <  0.00000  00000  010391 , 

und  man  erhalt  somit  11  richtige  Decimalen,  wenn  man  bis 
zur  21sten  Potenz  geht.    Die  Rechnung  giebt 

C=  0.57721  56040  025021, 

wo  11  Decimalen  genau  sind. 

Setzt  man  in  der  Formel  (3)  ;*=5,  so  genügt  es  schon,  bis 
zur  Ilten  Potenz  zu  gehen,  um  14  richtige  Decimalen  zu  er 
halten.  Dabei  ist  folgende  leicht  zu  berechnende  Tafef  anzuwenden: 

0^  =  0  00247  55592  200814 
</*}  =  0.00001  21023  516165 
<y(7ö) =0.00000  00779  407118 
</*T=0.000ü0  00005  583115 
r= :  0.00000  00000  042208. 

-■ 

m 

Der  Werth  von  Y?,  welchen  man,  bis  c     gehend,  erhält,  ist 

C=0.5772l  56049  015380, 

und  es  sind  in  der  That  14  Decimalen  richtig. 

Noch  einen  Ausdruck  fiir  C  erhält  man,  wenn  man  dem  Obi 

1 

gen  gemäss  C=  1  +  ]-f  \  -f ....      — +    +r2  +  t?3  +  ....  setzt,  wn 

r*=^T2-/(1  +  ^rri) 

ist.    Nach  der  bekannten  Formel 
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/(Hj;)=r£-  +  i(T^-)J+.(r£-)'  +  .:.. 

erhält  man  dann 

■ 

-"-*feri),+ifcri)>4JOnT),+- 

-^=40rV»)T+10^),+i(?i?),+-- 


folglich,  in  vertikaler  Richtung  summ'rend,  wie  es  hier  erlaubt  ist, 
- (*i  +       ^3  + .«.)  =  4*9°  -f-V/0  +  W  +     .  ™d 

(4)    C=  1  +  4  +  J  + ....  +  *  ~  //>  -  U[v)  -  1j'*>-  i<D  - .... 

P 

Addirt  man  hiczu  die  Gleichung  (2) 

C=  1  +  i  +  J  + ... .  +  ~     + 1)  +  i^>— S  j?>  +  W>  -  ... ; 

so  kommt 

(5)   C=sl-H-fl+...+^  —  i(p-4/(^4-l)~i^-i^— ... 

P 

Die  vorhergehenden  Methoden  reichen,  wie  man  sieht,  voll- 
ständig aus,  um  C  auf  14  Decimalen  zu  berechnen.  Wollte  man 
mehr  Stellen  haben,  so  miisste  man  die  Potenzsummen  auf  mehr 
als  10  Dezimalstellen  berechnen.  Inzwischen  ist  aber  bekannt 
genug,  dass  es  noch  viele  andere  stark  convergirende  Reihen  für 
C  giebt,  deren  Anwendung  zu  einer  äusserst  grossen  Genauigkeit 
föhrt.    Dahin  gehört  z.  B.  die  halbconvergente  Reihe 


wo  h,  b,  Bt....  die  aufeinander  folgenden  Bernoullischen  Zah- 
len sind.  Masch eroni-findet  C  mittelst  dieser  Reihe  auf  32  De- 
cimalen, indem  er  p  —  \00  setzt. 

Uebrigens  giebt  es  auch  noch  andere  stark  convergirende 
Reiben  för  C,  in  denen  gleichfalls  die  Potenzsummen  vorkommen. 
Aus  der  Gleichung  z.  B. 

ir(x  + 1)  =  —  Cx  +  x — /( 1  +  x)  +  \x*H  -  J*3*s  +  .... 
erliSlt  man  für  x  —  \ : 
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4 

-  1  •  (i)**3 
+  i.(i)»*4 


Dabei  mag  schliesslich  bemerkt  werden,  dass  man  diese  Reibe 
in  folgende,  um  so  stärker  convergirende,  je  grosser^  ist,  ver- 
wandeln kann: 

C=l  +  l  +  l  +  ....  +  £+/±-*'?lW 

+  i.(i)>,(p) 


lieber  einen  Satz  von  den  Krümmungs- 
halbmessern der  krummen  Ober- 
flächen. 

,  Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Rurgerschale  xu 
,  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


In  den  ('omptes  reodus  der  Pariser  Akademie  vom  27.  Sep- 
tember v.  J.  stellt  Babinet  einen  Satz  auf,  der  ün  Allgemeinen 
auf  das  Folgende  hinauskommt:  \ 

„Durch  die  Normale  in  einem  Punkte  einer  krummen  Ober- 
fläche lege  "man  m  Ebenen,  die  mit  einander  lauter  gleiche  Winkel 
bilden,  heisse  Oi ,  Qi,...om  die  Krümmungshalbmesser  der  Schnitt- 
kurven in  dem  betreffenden  Punkte,  endlich  R  und  r  die  beiden 
Hauptkrfimmungshalbmesser  der  Oberfläche  in  demselben  Punkte,' 
so  ist 


(i) 
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Den  Beweis  dieses  Satzes,  den  nach  den  Comptes  rendus 
Duhamel  gefunden  haben  soll,  theilen  die  Comptes  rendus  nicht 
mit;  er  kann  jedoch  leicht  in  folgender  Weise  geführt  werden. 

Man  nehme  die  Tangentialebene  in  dem  betreffenden  Punkte 
zur  Ebene  der  xy,  die  Ebenen  der  beiden  Hauptschnitte  zu  Ehe« 
neu  der  xz,  yz;  sei  a  der  Winkel,  den  die  Ebene  eines  beliebi- 
gen, durch  die  Normale  (Axe  der  z)  gehenden  Schnittes  mit  der 
Ebene  der  xz  macht,  p  der  Krflmmiingshalhmesser  der  Schnitt- 
kurre  io  dem  gegebenen  Punkte,  ?/  =  0  die  Gleichung  der  gegebe- 

Oberfläche,  ^  ,  -j- ,  ^ ,  &,2  ,  ^,  die  Werthe  von  &% 
hi  du    dhi  B2u 

of'  cF  '  dx*'  cit/*  ^T  **=z®'  2~0,  d.  h,  für  den  fraglichen 

nmkt,  so  ist  bekanntlich: 

wo  R=^(d£j  +  +  (^y.  Zugleich  ist  zu  bemerken, 

dass,  wenn  ß  die  Ordinate  (nach  der  Axe  der  2)  des  Krtimmungs- 
niittelpunktes  'ist,   q  positiv  oder  negativ   zu  nehmen  ist,  je 

A 

nachdem  o_Uq  negativ  oder  positiv  ist.  Diese  Bestimmung  hinsieht- 


02 


lieh  des  Vorzeichens  soll  für  alles  Künftige  gelten.  (Siehe  Cauchy , 
Anwendung  der  I nfinitesiualrechnung,  19te  Vorl.) 

Seien  nun  alf  a2,....a„t  die  a  entsprechenden  Winkel  für  die 
Ebenen,  zu'  denen  die  Krümmungshalbmesser  ot ,  (>2,«...0m  gehören, 
ood  man  beachte  das  Vorzeichen  dieser  Halbmesser  nach  dem  so 
*ben  Angeführten,  so  ist  nach  (*2): 

\Qi    92  Q*»/ 

c^ti  F 
=        [cos  aa,  +  cos Q«2  -f  cos      4  . .. .  +  cos  aam ]  \  ^ 

+  ^£[sina«,  +  sin^-l-sin2«,  +  ....  +  sin  *«,„]. 


Nun  ist  aber 


360° 


—       •   .  .  .  • 

in 


....am  =  «!  +  (m— 1) 


Setzt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man: 

Hand  XI.  « 
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COS*«*!  +  COS'^Ojj  -|-  COg*^  -f  -f-  C08  *am 

_l+cos2cfi     1  ^-  cos  2«a  1  +  cos2ttw 

~        2        r        2  *"*  2 

=  !>'  +  £  f  cos  2at  +  cos  2tra  +     +  cos  2a  m  ] 

=^+5[cos2«1+cos(2a1+2.~-°)  +  co.(2b1  +  4.?J!)  +  .... 

360° 

....cos(2«1+2.(m-l)— )]  .  « 

,  cos(2«1  +  (m--l)---).3in360o  ,„ 

2  •  ~"  2" wenn  m>  ' 

sin   


=  -+- 


sin 

7/1 


sin1*«!  +  sin2«r2  +  sin5ff3  + ....  +  sin  2a* 
=  ™  —  ^  [cos  2«i  +  cos2«2  +  +  cos  2am] =^ ,  wenn  w>2- 

Für  den  Fall  also,  dass  m  mindestens  =3,  ist 

i  r1  i  1  i  o.  1l-  1  ri*h.**ri 
»« LS + S + + SJ  -  2H  L  ai*  +  "äy*  _T 


Der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  ist,  in  Bezug  aufm,  eine 
unveränderliche  Grösse.  Daraus  folgt,  dass,  in  Bezug  auf  den- 
selben Punkt  der  krummen  Oberfläcfie,  die  Grosse 


1 

m 


dieselbe  ist,  was  auch  w(>2)  sei,  wenn  man  die  Vorzeichen  der 
Krümmungshalbmesser  gehörig  beachtet.  Da  diese  Grosse  von 
dem  Winkel  at  unabhängig  ist,  so  kann  man  auch  dazu  noch  sagen: 

Legt  man  durch  eine  Normale  einer  krummen  Oberfläche  eine 
beliebige  Anzahl  (z.  B.  7/1)  Ebenen,  die  in  gleichen  Winkelabstan- 
den von  einander  stehen,  und  lässt  das  ganze  System  sich  um 
die  Normale  drehen,  so  wird  die  Grösse  (5)  in  irgend  einer  Lage 
der  entsprechenden  Grösse  in  einer  andern  Lage  gleich  sein. 
Diese  Gleichheit  wird  sogar  gelten,  wenn  die  Anzahl  der  Ebenen 
für  beide  Lagen  verschieden  ist,  wenn  nur  die  Ebenen  desselben 
Systemes  gleichweit  von  einander  abstehen. 

Man  setze  m  =  4  und  bringe  das  System  in  die  Lage  der 
Hauptschnitte,  heisse  H  und  r  die  beiden  Hauptkrümmungshalf)- 
messer,  deren  Vorzeichen  nach  dem  Obigen  bestimmt  ist,  so  ist 
die  Grösse  (5)  für  diesen  Fall 
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und  man  erhält  also  den  zu  beweisenden  Satz  (1),  der  nun  durch 
die  Hinweisung  auf  die  Bestimmung  der  Vorzeichen  genauer  aus- 
gedrückt ist. 


Ausdruck  von  cosnaac  durch  unend- 
liche Reihen, 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  ond  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule 

su  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Es  ist  bekanntlich 


cos  aar  — 


2 

'i"1  cos  max  —  {e™*  -f-  e~aix)m 

■f 

=2tcos  amx + 7«  cos(w~2)aa?4-m  ^  ^  ^  cos  (m — 4)  -f.... 


,7?< 


m(m—  l)....(?r+l)v 
....  +  4  — -  ' 

wenn  m  gerade,  und 
=2  {cos  mar-fmcos(m— 2)n.r+^Öp^~ cos  (pi —4)  ax  + .... 

...  "| —  ■   v     —  cos  m 

1  o  m~1 

*  •  ** ... .  ^ 

*enn  m  ungerade  ist.   D.  h. 

22* 
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2r  2r(2r— 1) 

2*- 1  cos  ^«.r = coz<frax+  j-cos  (2r— 2)<i*  +  — p-^— -cos(2r- 4)<Lr+. 

.  ,2r(2i— l)....(r  +  l) 
+  i  1.2....r 

2r+l  ' 

2*  cos  *nia*= cos  (2r+l)or  +  — j-  cos  (^r —  1)«*  +  — 

(2r  +  I)2r....(r  +  2) 

....  J-  j  iy  COSO.T. 


Nun  ist 


also 


9n  , 
^- cos  (/*r)  = j>»cos (px  +     ) , 


*öa  Tin; 
"2r~1&  008  *r<ur  =  C-ra)n  cos  C2™* + "2") 

+  j  ((2r- 2)  a)*cos  ((2r-2)a*  +  )+.-• 


•••• 


und  für  x=0 : 


22r-,^1cos2ra;r 


=a»cos-2  [(2r)»  +  -j  (2r— 2)»  +  ...+  — [7£^rjf~  *T 

Diese  Grösse  ist  also  Null  fiir  ein  ungerades  n.  Für  ein  gera- 
des n  ist  sie 

/ftx    i,»,      2r,     lv   r         2r(2r— l)....(r+2), 
=(2a)»(-l)2  [r»+  T  (r-I)»  + ....  +     i,2J(r-l)  * 

Setzt  man  also 

r»  +  2r(r-l)»  +     1/2      (r-2)»+ ....  +  i.2....(r-l) 
so  ist  oach  dem  Taylorscheo  Satze: 

(2) 

2*-»cos*-aar=2^-  1-(2a)^a  ^ + (2fl)4^4X^-(2«)6^r|^+.. 

üPjP  x^ 
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Diese*  letztere  Reihe  ist  jedoch  nur  §iltig,  wenn  sie  konvergent 
ist  Nun  ist  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder ; 

<2q)»**Jga,+»      1.2....2w      „  (2o3?)»  ffy,+a 

(2a)*  A^.     1.2....(2n+2)*  —  (2ji+1)(2»+2)'  K.in 


Wie  man  leicht  sieht,  ist  für  n=oo 


demnach  der  obige  Quotient  Null  für  n  =  oo,  also  die  Formel  (2) 
ganz  uneingeschränkt  giltig. 

Für  r=l  ist  z.  B. 

also 

2 cos aax— 2—  ^jy"  +  i  2.3.4 ~~ " ' *        cos  ' 

wie  bekannt. 
Für  r=2  ist 

£.=2»  +  4=40»-«  +  1), 

also: 

.            (2a*)*  4.2,  (2nar)«  4(2*  +  l) 
cos««*=l  0--8-  +  r2Zi— 8  ' 

_      Qaxf  2HJ     (2o£)*  2H-1     (2ojr)«  2«+l 

1.2  '    2    +1....4  *    2        1....6      2    +  — 

U.  8.  f. 

Ganz  eben  so  findet  sich  für  x=0: 


^2JÖ'COS^+,«^=0 


für  ein  ungerades  n, 


=  o»  <- 1)'  { (2r  + 1)«  +  ?^2r-l)H^xi  -  ( *  -  3)« . .  i 

(2r  +  l)....(r-t-2)  > 
•+       172^      1  ) 

für  ein  gerades  n. 
Setzt  man  also 

(2r+ l).+^+J(.2r_1).+.... +(^+i)^l0=/tf.. 


so  ist 
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C  S  To*-*         12    +  1.2  .4        1...6    +  " 

ri_  (f^!  .  1**1 


(3) 


für  alle  möglichen  Werthe  von  a  und  x. 
Für  r=l: 

üf„=3(3—  i  +  l), 

also 

I_        l.i  l.i.o.4  I....O  „I 


ITebun^saufeaben  für  Schüler. 


Probleme  a  resoudre. 

Par  Monsieur  G.  J.  Verdam,  Professeur  de  Mathämatiqne* 
ä  la  Faculte*  des  Sciences  de  l'Uaivetsite  t  Leide,  o 


Deux  cordes  elastiques  AC,  ßC  (Taf.  VI.  Fig.  6.),  de  longueur 
et  de  grosseur,  et  par  consequent,  pour  une  meme  tension,  d'une 
extensibilite  inegale,  sont  attachees,  avec  leurs  extrlmites  A  et  B, 
ä  deux  poiots  fixen,  dont  les  courdonne'es,  dans  le  plan  des  cor- 
des, sont  dopne'es.  Lea  autres  extremites  C,  V  sont  liees  en- 
semble,  et  au  noeud  est  attachee  une  troisieme  corde,  elastique 
ou  non  elastique,  mais  verticalement  tendue  par  une  Force  donnee 
P.  Si  les  longueurs  primitives  des  deux  premieres  cordes,  non 
tendues,  soot  donnies,  ces  lougueurs  changeront  par  la  tensioo  de 
la  force  P.  Si  de  plus  on  donne  les  quantites  d'extension,  quo 
subissent  les  unites  de  longueur  de  chaqtie  corde,  tendue  par  un 
meine  poids  Q,  ou  demanae  les  coönlonnees  du  point,  ou  s'arrä- 
tera  le  noeud  par  l'action  de  la  force  P9  de  meme  que  les  tensions, 
que  produira  cette  force  dans  les  directions  des  deux  cordes. 
Enfin  on  pose  la  condition,  que  la  Solution  se  fasse  par  moven  ou 
corame  application  des  prineipes,  ctablis  par  Lagruvyc  dans  sa 
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Mecanique  analytique,  Tome  I.,  Partie  I.,  Section  V., 
Chapitre  II.,  §.  I.,  art.  17.  et  18.   Edition  de  1811. 


Von  Herrn  Fischer,   Lehrer  der  Mathematik  au  der  Gcwcrhuchule 

zu  Bayreuth. 


1)  Drei  (in  allgemeiner  Lage  sedachte)  Gerade  I,  II,  III  sind 
gegeben,  man  soll  eine  vierte  finden,  welche  I  und  II  schneidet 
und  zu  III  parallel  ist. 

2)  Drei  (in  allgemeiner  Lage  gedachte)  Gerade  und  ein  Ponkt 
ausser  ihnen  sind  gegeben ;  man  soll  durch  den  Punkt  eine  Ebene 
legen,  zu  welcher  die  drei  Geraden  einerlei  Neigung  haben. 

3)  Eine  Kusel  zu  construiren ,  deren  Oberfläche  durch  drei 
Punkte  geht  und  eine  Gerade  berührt. 

4)  Eine  Kugel  zu  construiren,  deren  Oberfläche  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht  und  zwei  sich  schneidende  Gerade  berührt. 

5)  Eine  Kugel  zu  construiren ,  deren  Oberfläche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  drei  Gerade  I,  II,  III  berührt,  die 

entweder  (nicht  in  einer  Ebene  liegend)  parallel  sind,  oder 
wovon  wenigstens  (I>H)  und  (11,111)  einander  schneiden. 

6)  Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  vier  Gerade  berührt, 
von  denen  wenigstens  (I,  II),  dann  (II,  III),  endlich  (III,  IV)  ein- 
ander schneiden. 

Wie  vieldeutig  ist  die  eine  oder  andere  dieser  Aufgaben  ? 
Wann  wird  ihre  Lösung  unbestimmt  oder  unmöglich? 


Von  dem  Herrn  Doctor  Di  enger  su  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Setzt  man 


so  ergiebt  sich: 

d».E(k),f   ^-i.E(k)  a*-'.*w 


Zugleich  ist 
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*d  -  *•>       + [n  (i  -  am + £=^r 

-  («— l)(*i-4)*  — g^_, — (n— l)(it-i)»   — ü 


II. 

In  einer  Ebene  hat  man  zwei  reehtwinkliche  Koordinaten- 
Systeme,  von  denen  das  eine  bekannt  ist.  Man  kennt  die  Glei- 
chung einer  und  derselben  Geraden  in  dieser  Ebeue,  sowohl  in 
Bezug  auf  das  eine,  als  auch  auf  das  andere  der  beiden  Systeme, 
und  verlangt  nun  zu  wissen,  ob  das  unbekannte  Coordinaten- 
(axen) -system  durch  die  bekannten  Gleichungen  dieser  Geraden 
zu  bestimmen  sei. 


III. 

Auf  einer  gegebenen  ebenen  Kurve  bewegt  sich  der  Mittel- 
punkt eines  Kreises  von  bekanntem  Halbmesser,  dessen  Ebene 
mit  der  Ebene  der  Kurve  zusammenfällt.  Dieser  Kreis  dreht  sich 
zugleich  um  seinen  Mittelpunkt  und  es  sind  die  beiderseitigen  Ge- 
schwindigkeiten der  Bewegung  gegeben.  Man  verlangt  nun  die 
Kurve  zu  kennen,  welche  cm  Punkt  des  Umfangs  cles  beweg- 
lichen Kreises,  dessen  anfangliche  Lage  man  kennt,  während  die- 
ser doppelten  Bewegung  beschreibt. 

Bewegt  sich  z.  ß.  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Halb- 
messer r  auf  einem  Kreise  vom  nämlichen  Halbmesser  und  man 
legt  den  Anfangspunkt  der  (rechtwinklichen)  Koordinaten  in  den 
Mittelpunkt  des  festen  Kreises,  so  beschreibt  der  Punkt  des  be- 
weglichen Kreises,  dessen  anfängliche  Koordinaten  a?  =  0,  y=0 
sind,  eine  Kurve,  welche  durch  die  Gleichungen 

■ 

x  —  2rco&i(b  +  c)t.s'm  1(0  —  c)t, 
y=— 2rsinJ(Hc)*.sini(6-c)f 

gegeben  ist,  worin  t  von  0  bis  ins  Unendliche  wächst.  Zugleich 
setzt  man  voraus ,  dass  die  Richtung  der  Drehung  anfänglich  nach 
der  Seite  der  negativen  x  ging,  und  es  bedeuten:  b  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  beweglichen  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  den 
festen,  wenn  ihre  Richtung  ursprunglich  nach  der  Seite  der  posi- 
tiven x  ging;  c  die  Winkelgeschwindigkeit  des  betrachteten  Punk- 
tes in  Bezug  auf  den  beweglichen  Mittelpunkt. 
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IV. 


Man  bat 


II  113  1135 

+  2  •  ;j#2 cos2qp  +  ^  •  t^or'cosSgj-f  ^  •  ^j-ßX*cosi(p+...  in  inf. 

=2  —  2  Vrl-2jrcos<p  +  x2.cos|, 

X8ingj  +  ^•^ar2sin2qp-|-^.ky1^ x3sin3(p4-|  .^jj:z4sin4<p+...  in  inf. 

=  3 VW-Ärco» 9  -f  a:2  •  i 

worin  ^  bestimmt  wird  durch 

1 — ;rcosa>  .  j-sin© 

cos   — r~ — = — ,  sin  ?L>"  — :  — 

.  V^l-lrcosgj  +  .r2         V     */l— Üarcosy  +  a:2 

and  zwischen  0  und  In  liegt.    ;r>0  und  <1;  auch  darf 
»ein,  wenn  weder  sin2g>,  noch  cos2qp  gleich  1  ist. 


V. 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  hat  man : 

scos^-f-  j-^a;2cos2<p-f      *  J#3cos3<p  +  jj^  •  kj^j^cos4(p-f ...in inf. 

4    4  \ 

=  3x  cos  <jo  —  £  -f  ^  (1  —  2a:  cos  9?  +  :r2)2 .  cos  ty, 

J"sin9  +j^a:2siii29)+^^  •  ^  :ra  sin  3(p  +  j^j  ^^4cos4g?+....  in  inf. 

4  a 
=  Irsing;  —  3(1—  2jr  cosqp  -f  ar2)"sin ty. 


■ 
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xxm 

iscellen. 


Bemerkung  zu  der  Abhandlung  Nr.  I.  in  Tbl  X.  S.  Ä.  Z.  7.  v.  o. 

Vom  Heransgeber. 


Bei  der  Angabe  des  Coeflicienten  der  terrestrischen  Strahlen- 
brechung nach  "  verschiedenen  Beobachtern  in  der  iSote  a.  a.  O. 
S.  2.  habe  ich  den  Begriff  dieses  Coeflicienten  in  dem  Sinne  von 
Gauss  genommen,  worüber  man  Archiv.  Tbl.  1.  S.  76.  vergleichen 
kann.  Um  jedoch  jedem  Mißverständnisse  vorzubeugen ,  bemerke 
ich,  dass  in  den  Lehrbüchern  der  Geodäsie  gewöhnlich  die  Half- 
ten  der  a.  a.  ö.  angegebenen  Grössen  der  Coefticient  der  terrestri- 
schen Refraction  genannt  werden,  indem  man  nämlich  den  Win- 
kel am  Mittelpunkte  der  Erde  nur  mit  diesen  Hallten  niultipliciren 
muss,  um  die  terrestrische  Refraction  zu  erhatten,  was  Alles  aus 
einer  blossen  Ansicht  von  Tbl.  I.  S.  76.  sogleich  verständlich 
werden  wird. 


Weil  sich*  erwarten  Hess,  dass  über  die  in  Thl.  IX.  S.  90.  des 
Archivs  bei  Gelegenheit  der  Lehre  von  dem  Obelisken  von  mir  zu 
einer  analytischen  Behandlung  benutzte  stereometrische  Aufgabe 
mir  eine  grössere  Anzahl  von  Mittheilungen  zugehen  würde,  auch 
der  im  Archiv  dargebotene  Raum  meistens  sehr  beschränkt  war, 
so  habe  ich  über  diese  Aufgabe,  mit  Ausnahme  des  in  Thl.  X. 
Nr.  V.  abgedruckten  Aufsatzes  des  Herrn  Oberlehrers  Scyde- 
witz  in  Heiligenstadt,  bis  jetzt  geschwiegen,  darf  nun  aber  nicht 
länger  anstehen,  die  mir  gemachten  Mittheilungen,  unter  Angabe 
des  Datums  der  Einsendung,  nach  und  nach  abdrucken  zu  lassen. 
Alle  diese  Mittheilungen  abdrucken  zu  lassen,  möchte  jedoch 
nicht  rathsam  sein,  da  natürlich  dabei  viele  Wiederholungen  vor- 
kommen müssten,  was  ich,  wenigstens  zum  Theil,  die  geehrten 
Leser  des  Archivs  schon  bei  den  folgenden  Mittheilungen  gütigst 
zu  entschuldigen  bitte.  Wenn  ich  mehr  mittheile,  als  ich  selbst 
eigentlich  für  nöthig  halte,  so  geschieht  dies  nur,  um  gegen  die 
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geehrten  Herren  Einsender  so  wenig  als  möglich  eine  Ungerech- 
tigkeit zu  begehen,  was  bei  der  Herausgabe  eines  Journals  leider 
zuweilen  nicht  ganz  zu  vermeiden  ist,  weshalb  ich  daher,  wenn 
es  geschehen  sein  sollte,  nur  um  Verzeihung  und  Nachsicht  bit- 
ten kann.  G. 


Schreiben  des  Herrn  Fabriken  -Kommissionsraths  A.  Brix 

zn  Berlin  an  den  Herausgeber. 

In  dem  mir  so  eben  zugegangenen  ersten  Hefte  vom  9ten  Bande 
Ihres  Geschätzten  Archivs  finde  ich  zwei  Aufsätze  aus  Ihrer  Feder, 
nemlich  über  den  Satz  von  dem  Inhalte  der  Obelisken,  und  Aber 
die  Entstehung  der  Körper  dieser  Art.  Beide  Aufsätze  behandeln 
demnach  einen  Gegenstand,  der  mich  um  so  mehr  interessirt,  als 
ich  bereits  vor  einer  Reihe  von  Jahren  darin  gearbeitet  habe,  wenn- 
gleich die  von  mir  gefundenen  Resultate  erst  nach  .Mittheilung 
der  von  Herrn  Koppe  gefundenen  Formel  für  den  Inhalt  der 
Obelisken  im  25sten  Bande  8.  129.  des  Cr  eile' sehen  Journals 
fär  reine  und  angewandte  Mathematik  (conf.  auch  S.  130 — 148. 
des  Anhangs  zur  2ten  Auflage  meiner  Statik)  veröffentlicht  wor- 
den sind.  Es  ist  nicht  meine  Absicht,  hier  auf  einen  Prioritäts- 
streit einzugehen,  obgleich  es  mir  leicht  wäre,  durch  die  Hefte 
meiner  Zuhörer  den  Beweis  zu  liefern ,  dass  meine  Resultate  schon 
mehrere  Jahre  vor  Herrn  Konpe's  Mittheilung  der  oben  genann- 
ten Formel  da  waren,  auch  Herr  Koppe  selbst  öffentlich  aner- 
kannt hat,  dass  ihm  die  Benennung  „Obelisken"  von  dem 
wirklichen  Geheimen  Ober-Regierungerath,  Herrn  Beuth,  Excel- 
lenz, angegeben  worden  sei.  Dass  sie  von  mir  herrührt,  könnten 
allenfalls  die  Ministerial  -  Akten  beweisen,  wenn  darauf  irgend  ein 
Gewicht  zu  legen  wäre.  Ich  meinerseits  lege  kein  solches  Gewicht 
darauf,  und  bin  daher  weit  davon  entfernt,  Herrn  Koppe  die  ihm 
faktisch  gebührende  Priorität  bestreiten  zu  wollen;  dagegen  kann 
ich  nicht  leugnen,  dass  es  mich  einigermassen  überrascht  hat, 
bei  Anfilhruruz  der  Arbeiten  der  Herren  Koppe,  Steiner  und 
Bretschneider  die  meinigen  so  gänzlich  mit  Stillschweigen  über- 
gangen zu  sehen  *).  Kann  und  darf  auch  ein  Mitarbeiter  an  Ihrem 
Archiv  nicht  mehr  Anspruch  auf  Gerechtigkeit  von  Ihrer  Seite 
machen,  als  irgend  ein  anderer,  so  hat  dieser  Mitarbeiter  als 
solcher  doch  auch  eben  so  wenig  mehr  Anspruch  auf  gänzliches 
Ignoriren  seiner  Leistungen,  wenn  die  seiner  Concurrenten  ge- 
nannt werden. 

Nach  dieser  Expectoration ,  die  Sie  meiner  menschlichen 
Schwachheit  zu  Gute  halten  wollen ,  erlauben  Sie  mir  noch  eine 
Bemerkung  in  Bezug  auf  Ihren  zweiten  Aufsatz. 


*)  Der  Herausgeber  kann  deshalb  Herrn  Brix,  mit  dem  er  seit  lan- 
ger Zeit  in  den  freundschaftlichsten  Beziehungen  zu  stehen  die  Ehre 
und  die  Freude  gehabt  hat,  und  noch  hat,  nur  um  Verzeihung  bitten. 
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Sie  tadeln  darin,  and  gewiss  mit  Recht,  dass  man  nach  der 
Erklärung  der  Obelisken,  ohne  sich  um  deren  Realität  weiter  zu 
kummern,  sogleich  einige  Eigenschaften  derselben  bewiesen  und 
dann  mit  einer  gewissen  Eilfertigkeit  den  körperlichen  Inhalt  — 
und  die  Lage  des  Schwerpunktes,  hätten  Sie  mit  Rucksiebt 
auf  meine  Abhandlung  im  Crelle'schen  Journal  hinzusetzen  kön- 
nen —  zu  bestimmen  gesucht  habe,  wahrscheinlich,  um  nur  recht 
bald  etwas  Anwendbares  für  die  Praxis  zu  gewinnen.  In  der  That 
war  letzteres  bei  meiner  Behandlung  des  fraglichen  Gegenstandes 
der  nächste  Zweck,  was  schon  darin  seine  Erklärung  findet,  weil 
ich  durch  die  Praxis  eben  auf  ihn  geführt  wurde.  Nichtsdesto- 
weniger habe  ich  mich  ebenfalls  des  von  Ihnen  gerügten  Ver- 
stosses gegen  die  euklidische  Strenge  thcilhaftig  gemacht,  und 
deshalb  beeile  ich  mich,  diese  Sunde  so  viel  wie  möglich  wieder 
gut  zu  machen,  indem  ich  Ihnen  Folgendes  zur  beliebigen  Benutzung 
für  Ihr  Archiv  mittheile. 

Ich  schliesse  mich  der  Verstellungsweise  an ,  welche  Sie  S.  80. 


die  nächstvorhergehencje  schneidet,  so  kann  man  diese  Linien  als 
die  Seitenkanten  eines  seiner  Länge  nach  vorläufig  noch  unbe- 
grenzten Obelisken  betrachten,  dafern  sich  beweisen  lässt,  dass 
die  letzte  Linie  Z*,  welche  die  vorletzte  Ln—i  schneidet,  eine 
solche  Lage  hat,  dass  sie  zugleich  die  erste  Lx  schneiden  muss. 
Es  kömmt  also  nur  auf  den  Nachweis  der  Möglichkeit  an,  durch 
den  im  Raum  gegebenen  Punkt  An  eine  gerade  Linie  Im  so  zu 
legen,  dass  sie  zwei  andere  im  Raum  gegebene  Geraden  L,  und 
Lii-i  schneidet,  d.  h.  mit  jeder  von  diesen  in  einer  Ebene  liegt. 

Sie  geben  nun  von  diesem  letzteren  Problem  eine  elegante 
Auflösung  im  analytischen  Gewände,  und  wiederholen  am  Schlüsse 
den  Wunsch,  dass  eine  Auflösung  bloss  durch  Konstruktion  ge- 
funden werden  möge,  damit  dieselbe  in  den  Elementen  der  Stereo- 
metrie Platz  finden  könne.  Irre  ich  nicht,  so  dürfte  die  folgende 
Lösung  geeignet  sein,  dieses  Bedürfniss  genügend  zu  befriedigen: 

Eine  im  Raum  gegebene  Gerade  und  ein  ausserhalb  derselben 
gegebener  Punkt  bestimmen  allemal  die  Lage  einer  Ebene.  Man 
lege  daher  durch  die  Linie  La—X  und  den  Punkt  An  eine  Ebene, 
dann  durch  Li  und  An  eine  zweite  Ebene,  so  geben  beide  Ebe- 
nen eine  gerade  Durchschnittslinic  Ln,  welche  die  gesuchte  ist. 
Denn  sie  geht  durch  den  Punkt  An  und  schneidet,  hinreichend 
verlängert,  die  Linien  L,  und  Ln-\,  oder  ist  mit  letzteren  parallel. 

Berlin,  den  28sten  Januar  1847. 
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Auflösung  einer  Aufgabe,   auf  welcher   die   Realität  tler 

Obelisken  beruht. 

Von  Herrn  Dr.  Schellen,  Lehrer  der  Mathematik  an  der 

Uealxchule  zu  Düsseldorf. 


Im  ersten  Hefte  des  IX.  Theiles  S.  89.  dieser  Zeitschrift  stellt 
der  Herausgeber  derselben  bei  Gelegenheit  der  Untersuchung  über 
die  Realität  der  Koppeschen  Obelisken  die  Aufgabe:  „Wenn 
zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  ein  in  keiner  dersel- 
ben liegender  Punkt  gegeben  sind,  durch  diesen  Punkt 
eine  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  schnei- 
dende  *)  gerade  Linie  zu  legen. 

Wir  sind  durchaus  der  Ansicht  des  Herausgebers,  dass  diese 
Aufgabe  und  der  Nachweis  ihrer  Auflösbarkeit  der  Theorie  der 
Obelisken  vorangehen  muss.  Die  von  jenem  gegebene  analytische 
Auflösung  kann  naturlich  in  den  Elementarbüchern  der  Stereometrie 
keine  Aufnahme  finden.  Wir  theilen  daher  folgende  Auflösung 
obiger  Aufgabe  mit,  welche  nur  gewöhnliche  stereometrische  Kennt- 
nisse voraussetzt. 

Die  beiden  gegebenen  Linien  im  Räume  bezeichnen  wir  mit 
A  und  B,  den  gegeheiren  Punkt  mit  O.  Wir  unterscheiden  nun 
sogleich  mehrere  Falle: 

1)  die  beiden  Linieo  A  und  B  sind  parallel; 

a)  der  Punkt  O  liegt  in  der  Ebene  dieser  Parallelen  A 
und  B, 

b)  der  Punkt  O  liegt  ausserhalb  der  Ebene  dieser  Paral- 
lelen A  und  B. 

Im  Falle  a)  lassen  sich  offenbar  unzählig  viele  Linien  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  ziehen. 

Im  Falle  b)  ziehe  man  durch  O  zu  einer  der  gegebenen  Linien 
A  oder  B  eine  Parallele,  so  ist  diese  die  verlangte  Linie,  denn 
sie  schneidet  die  gegebenen  Linien  im  Unendlichen. 

2)  Die  beiden  gegebeneu  Linien  A  und  B  sind  nicht  parallel 
and  liegen 

-    a)  in  einer  Ebene, 

b)  nicht  in  einer  Ebene. 

Im  Falle  a)  mag  der  Punkt  O  in  der  Ebene  der  A  und  B  liegen 
^er  nicht:  die  gesuchte  Linie  wird  diejenige  sein,  welche  den 
Punkt  O  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Linien  A  und  B  verbindet. 

Der  letztere  Fall  b)  ist  der  allgemeinere,  und  auf  ihn  beziehen 
sich  die  folgenden  Untersuchungen. 


*)  Diese«  Wort  in  dem  Sinne,  dn«s  der  ParallelUmu«  nicht  ausge- 
^liloi.en  i«t. 
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In  Taf.  VI.  Fig.  7.  sind  die  gegebenen  Linie»  A  und  B>  der 
gegebene  Punkt  O.  Dieser  Punkt  Ö  liegt  mit  A  offenbar  in  einer 
und  derselben  Ebene;  wir  legen  nun  durch  O  eine,  die  beiden 
Linien  A  und  B  Hebneidende  Ebene,  oder  wir  ziehen  (Ja  beliebig 
nach  A,  ebenso  Ob  beliebig  nach  B  und  verbinden  a  mit  b.  Jede 
durch  O  gehende,  die  Linie  A  schneidende  Gerade  liegt  in  der 
Ebene  OaA,  welche  die  Ebene  des  Papiers  sein  mag.  Soll  also 
eine  solche  Gerade  auch  noch  die  Linie  B  schneiden,  so  muss 
sie  durch  denjenigen  Punkt  der  Ebene  OaA  gehen,  in  welchem 
die  Linie  ß  dieser  Ebene  begegnet.  Es  könnte  nun  der  Fall  sein, 
dass  die  Linie  B  diese  Ebene  OaA  nicht  träfe,  sondern  ihr  pa- 
rallel wäre :  dann  hatte  man  aber  nur  durch  O  in  der  Ebene  OaA 
zur  Linie  B  eine  Parallele  zu  ziehen,  welche  offenbar  die  ver- 
langte Linie  wäre.  Im  Allgemeinen  schneidet  aber  die  Linie  B  die 
Ebene  OaA  und  der  Treffpunkt  sei  x.  Wäre  dieser  Punkt  gefun- 
den, so  würde  die  gesuchte  Linie  offenbar  die  Linie  Ox  sein. 
Man  kann  nun  entweder  den  Punkt  x  selbst  oder,  noch  einfacher, 
die  Richtung  der  Linie  xO  auf  folgende  Weise  bloss  durch  Con- 
struction finden. 

Der  Kurze  wegen  bezeichnen  wir  die  Ebene  Oab  mit  (Cr), 
Ebene  Oax,  oder  was  dasselbe  ist,  Ebene  OaA  mit  (A),  Ebene 
axB  mit  (B)  und  endlich  Ebene  Oxb  mit  (C);  so  sind  von  den 
drei  Ebenen  (G),  (C),  (B)  die  ebenen  Winkel  resp.  ^.abO,  ^xbO, 
/Lxba  an  der  körperlichen  Ecke  b  bekannt,  also  kann  man  die  drei 
Neigungswinkel 

1)  der  Ebenen  (G)  und  (B)  an  der  Kante  ab  \ 

2)  „       „      (G)   „    (C)   „    „     „     Ob  j....(I) 

3)  „       „      (B)   „    (C)   „    „     „  xb 

durch  eine  Construction  in  der  Ebene  (graphisch)  finden  *). 

Gehen  wir  nun  zur  körperlichen  Ecke  O,  so  sind  daran  gegeben 

1)  der  ebene  Winkel  aOb,  > 

2)  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  (G)  und  {€)  / 

an  der  Kante  Ob,    (I,  2)  (  ...  (II) 

3)  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  (G)  und  (A)\ 

an  der  Kante  Oa.  ] 

Denn  um  diesen  letzten  Winkel  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  O 
und  b  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Linie  A  (z.  B.  mit  xx)  zu 
verbinden,  so  sind  die  drei  ebenen  Winkel  der  Ecke  O,  nämlich 
jCx\  Oa,  4Lxx  Ob,  j£a  Ob, -bekannt ,  und  es  lässt  sich  daraus  der  Nei- 
gungswiokel  der  Ebenen  (6*)  und  (A)  construiren  *).  Aber  aus  den 
o  Daten  (II),  nämlich  zweien  Neigungswinkeln  und  dem  zwischen- 
liegendeu  ebenen  Winkel  einer  körperlichen  Ecke  Ö,  lassen  sich 
die  andern  ebenen  Winkel  durch  Construction  finden  **).  Also 


*)  Granert,  Lehrb.  der  Mathem.  TheiL  II.  Stereom.  §.  101. 
•*)  Ebendaselbst  §.  104. 
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kann  der  ebene  Winkel  aOx,  d.  b.  die  Neigung  der  gesuchten 
Linie  gegen  die  bekannte  Richtung  Oa  gefunden  werden. 

Den  17teo  Februar  1847. 


Eine  Bemerkung  zu  Nr.  X.  im  isten  Hefte  des  9tcn  Bandes. 
Von  Herrn  M.  Füldner,  Gymnasiallehrer  zu  Neu-Streliu. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  macht  darauf  aufmerk- 
sam, dass  man,  um  die  Möglichkeit  des  Obelisken  darzuthun,  die 
Aufgabe  zu  lösen  habe:  „wenn  zwei  gerade  Linien  im  Räume 
und  ein  in  keiner  derselben  liegender  Punkt  gegeben  sind,  durch 
diesen  Punkt  eiue  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  schnei- 
dende gerade  Linie  zu  legen."  Da  hiebei  der  Parallelismus  natür- 
lich nicht  ausgeschlossen  ist,  so  wäre  die  Aufgabe  wohl  präciser 
so  zu  stellen:  „wenn  zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  ein  in 
keiner  derselben  liegender  Punkt  gegeben  sind,  durch  diesen  Punkt 
eine  gerade  Linie  zu  legen ,  welche  mit  jeder  der  gegebenen  in 
einer  Ebene  liegt. "  Eine  ganz  elementare  synthetische  Auflösung 
ist  folgende:  Durch  den  gegebenen  Punkt  und  jede  der  gegebe- 
nen geraden  Linie  ist  eine  Ebene  bestimmt,  welche  beide  Ebenen 
sich  in  einer  geraden  Linie  schneiden  müssen ,  da  sie  beide  durch 
denselben  Punkt- gelegt  sind.  Die  Durchschnittsliuie  ist  die  ver- 
langte, wie  sogleich  erhellt.  Liegen  die  beiden  gegebenen  Linien 
in  derselben  Ebene,  so  ist  die  Durchschnittslinie  entweder  mit 
beiden  parallel,  wenn  sie  nämlich  selbst  parallel  sind,  oder  geht 
durch  den  Durchschnittspunkt  beider,  wenn  sie  convergent  sind, 
wie  dies  ja  in  jedem  Lehrbuche  der  Stereometrie  bewiesen  wird. 
Der  ebenfalls  noch  mögliche  Fall,  dass  die  beiden  gegebenen 
Linien  und  der  gegebene  Punkt  in  derselben  Ebene  liegen,  wird 
durch  die  Natur  des  Obelisken  ausgeschlossen.  Aus  Önigem  er- 
hellt zugleich  auch  noch,  dass  die  drei  Seitenkanten  des  dreisei- 
tigen Obelisken  immer  in  einen  Punkt  zusammenlaufen,  der  drei- 
seitige Obelisk  also  immer  eine  abgekürzte  Pyramide  ist. 

Den  31sten  März  1847. 


Synthetische  Lösung  der  im  Archiv  Band  IX.  Sehe  «9. 

gestellten  Aufgabe. 

Von  Herrn  Fischer,    Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gcwerbtchule 

zu  Bayreuth. 


Aufgabe,  Zwei  Gerade  und  ein  Punkt  ausser  denselben 
sind  gegeben,  man  soll  eine  dritte  Gerade  durch  den  Punkt  legen, 
welche  die  ersten  beiden  Linien  schneidet. 
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Losung  I.  Man  lege  durch  jede  einzelne  Gerade  und  den 
Punkt  eine  Ebene  und  bestimme  die  Durchscbnittsluiie  beider 
Ebenen,  so  ist  diese  letzte  Linie  die  gesuchte. 

Losung  II.  Man  lege  durch  den  Punkt  und  eine  Gerade 
eine  Ebene,  bestimme  den  Durchgangspunkt  der  anderen  Geraden 
durch  die  Hilfsebene  und  verbinde  den  gefundenen  Punkt  mit  dem 
gegebenen,  so  hat  man  die  verlangte  Gerade. 

■ 

Besondere  Betrachtungen. 

Obige  Losung  wird  auf  das  Postulat,  durch  zwei  Punkte  eine 
Gerade  zu  legen,  zurückgeführt,  wenn  die  gegebenen  Geraden  sich 
schneiden;  die  Lösung  wird  unbestimmt,  wenn  die  gegebenen 
Geraden  und  der  Punkt  mit  ihnen  in  einerlei  Ebene  liegen;  sie 
wird  endlich  unmöglich 

a)  wenn  die  durch  eine  Gerade  und  den  Punkt  gelegte  Ebene 
zur  anderen  Geraden  parallel  wird:  die  gesuchte  ist  dann  parallel 
zur  zweiten  gegebenen; 

h)  wenn  die  zwei  Geraden  parallel  sind  und  der  gegebene 
Punkt  ausser  ihrer  Ebene  liegt:  die  gesuchte  ist  parallel  zu  bei- 
den gegebnen. 

Anmerkung.  Die  Aufgabe  gehurt  noth wendig  in  die  Ele- 
mente der  Geometrie  und  zu  einer  ganzen  Gruppe  von  Aufgaben, 
von  denen  man  bisher  nur  die  einzige  behandelte :  eine  Gerade  zu 
finden,  welche  zu  zwei  gegebenen  (gekreuzten)  Geraden  senkrecht  ist 

Den  31sten  Januar  1848. 

Anmerkung  des  Herausgebers.  Io  dem  Augenblicke,  wo  die- 
ses Heft  geschlossen  wird,  .geht  mir  eine  au*fuhrltche  selir  schöne  Ab- 
handlung des  Herrn  Prof.  Dr.  Matx ka  zu  Tarnow  in  Galizien  über 
diesen  Gegenstand  zu,  welche  denselben  «ehr  vollständig  erledigt;  diese 
Abhandlung  wird  in  einem  der  nächsten  Hefte  erscheinen. 


Berichtigung. 

In  Thl.  XI.  Heft  1.  S.  89.  Z.  9.  v.  o.  statt 
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Heber  die  Auflösung  der  Gleichungen 

des  dritten  Grades. 

Von  dem 

Herausgeber 

und  dem 

Schulamts -Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicke 

zu  Greifswald. 


Einleitung. 

Der  Herausgeber  des  Archivs,  welcher  schon  in  zwei  frühe- 
ren Abhandlungen  (Thl.  VI.  Nr.  I.  und  Nr.  LH.)  von  der  Auflö- 
sung der  eubischen  Gleichungen  gehandelt  hat,  kommt  in  dem 
vorliegenden  Aufsatze  noch  einmal  auf  diesen  viel  besprochenen 
Gegenstand  zurück.    Die  nächste  Veranlassung  zu  diesem  Auf- 
satze gab  die  dein  Herausgeher  von  einem  seiner  liebsten  Schüler, 
dein  in  der  Ueberschrift  genannten  jetzigen  Schulamts-Kandidaten 
Herrn  W.  Schlesicke  aus  Königsberg  i.  Pr.,   bei  Gelegenheit 
einer  ganz  anderen  calculutorischen  Arbeit,  welche  die  Aullösung 
cobisener  Gleichungen  erforderte,  geinachte  Bemerkung,  dass  sich 
durch  eine  besondere  Transformation  einer  vollständigen  eubischen 
Gleichung  sogleich  eine  quadratische  Hülfsgieichung  zu  deren  Auf- 
lösung erhalten  lasse,  ohne  vorher  das  zweite  Glied  der  eubischen 
Gleichung  wegschaffen  zu  müssen.    Es  ist  also  die  vorliegende 
Abhandlung  ganz  als  eine  Arbeit  von  uns  beiden  zu  betrachten, 
und  namentlich  rührt  die  Grundidee  allein  von  Herrn  Schlesicke 
her.    Was  sonst  dem  einen  oder  dem  anderen  angehört,  darüber 
wollen  wir  hier  nicht  in's  Einzelne  eingehen  und  um  allerwenigsten 
mit  einander  rechten ,  da  es  bei  einem  schon  so  viel  und  so  oft 
behandelten  Gegenstände  wohl  gewiss  nicht  unsere  Absicht  sein 
kann,  uns  damit  einen  gewissen  Uuhm  zu  erwerben,   indem  w'it 
vielmehr  nur  wünschen,   der  Sache  zu  dienen,  und  vielleicht  ein 
zweckmässiges  Hülfsmittel  für  den  Unterricht  in  der  so  wichtigen 
Lehre  von  den  Gleichungen  des  dritten  Grades  den  Lehrern  dar- 
zubieten.   Beschwerlich  ist  übrigens  die  Wegschaffung  des  zwei- 
ten Gliedes  der  eubischen  Gleichungen,  bevor  man  zu  ihrer  Auf- 
lösung übergehen  kann,  immer,  wie  Jeder  wissen  wird,  wer  sich 
viel  mit  der  Auflösung  solcher  Gleichungen  zu  beschäftigen  Ver- 
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anlassung  gehabt  bat;  und  wenn  daher  auch  freilich  die  Weg- 
schaffung dieses  Gliedes  bei  unserer  folgenden  Auflösung  eigent- 
lich nur  umfangen  ist,  so  dürfte  dieselbe  doch  vielleicht  in  dieser 
Beziehung  einige  Bequemlichkeit  vor  der  gewöhnlichen  Auflosung 
darbieten,  worüber  wir  das  Urtbeil  den  Lesern  anheim  stellen. 

G. 


Die  aufzulösende  Gleichung  des  dritten  Grades  sei 
Wenn  man  in  dieser  Gleichung 

setzt,  und  zugleich  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  ms  muJ- 
tiplicirt,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  die 
Gleichung 

3)   ««  +  Caar«3-  lab  +  c)u*-l  (6-l9*)*=0, 
welche,  indem  man 

4)   r  =  tr» 

setzt,  ferner  zu  der  Gleichung 

5)   ca+(,*,a3-}a&  +  c)ü  —  ,V(6  —  Ja*)8=0 

führt,  so  das«  also  durch  diese  Substitutionen  die  Auflosung  der 
gegebenen  eubischen  Gleichung  1)  auf  die  Auflosung  der  quadra- 
tischen Gleichung  5)  zurückgeführt  ist 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

so  erhält  die  quadratische  Gleichung  5)  die  Form 

7)   r2  +  Jp  +  li?  =  0, 

und  führt,  auf  bekannte  Weise  aufgelöst,  wenn  die  beiden  Werthe 
der  Quadratwurzel  aus  A2—ß  durch  ±  C  bezeichnet  werden,  also 

8)    C2  =  A*—ß 

gesetzt  wird,  zu  den  beiden  Wurzeln: 

Daher  haben  wir  nach  4)  zur  Bestimmung  von  «  die  Gleichung 
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10)  «a  =  -4(v4TC) 

oder 

11)  u*+\(A?C)=:0. 

Bezeichnen  wir  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  durch  t^,  so 
dass  also 

ist,  und  setzen  allgemein 

so  ergiebt  sich  durch  Subtraction 

U  =  II»  -  tt,  »  =  (tt- tlx)  («»+  tt!«  +  «!*)  , 

und  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  Gleichung 

C7=t£3  +  i(^:FC)=0 

müssen  also  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

wa + utu  -f-  =0 

bestimmt  werden.  Dadurch  erhalt  man,  wenn  die  beiden  andern 
gesuchten  Wurzeln  durch  u*,  bezeichnet  werden,  ohne  Schwie- 
rigkeit: 

 ^  '  «3=— «i-  2  ' 

so  dass  also  die  drei  Wurzeln  der  eubischen  Gleichung 

u*  +  \(A?C)  =  0 

jetzt 


i  wi—  «i» 

\  _        1— V3.V^1 

/  «a —  —  Mi.         r>  ' 

^  113=  —  «!. 


12)    <  1 '  2 

1  +  V3.  V-l 


2 
sind. 

Bezeichnen  wir  aber  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

durch  Ui,  «s,  tfs;  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

tt'+U^+C)=0 
durch  «3 ;  so  ist  nach  dem  Vorhergehende u 


23* 

» 
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l  » 
Ml  =1*1, 


und 


i         i    1  — V3.V— 1 
13)  \  «a=— «i  •  ö  

ws=— «, .  s  


14)    {  «u=-«i.  ^  ' 

i  + V3.V^I 

i  • 


"3  =  — «1-  t) 


1       *l  I 

Bezeichnen  wir  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  ti| ,  v2>  «3  dufch 

m,  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  1/.,  t/a,  M3  durch  ti;  so  ist 

111  1 

'«*+<t(A~Q=0,  u'+4(^+C')=0 

I 

oder 
also 

u3«8  =  iM2-C«), 

d.  i.,  weil  nach  8) 

A*—C2=B 

ist, 

15)  X8=iJß=-5V(6-ia«)s. 
1 

Durch  Auflösung  dieser  reinen  cubischen  Gleichung  erhält  man 
aber  anf  ganz 'ähnliche  Art  wie  oben 

;  «.(6-«fl«), 

d.  h.  das  Product  einer  Wurzel  der  Gleichung 

u*+\(A- C)  =  0 
in  eine  Wurzel  der  Gleichung 
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ist  entweder 

—  !(*  —  {«*), 

oder 

oder  endlich 

Uo  —  iaa)-  2  

Hierbei  entsteht  nun  die  Frage,  ob  es  immer  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

und  eine  Wurzel  der  Gleichung 

*  ■ 

sfiebt,  deren  Product  in  einander  —1(6  —  J«2)  ist,  welche  Frage 
auf  folgende  Art  beantwortet  werden  kann. 

Combinirt  man  die  Wurzeln  13)  der  Gleichung 

auf  alle  mögliche  Arten  mit  den  Wurzeln  14)  der  Gleichung 

u»+l(4  +  O=0, 

so  erhält  man,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet,  die  folgen- 
den Producte: 

ux  tt!  = 


I_V3.  V^T 

i  i 


>  i      1  +  V3.  V^-l 

1  1  * 

i           i      1- V3.\^T 
tiatj!  =— «i«! .  2  • 

l  +  */3.^-l 

«i«2  =  -«l«l  •  5  —  ' 

l  l  o 

1  l 

W2t/3=     f/jMj ; 
i  i 

i  +  v3.V^i 

«5«!=— fljMj.  2—  *^  • 

i-v3,V-i 

«S«8=^  S  
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a 

Hieraus  sieht  man,  dass ,  wenn  man  eine  Wurzel  der  Gleichung 

t*»+i(^-O  =  0 
in  eine  Wurzel  der  Gleichung 

multiplicirt,  da»  Product  nur 

i 


1-V3.V^-1 
-«1*1-  2  


oder  endlich 


-*t«i.  2  


sein  kann. 

Nun  ist  entweder 

i 


oder  es  ist  nicht 


1(6— Ja«), 


Im  letzteren  Falle  ist  nach  dem  Obigen  entweder 

ttitt|=l(A-Jo2).  > 


oder  es  ist 


Ist  aber 


«i«i  =  i(A-iaa).  2  J 


so  ist 


r 

d.  i. 


 2  =  KA—  


ti! Mj .  ^  =i(A  — i a% 
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also 


1  +  V3.V=I 
Ist  dagegen 

so  ist 

^.1-V,a-Vri=g*(*-W.  ('+V3.^)(I-V3.J^L) 


d.  L 


i       1-V3.V— 1 


aJso 

i_  y3.V^i 

—  2  =-i(^-i«*) 

Hält  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen ,  so  erzieht  sieb  auf 
ganz  unzweideutige  Weise,  dass  es  immer  eine  Wursel  der  Gleichung 

und  eine  Wurzel  der  Gleichung 

«»  +  4(if  +  Q=0 

giebt,  deren  Product 
ist 

I 

Lassen  wir  nun  ut  und  »x  die  Wurzeln  der  beiden  in  Rede 

i 

stehenden  Gleichungen  sein,  deren  Product  —  i(6 — Ja2)  ist,  so 
dass  also  * 

17)   4«i  =  -i<*-l«*) 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet,  auch 

is)  t^=--j(0 -;<i*), 

■ 

und 

19)   ^«,  =  -l(6-l««). 
Nach  dem  Obigen  ist  aber  allgemein 
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r_A*-Sa«i-l(6-^») 
•r—  j  


setzen.   Dann  ist  auch 


«,  Mj  (mj  — » fl)  —  i  {b — Ja»)  tij 

 |_   _  i 

X=  :  —» 


1 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


i       i  i 

— *  .  _!_!_, 


Ferner  können  wir 


setzen.   Dann  ist  auch 

«2^8  ("2  -  Ja)  -  \(0  -  *a*) Uj 


«2?3 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

i       i  i 
«2M3  ("2-1*0  +  «Ws 

x= — 5  1  — * 

1 

also 

ia  +  f^  +  Kj. 

Endlich  können  wir  auch 

1  1 
.r  —  t 
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setzen.    Dann  ist  auch  ' 


«s«i ("3  —  S«)  —  i  0  -  i«*)  M2  , 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


i       i  i 
iij«,  («3  —  Ja)  +  *W<^ 

*  =  —  i  L-1" 

also 


Demnach  ist 


i 


—  äa  +  «! 


i 


20)   x=  {  -la  +  i^  +  tta, 


-io  +  «3+«*; 


also  nach  dem  Obigen: 


21)   -r=  <(  -Ja—«,.  2  ^*  2  ' 


*  i+v3.y^i     i-v3  v^r 


oder 


—  Ja  +  t^+tt!, 

22)   ar=^  -.]„_  «i)V3.  V^l, 

i  i 

-  la-U«i  +  «i)  -  iK— "i)V3.  V^L 

Man  muss  nun  zwei  Ffille  unterscheiden ,  jenachdem  die  Grosse 
CreeU  oder  imaginär,  d.  h.  nach  dem  Obigen,  jenachdem 

A2—B^0  oder^*— J?<0 

ist 

Wenn  zuerst  C  reell,  d.  h. 


► 
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ist,  so  sollen 

\T-.i(A-~C)  und  ^—1(^  +  6') 
die  reellen  Cubikwurzeln  aus  den  beiden  Grossen 

-J(^-C)  und  -i(^  +  C), 
d.  h.  die  reellen  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

# 

ti»  +  U^-C)  =  0  und  ti»-H(^  +  C)=0 
bezeichnen;  dann  ist 

=V"i(^-0(^+c)=ViM2-c*) 

und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  man  folglich 

23)  8  

i 

zu  setzen  berechtigt,  wo  nun  und  Mt  beide  reelle  Grossen  sind. 
Also  ist  nach  22)  In  diesem  Falle: 


-  la  +  V -i(^-C)+  V  -i04  +  C), 

-  i«  - 1  {  V  -  4(^-C)  +  V  -  iM+C) ) 
24)  x=  <J        +  i { V  -  i(^-C)-  V -i(^-r-C)! y3.  V~T, 

-  la  -  i  {  ^Z^fZZJ)  +  V  -       C) } 
-4IV-H^-Cr)--V'-i(^+C)}V3.Vr=T; 

welches  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  eubischen  Gleichung 


Zur  Bestini niu ng  der  Hfilfsgrüssen  A,  B9  C  hat  man  nach 
dem  Obigen  die  Formeln: 

A=z*,a* —  ia6-r-c, 
25)    \  B=-{,(b-\a*)\ 


• 
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Wenn  C  nicht  verschwindet,  d.  h.  wenn 

A*—B>0 

ist,  so  sind  die  zweite  und  dritte  der  drei  Wurzeln  24)  imaginär 
und  ungleich,  und  die  gegebene  Gleichung  hat  also  eine  reelle  und 
zwei  ungleiche  imaginäre  Wurzeln. 

Wenn  dagegen  C  verschwindet,  d.  h.  wenn 

ist,  so  sind  die  zweite  und  dritte  der  Wurzeln  24)  reell  und  gleich, 
und  die  gegebene  Gleichung  hat  also  drei  reelle  Wurzeln,  von 
denen  zwei  einander  gleich  sind,  nämlich  die  Wurzeln 

-Ja-  \T=Q. 

8_ 


Wenn  ferner  C  imaginär,  d.  h. 

A*-B<0 


ist,  so  ist 


oder,  wenn  wir 


C=V  B-A*.V-i, 


27)   D=\ B-A* 


setzen, 

Setzen  wir  nun 

28)  V  -  i(J-C)  =  V  -  \A  +  \D \T=\  =ro  +  n  V^I, 
wo  m  und  n  reelle  Grossen  sein  sollen,  so  ist 

-     +  \D  V^I  =  (ro-fw  V=l)8 

= m(m*-3n2)  +n$m*—n*)V^l , 


29)  m(m*— 3w*)  =  -M,  n(Zm*-n*)  =  lD. 
Folglich  Ist 

-        C)  =  —  5^ — i  ö  V^l = w(m«-3n«)— w(3m«-n«)  V^l 
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und  wir  sind  daher,  gleichzeitig  mit  28), 

i   »  

30;    V  -        V)  =  V  _ .  ^  _ \D>T=\=m-n)n=\ 


zu  setzen  berechtigt,  so  dass  also  gleichzeitig,  d.  h.  mit  Beziehung 
der  obern  und  entern  Zeichen  auf  einander , 

»  _  »  

31)   V  -  i(ATC)  ==  V  _ > A ± J  D  V=J  =  m±n \T-i 

ist. 

Also  ist 

>f-i(Ä=C) .  V  -  \{A  +  C)  =  (m + n  ST^l )(m-n ^1)=*«*+»* 
und  folglich 

(m»  +  »*)3=  i  M  -  C)  (A  +  O  =  i(^2  ~C*)  =  \By 
d.  i.  nach  dem  Obigen 

O*  +««)>=-,>,  (6  -'«2)3, 
also,  weil  dies  eine  Gleichung  zwischen  reellen  Grössen  ist, 

m2  +  »*™-i(6-ioa)  *). 

Folglich  ist 

\TZl(A~C) .  ^l(^TCj=(m+»  V"^)^^  V^I)=-i(6-ia«), 
und 

fn  +  nV — 1  und  m— n  V" —1 

sind  daher  offenbar  zwei  Wurzeln  der  Gleichungen  ms  -f-  \(A— (  )=a0 
und  t*3  +  i(^+C)=0,  deren  Product  —  J(6  —  Jaa)  ist.  Daher 
ist  man  nach  dem  Obigen  berechtigt 

32)  j%=»+*V=i, 

(  «i=m— «V^l 

I 

zu  setzen.    Führt  man  aber  diese  Werth e  von  m,  und  ut  in  die 

Gleichungen  22)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  ganz  leichten 
Reductionen : 

■ 

•)  Dass  im  vorliegenden  Falle  B=—  —  »«»)* ,  und  daher  Such 
—  ii i«*)*.  eine  P«»»itivc  Grösse  ist,  versteht  sich  nach  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst,  folgt  aber  auch  augenblicklich  ans  der  Bedin- 
gung /4»— Ä<0,  welche,  wenn  ß  negativ  wäre,  offenbar  nicht  erfüllt 
•ein  könnte. 
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33)  x~  |  —  Ja— m— «V3, 
(  — Ja— m-f-«v3; 

aod  sieht  also  hieraus  zugleich,  dass  im  vorliegenden  Falle  die 
drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichungen  jederzeit  alle 
drei  reell  sind,  was  natürlich  besonders  bemerkenswert  ist 

Bis  hierher  ist  die  ganze  Entwickelung  bloss  mit  Hülfe  der 
gewöhnlichen  Algebra  möglich  gewesen.    wenn  es  sich  nun  aber 
um  die  numerische  Bestimmung  der  drei  reellen  Wurzeln  33)  selbst 
handelt,  so  kommt  es  hauptsächlich  auf  die  Bestimmung  der  bei- 
*den  reellen  Grössen  m,  n  aus  der  Gleichung 

V  -  ±A  -f  ID  V^l=m  +  n  V=l 

an,  wozu  die  gewöhnliche  Algebra  nicht  mehr  ausreicht,  sondern 
nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Mathematik  die  Goniome- 
trie unbedingt  erforderlich  ist. 

Zu  dem  Ende  setze  man  zuvörderst 

—  \A  +  \D  \T—\  =  p  (cos  9  -f  sin  q> 

« 

wo  p  eine  positive  Grösse  sein  soll ;  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  o  und  <p  die  beiden  Gleichungen 

34)   pcos?  =  — ltA,    psin  — 

■ 

■ 

aus  denen  man,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann 
zu  einander  addirt, 

also,  weil  o  positiv  sein  soll, 

35)  q=z\VA*+JP 

erhält  Hat  man  mittelst  dieser  Formel  0  gefunden,  so  ergiebt 
sich  q>  mittelst  der  Gleichungen 

am  A       .  D 

Jb)   cos  9  =  —  ^-  ,  Bincp—^. 

Da  diesen  beiden  Gleichungen,  d.  h.  den  beiden  Gleichungen  34), 
zugleich  genügt  werden  niuss,  so  muss  man  bei  der  Bestimmung 
von  qp  die  folgenden  Regeln  beachten : 

Wenn  die  Grössen 

A,  D 

respective 
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positiv  ,  positiv ; 
positiv,  negativ; 
negativ,  positiv; 
negativ,  negativ 

sind;  so  muss  man  9  so  nehmen,  dass  respecttve 

■ 

90°<9<180°, 
180°  <  9  <  270°, 

0  <cp<  uo°, 

270°<9<3e0° 

ist. 

Man  kann  aber  unter  Beachtung  derselben  Kegeln  auch  zuerst 
9  mittelst  der  aus  34)  sich  auf  der  Stelle  ergebenden  Gleichung 

37)   tangg>=— -j 

bestimmen,  und  erhSlt  dann  0  mittelst  eines  der  beiden  folgenden 
Ausdrücke : 

38)  o=— 


2  cos  9    2  sin  9 
oder 

1 

39)   p  = — i^sec9=iZ>cosec9. 

Die  numerische  Rechnung  nach  der  zweiten  Auflösung  ist  offen- 
bar leichter  als  die  nach  der  ersten  Auflösung. 

Hat  man  nun  auf  diese  Art  die  Grössen  0  und  9  bestimmt, 
und  also  der  Gleichung 

-  VA  +  \D  V^T=  0  (cos 9  +  sin 9  \T-l) 

genügt;  so  ist  nach  dem  Moivre'schen  Satze,  den  wir  hier  als 
bekannt  voraussetzen,  indem  überdies  sein  Beweis  so  leicht  ist, 


dass  er  selbst  sehr  fuglich  in  die  Elemente  aufgenommen  werden 
kann,  worin  uns  hoffentlich  jeder  Lehrer  beistimmen  wird: 


V—{A  +  \D\T-1  =  Qi  (cos  \<p + sin>  V=l), 

d.  h.  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
jederzeit  ein  Werth  der  Cubikwurzel  auf  der  linken  Seite  des 
Gleichheitszeichens,  und  wir  sind  daher  nach  dem  Obigen  be- 
rechtigt, 


1  m  =  o»cosB9, 
«  n  =oUin \q> 

setzen,  wodurch  daher  die  Grössen  m  und  n  bestimmt,  und 
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die  gegebene  cubische  Gleichung  folglich  als  aufgelöst  zu  betrach- 
ten ist. 

Zum  Schluss  dieses  Aufsatzes  wollen  wir  nun  noch  die  ganze 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen,  wie  sie  sich  aus  dem  Obi- 
gen ergiebt,  im  Folgenden  zusammenstellen. 

Die  aufzulösende  cubische  Gleichung  sei  die  vollständige 
Gleichung  1 

x*  -f  a x*  -f  bx  ■+  c  =  0. 
Man  berechne  zuerst  die  beiden  Hülfsgrössen 

A=&a*—lab  +  c, 

aus  den  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gleichung,  und  daraus 
ferner  die  Grösse 


Wenn  dann 


ist,  so  setze  man 


A*-B. 


C=\TA*-B, 

■ 

und  die  drei  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung  sind  dann,  wenn 

V-KA-C)  und  \T-HA  +  C) 
die  reellen  Cubikwurzeln  aus 

—  \(A  —  C)  und  -i(J-f  C) 


+  i(V-iM-0- V +  C)|  v/3.  V^l, 


Für 


«Crden  diese  drei  Wurzeln: 
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*  //  * 

und  sind  sämmtlich  reell. 
Wenn 

ist,  so  setze  man 

und  berechne  den  Winkel  9  mittelst  der  Formel 

D 

tang9>  =  — 

indem  man  beachtet,  dass,  wenn  die  Grossen 

A,  D 

respective 

positiv,  positiv; 
positiv,  negativ; 
negativ,  positiv; 
negativ,  negativ 

sind,  der  Winkel  q>  so  genommen  werden  muss,  dass  respective 

90°<9<180°, 
180°  <  9  <  270°, 
0  <<p<  90*>, 
270°  <  <p  <  360° 

ist.   Dann  berechne  man  q  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

_       A  D 

*  2cos<p~~2sin(p 

und  die  Grossen  m,  n  mittelst  der  Formeln 

f«  =  0* cos  ig), 
n  =pisinJ9. 

Mierauf  ergeben  sich  die  drei  reellen  Wurzelo,  welche  die  gege- 
bene Gleichung  in  diesem  Falle  jederzeit  hat,  mittelst  der  Formeln: 

—  i«  +  2m, 
x=  \  —  la—m  —  nV3, 

—  Sa  —  m  +  nv'«*. 
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Diese  Auflosung  der  cubischen  Gleichungen  dürfte  sich  na- 
mentlich dadurch  empfehlen,  dass  sie  wenigstens  eine  directe 
Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  der  aufzulösenden  Gleichung 
nicht  erfordert,  und  in  allen  Fällen  alle  drei  Wurzeln  derselben 
in  völlig  entwickelten  Ausdrücken,  die  auch  für  die  numerische 
Rechnung,  wie  es  uns  scheint,  hinreichende  Bequemlichkeit  dar* 
bieten,  liefert.  Wir  glauben  daher  diese  Auflösung  einiger  Beach- 
tung der  Leser  wohl  empfehlen  zu  dürfen. 


XXXIV. 

Heber  die  Bestimmung  des  scheinbaren 

Ortes. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Die  allgemeine  Aufgabe  lautet: 

„Ein  sehender  Punkt  bewegt  sich  nach  irgend  einem  gegebe- 
nen Gesetze  auf  einer  Kurve  und  sieht  einen  andern  Punkt,  der 
sich  nach  einem  gleichfalls  bekannten  Gesetze  auf  einer  Kurve 
bewegt;  man  verlangt  die  Kurve  zu  kennen,  welche  der  letzte 
Punkt  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  beschreiben  scheint." 

• 

Dieses  Problem  kommt  offenbar  auf  folgendes  zurück : 

„Man  denke  sich  durch  irgend  eine  Lage  des  sehenden  Punk- 
tes nach  der  ihr  entsprechenden  des  gesehenen  eine  gerade  Linie 

gezogen,  suche  die  Oberfläche,  welche  durch  alle  solche  gerade 
■inten  gebildet  wird,  und  bestimme  dann  den  Durchschnitt  die- 
ser Oberfläche  mit  der  gegebenen,  so  ist  die  Durchschnittskurve 
der  scheinbare  Ort  des  gesehenen  Punktes. " 

Um  diess  nun  zu  bewerkstelligen,  seien 

y=f(x),  z=F\x)  (1) 
die  Gleichungen  der  Kurve,  auf  der  sich  der  sehende  Punkt  bewegt; 

y=/i(*),  (2) 
Theil  XI.  24 
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die  der  Kurve,  auf  der  eich  der  gesehene  Punkt  bewegt  und 

S(*,y,x)=0  W 

die  Gleichung  der  Oberfläche,  auf  der  die  scheinbaren  Orte 
geben  werden  sollen. 

Sei  ferner  t  die  von  einem  bestimmten  Anfange  an  bis  zu  irgend 
einem  beliebigen  Zeitpunkte  verflossene  Zeit,  und 

«  =  9(0*  *=9>i(0  <4> 

seien  die  Funktionen  der  Zeit,  welche  die  Werthe  der  AbscUsen  der 
Kurven  (1)  und  (k2)  ausdrücken,  so  werden  auch  die  Ordinalen  y 
und  x  der  beiden  Kurven  als  Funktionen  der  Zeit  gegebeu  aeio, 
wenn  man  filr  x  seinen  Werth  als  Funktion  von  t  setzt. 

Man  findet  also  für  die  Kurve  (1) : 

wenn  KO-AtfO).  d(0=*W0);  W 

für  die 

x=<pl(t),  y=^,(<),  i=^(0 
wenn  1*(0=/ita(0)>  *(0  =  *i(9i(0).  (6) 
Die  Gerade,  die  durch  diese  Punkte  geht,  hat  zu  Gleichungen : 

oder 

(x- 9(0)  A(0  - *«»=(*-  W)(9>i(0-9(0),  j  ^ 
(y_^))(d1(0-d(0)=^-5(0)(^i(0-^(0).  > 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grosse 
t,  so  findet  man  eine  Gleichung 

&(x,y,i)  =  0,  (8) 

welche  die  Gleichung  der  durch  alle  diese  Linien  gebildeten  Ober- 
fläche ist.  Die  Durchschnittskurve  der  durch  (8)  und  der  durch 
(3)  ausgedruckten  Fläche  ist  die  gesuchte  Kurve  des  scheinbaren 
Ortes.   Gehen  wir  zu  Anwendungen  über. 

1)  Ein  Auge  bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
a  horizontal,  während  ein  Körper  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
von  einer  Höhe  h  herunter  fallt.  Man  soll  den  scheinbaren  Ort 
dieses  fallenden  Körpers  auf  einer  vertikalen,  der  Richtung  des 
Auges  parallelen  Eben©  bestimmen,  welche  von  dieser  Linie  um 
die  Grüsse  k  entfernt  ist. 
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an,  es  fangen  das  Auge  und  der  Körper  ihre  Be- 
wegungen zu  gleicher  Zeit  an ;  der  Ausgangspunkt  des  Auges  sei 
Anfangspunkt  der  Koordinaten,  die  Richtung  desselben  Axe  der 
x,  die  Axe  der  z  vertikal  und  die  positive  Axe  der  v  gegen  die 
gegebene  Ebene  gewendet.   Die  Gleichungen  (5)  sind  also  hier 

x=xit,  y=0,  i=0; 

die  (6)  dagegen 

x=6,  y—c,  z=A— ^  ; 

4 

wenn  b  und  c  die  horizontalen  Koordinaten  des  Fusspunktes  der 
Linie  sind,  welche  der  fallende  Körper  beschreibt.  Demnach 

<P(t)=at,  tK0=0,  3(0=0;  9,(0=6,  *(0=c  *M=h-2£i 

worin  ^  die  Beschleunigung  durch  die  Schwerkraft  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  (7)  werden  also  zu: 

(x-a0(A-^)»s(6-4>> 

y(*-^)=*c; 


2a»(%—  cz)  (c  —  y)*  —  gy(cx—by)*=zü 

die  Gleichung  (8)  erfolgt. 
Die  Gleichung  (3)  ist  hier 

demnach  erhält  man  als  Gleichung  des  scheinbaren  Ortes: 

2o*(A£-  «)(c— k)*~gk(cx— M)«=ü, 

welche  Gleichung  eine  der  wirklichen  Kurve  identische  Kurve 
drückt,  die  mit  dir  in  der  Entfernung  k  parallel  gezogen  ist 

Setzt  man  statt  x\x  +  —  >  statt  x:z-|  ,  so  wird  diese  Glei- 

c  c 


2a*  (c— A)*cz + aJtc*z*=0 , 

2a«(c-A)« 

^~  jfÄc  * 

demnach  ist  die  Kurve  des  scheinbaren  Ortes  eine  Parabel,  deren 
Heitel  zu  Koordinaten  hat: 


21* 


l 

I 
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bk       ,  hk 

*=7«  y=k<  i=t 

und  deren  Parameter  -  ^c  ;  ist.  Die  Axe  derselben  ist 
parallel  der  Axe  der  2. 

Hieraus  ergeben  sich  einige  merkwürdige  Folgerungen.  Wäre 
nämlich  k—c,  so  lande  man,  dass  der  Körper  eine  gerade,  senk- 
rechte Linie  zu  durchlaufen  scheine,  was  sich  von  selbst  versteht, 
da  er  alsdann  seine  wirkliche  Bahn  zu  durchlaufen  scheint  and 
durchläuft.  Im  Anfange  der  Bewegung  ist  der  Körper  scheinbar 
in  dem  Punkte,  dessen  Koordinaten: 

bk         ,        hk . 

d.  h.  im  Scheitel  der  Parabel.  Am  Ende  der  Zeit  t  dagegen  ist 
der  Körper  in  dem  Punkte,  dessen  Koordinaten: 

M  +  (c-k)at  ^m-lQ. 

x  —      c     •  y—h' z—  2c 

Nimmt  man  dagegen  den  Scheitel  der  Parabel  (in  der  Ebene  der 
xz)  zum  Anfangspunkt* der  Koordinaten,  so  sind  die  Koordinaten 
dieser  zwei  Punkte: 

x  =  0,  y=k,  s  =  0; 

(c  —  k)at         .  gkl2 
*=■  ö  '  2=~  2c~* 

Demnach  scheint  der  Körper  in  der  Zeit  t  (von  Anfang  an)  die 
Länge : 

zu  durchlaufen,  während  das  Auge  die  Länge  at  durchläuft. 

2)  Ein  Punkt  bewegt  sich  horizontal  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit a  in  einer  geraden  Linie,  während  ein  Auge  sich 
in  einem  ebenfalls  horizontalen  Kreise  mit  der  gleichförmigen  Win- 
kelgeschwindigkeit 6  bewegt.  Welches  ist  die  Kurve  des  schein- 
baren Ortes  auf  einer  Ebene,  die  parallel  ist  mit  der  Richtung 
des  gesehenen  Punktes,  vertikal  steht  und  von  dem  Mittelpunkt 
des  Kreises  um  die  Grösse  k  entfernt  ist? 

Es  sei  r  der  Halbmesser  des  Kreises,  seine  Ebene  die  der 
xy,  sein  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  die  Axe 
der  2  nach  oben  gerichtet.  Sei  ferner  die  Gleichung  der  vom  ge- 
sehenen Punkte  beschriebenen  geraden  Linie: 

y=c,  z  =  d  ; 

indem  wir  die  Axe  der  x  ihr  parallel  annehmen  und  deren  posi 
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tiven  Theil  nach  der  Richtung  der  Bewegung  hin  gehen  lassen; 
dessgleichen  sei  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  gegen  dieselbe 
gerichtet   Endlich  sei 

y=f 

die  Gleichung  der  erwähnten  Vertikalebene. 

Es  sei  im  Anfange  der  Bewegung  das  Auge  in  der  positiven 
Axe  der  y,  der  gesehene  Punkt  in  einer  Stelle,  deren  Abscisse 
x  —  k  sei,  so  ist  für  diesen  Fall: 

ar=rsin(60,  y=rcos(6/),  2=0 
für  den  sehenden  Punkt,  d.  h. 

q>(t) =r sin (bt),  y(t) =r  cos  (bt),  ö(t)  =  0; 

dessgleichen 

Vl(t)  =  k^nty  ft(A=c,  öl(t)  =  d. 

Die  Gleichungen  (7)  werden  also: 

(a: — r  sin  (60)  d  =  z  (k + at  —  r  sin  (bt)) , 
(y — r  cos  (bt))  d  =  z(c  —  r  cos  (bt)). 

Diese  zwei  Gleichungen  mit  der  Gleichung 

y 

bestimmen  vollständig  die  gesuchte  Kurve. 

Wir  wollen  sie  nur  für  den  Fall  ableiten,  dass  a=0,  d.  h.  der 
gesehene  Punkt  in  Ruhe  sei.    Alsdann  lindet  sich: 

r*(i—  <f)a= (zk  -  isf  +  (cz—df)* 

als  Gleichung  der  Projektion  der  gesuchten  Kurve  auf  die  Ebene 
der  arz,  welche  Projektion  aber  der  Kurve  selbst  identisch  ist. 
Die  gesuchte  Kurve  ist  somit  vom  zweiten  Grade.    Sie  ist 

a)  eine  Ellipse,  wenn  r<c; 
ß)  eine  Parabel,  r  =  c; 

y)  eine  Hyperbel ,   „     r  >  v. 

Diese  Andeutungen  mögen  genügen. 
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Ein  neues  Verfahren,  ohne  Wlnkel- 
Messinstr  ument  c,  fast  ohne  alle  Kennt- 
nisse in  der  i»  cometrie,  und  nur  mit  ge- 
ringem Gebrauch  der  Messkette  sehr 
zerschnittene  Fluren  genau  und  sehneil 
aufzunehmen  und  zueartiren;  also  für 
viele  .Land  wir  the  und  andere  geeignet, 
die  die  Geometrie  nur  nebensächlich 
betrieben  haben ;  Jedoeh  auch  in  vielen 
Fällen  für  Feldmesser  von  Profession 
anseheinend  vorzugsweise  brauchbar. 

Ton  dem 

Herrn  Vermessungs -Revisor  N  ernst 

zu  Bossin  auf  der  Insel  Rügen. 

Es  sind  bisher  noch  wohl  keine  Absteckstäbe,  Messflag^en 
oder  dergleichen  vorgeschlagen  n  orden ,  womit  man  viele  im  Freien 
auf  einmal  damit  bezeichnete  Punkte  in  einiger  Entfernung  (bis 
auf  ungefähr  600  Schritte)  sicher  und  genau  von  einander  unter- 
scheiden, und  darnach  diese  Punkte  leicht  benennen  konnte.  Prak- 
tisch am  brauchbarsten  dürften  solche  Messflaggen  wie  Taf.  VII. 
Fig.  1.  einzurichten  sein.  Die  offenen  Endflächen  des  C\  linders 
an,  etwa  1  Fuss  im  Durchmesser,  werden  durch  gewöhnliche 
kleine  Tonnenbänder,  der  Mantel  des  ( \ linders  durch  verschie- 
denfarbiges Zeug  gebildet.  Man  nehme  schwarzes,  rothes  und 
weisses  Zeug,  Farlien,  die  allenthalben  ächt  zu  haben  sind,  was 
wichtig  ist,  Regen  und  Sonnenschein  widerstehend,  und  die  auch 
in  der  Ferne  am  besten  zu  unterscheiden  sind.  Mit  diesen  drei 
Farben  kann  man,  in  der  Ferne  deutlich  unterscheidbar,  21  ver- 
schiedene solche  Cylinderflaggcn  herstellen.  Nämlich,  indem  von 
den  Farben  nur  die  Anfangsbuchstaben  hergesetzt  werden: 
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r. 


r. 

8. 

s. 

w. 

w. 

r. 

s. 

w. 

8. 

r. 

8. 

r. 

8. 

w. 

r. 

8. 

r. 

r. 

W. 

r. 

w. 

s. 

r. 

W. 

r. 

w. 

S. 

w. 

8. 

r« 

H*. 

8. 

w. 

w. 

r. 

w. 

r. 

s. 

W. 

r. 

w. 

Die  Streifen  dürfen  natürlich  nur  horizontal  gehen,  da  die 
Cylinderflaggen  sonst  nicht  von  allen  Seiten  gleich  aussehen  wür- 
den. Mehr  als  drei  Streifen  zu  nehmen  ist  nicht  rathsam,  da 
dann  Undeutlichkeit  entstehen  könnte.  Glaubt  man  mehr  als  21 
zu  gebrauchen,  was  indessen  nicht  so  oft  vorkommen  moste,  so 
muss  man  lieber  eine  neue  Farbe  hinzu  nehmen.  Gelb  oder  hellblau 
würde  am  besten  sein;  indessen  sieht  in  der  Ferne  das  Gelbe 
leicht  weiss,  das  Hellblaue  schwarz  aus.  Die  Streifen  brauchen 
nicht  breiter  als  V  zu  sein.  Man  muss  nothwendig  in  so  fern 
eine  feste  Ordnung  beibehalten,  dass  man  immer  von  oben  an  die 
Flappen  benennt.  Die  Flaggen  selbst  sind,  ein  ftir  allemal,  oben 
rnitBand  eni  zum  Anhängen  verseben,  da  sonst  beim  Abwehen  z.  ß. 
r.  w.  s.  statt  s.  w.  r.  unrichtig  wieder  angehängt  werden  konnte. 
Viele  Verrichtungen,  so  auch  diese,  gelingen  nur,  wenn  man 
keine,  auch  nicht  die  unscheinbarste,  Vorsichtsmassregel  ausser 
Acht  lässt. 

(Es  erhellet,  dass  diese  Cy linderflaggen  auch  beim  Messen 
des  Details  mit  dem  Messtisch  von  wesentlichem  Nutzen  seiu 
würden. ) 


Zu  diesen  Flaggen  kann  man  gross  tentheils  kleine  leichte, 
natürlich  aber  nur  gerade  Stangen  nehmen.  Ausserdem  gebraucht 
man  mehrere  bedeutend  grossere  Stangen,  etwa  mit  Stroh  kennt- 
licher gemacht.  Man  errichte  mit  drei  Strohstangen  (Taf.  VII. 
Fig.  2.)  in  oder  um  einer  aufzunehmenden  Flur  zunächst  ein  nur 
ganz  ungefähr  gleichseitiges  Dreieck  ABC  Mit  den  Cylinderflag- 
gen bezeichne  man  innerhalb  des  Dreiecks  alle  bemerkenswerthen 
Punkte  in  den  Grenzen  und  landwirtschaftlichen  Contureo,  in 

Finz  beliebiger  Reihenfolge,  so  dass  di«»se  Conturen  von  einer 
lag^e  zur  andern  als  gerade  anzunehmen  sind ;  während  man 
dabei  zugleich,  nach  und  nach,  in  einer  dabei  entstehenden  ganz 
ungefähren  Handzeichnung,  etwa  wie  in  Taf.  VII.  Fig.  3.,  bemerkt, 
in  welchen  Punkten  und  Conturen  man  jede  einzelne  Flagge  senk- 
recht errichtet  hat.  Es  erfordert  diese  Handzeichnung  nicht  etwa 
Fertigkeit,  oder  geometrische,  sondern  nur  moralische  Genauig- 
keit, dass  die  notirten  Farben  nicht  verwechselt  werden  können. 

Man  messe  hierauf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  Wäh- 
rend man  hierbei  von  B  nach  C  sich  bewegt,  werden  die  siimmt- 
lichen  Flaggenstangen,  die  man  im  Dreieck  ABC  ausgesteckt  hat, 
eh  und  nach,  aber  wahrscheinlich  ausser  der  Reihe,  mit  5 


Strohstange  A  in  eine  gerade  Linie  kommen.  Wo  dies  geschiebt, 
wird  die  jedesmalige  Entfernung,  immer  von  B  ah  gemessen. 
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notirt,  und  hierbei  zugleich  angegeben,  welche  Farbe  es  war. 
Nur  die  Linien  der  Flaggen  mit  A  notirt  man  beim  Messen  der 
Linie  BC.  Die  Verlängerung  der  Linien  zweier  oder  mehrerer 
Flaggen  unter  sich,  die  nicht  etwa  auch  durch  A  gehen,  l&sst 
man  unbeachtet.  Man  kann  hierbei  nicht  leicht  irren,  denn  man 
hat  nur  zu  beachten,  was  mit  der  einzigen  Stange  A  vorgeht,  die 
durch  ihre  Grosse  und  den  Strohwiepen  kenntlich  ist.  Die  beiden 
Strohwiepen  B  und  C  stören  nicht ,  weil  man  damit  in  einer  Linie 
ist.  Ganz  analog  verfahrt  man  bei  der  Messung  der  andern  bei- 
den Linien  CA  und  AB.  Das  unmittelbar  beim  Messen  geführte 
Manual  sähe  sich  dann  so  an: 


Von  B 

Von  C 

Von  A 

narh  C. 

nach  A. 

nach  B. 

Ruthen. 

w 

•  17,0 

60,1 

48,3 

s 

22,4 

13,5 

69,5 

r 

24,0 

30,8 

65,0 

WS 

29,2 

57,2 

37,4 

rs 

36,4 

58,2 

30,0 

tcr 

36,4 

66,0 

21,6 

sr 

39,4 

17,1 

57,4 

rw 

41,3 

42,3 

43,8 

sw 

45,2 

36,3 

45,9 

StÜT 

46,0 

58,8 

19,5 

trtc 

69,5 

59,5 

7,5 

rsw 

78,1 

17,8 

27,5 

90,1 

81,5 

79,7 

Es  ist  nämlich  für  das  Auftragen  zweckmässig,  wenn  bei  jeder 
Farbe  die  entsprechenden  Entfernungen  in  den  Dreiecksseiten  bei- 
geschrieben  werden.  Sollte  dies  nicht  gleich  beim  Messen  selbst 
geschehen  sein,  so  muss  doch  vor  dem  Auftragen  das  Manual 
so  geordnet  werden. 

Aus  Taf.  VII.  Pig.  4.  ist  nun  beispielsweise  bei  den  Punkten 
s ,  r  und  w  zu  ersehen,  wie  bei  der  Construction  der  übrigen  Punkte 
zu  verfahren  ist. 

Wenn  beim  Messen  das  Dreieck  fertig  ist,  so  wird  eine  Stroh- 
stanze,  etwa'  C,  weggenommen  und  auf  der  andern  Seite  von  AB 
damit  ein  anderes,  möglichst  gleichseitiges,  Dreieck  gebildet,  u.  s.  w. 

Die  Aufnahme  des  Details  hat  sonst  eben  so  grosse  Schwie- 
rigkeiten, wenn  auch  anderer  Art,  als  die  Triangulirung  einer 
Flur.  Es  ist  erfahrungsmässig  die  Klippe,  an  der  junge  Praktiker 
am  leichtesten  scheitern;  denn  es  muss  immer  berücksichtigt 
werden,  das*  das  (preußische)  Feldmesser-Reglement  nurl  Sgr.3Pf. 
pro  Morgen,  auch  ftir  die  speciellste  Vermessung,  gewährt.  Durch 
Fehler  oder  nur  Unvollstfindistkeiten  im  Detail  kann  aber  das 
Eigenthum  eben  so  leicht  und  leichter  verletzt  werden ,  als  wenn 
in  einigen  Seiten  des  Netzes  Fehler  von  einigen  Fussen  obwalten. 
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Detail  ist  aber  oft  so  ausnehmend  verwickelt,  dass  bei  einer 
rein  mechanischen  Methode  die  Wahrscheinlichkeit  des  Irrens  die 
geringere  sein  dürfte ;  hei  der  obigen  ist  man  aber  auch  der  wun- 
derlichsten Figuren  immer  vollkommen  Herr. 

Wenn  oben  angegeben  wurde,  dass  auch  Feldmesser  von 
Fach  sich  dieser  Methode  mit  Vortbeil  bedienen  könnten,  so  ist 
es  dann,  wenn  nach  irgend  einer  Methode  das  Netz  über  eine 
Flur  gelegt  und  das  Detail  nur  einigermass'en  verwickelt  ist. 
Wären  die  Dreiecke  des  Netzes  zu  gross  für  diese  Methode,  so 
können  sie  erst  durch  drei  in  den  Dreiecksseiten  errichtete  Stroh- 
stangen leicht  entsprechend  in  vier  Dreiecke  zerlegt  und  dann 
ganz  wie  oben  angegeben  verfahren  werden. 


Beweis  des  obersten  Grundsatzes  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tarnow  in  Galizien. 


L 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gründet  sich  bekannter 
Maassen  auf  die  als  Grundsatz  hingestellte  Annahme,  dass  aus 
mehreren,  für  eine  zu  suchende  Grosse  durch  gleich  genaue 
Beobachtungen  gefundenen  Werthen  der  wahrscheinlichste  Werth 
dieser  Grosse  dem  arithmetischen  Mittel  dieser  ßeobaebtungs- 
terthe  gleich  sei.  Da  sich  nicht  läugnen  lässt,  dass  in  dieser 
Voraussetzung  etwas  Willkürliches  liege ,  indem  es  ja  der  Mittel 
aas  mehreren  Grössen,  also  auch  ihrer  berechnungsweisen ,  unzäh- 
lige rl  ei  gibt ;  so  bleibt  eine  gründliche  und  allgemeine  Rechtfer- 
tigung dieses  obersten  Princips  einer  so  höchst  folgenreichen  und 
nutzlichen  Doctrin  gewiss  wünschenswerth.  Ich  hoffe,  die  hier 
mit<*etheilte  sei  mir  geglückt  und  der  Beachtung  der  Mathematiker 
nicht  unwürdig. 

>  .  »    •  » 

2. 

■ 

Für  eine  zu  bestimmende  Grösse,  welche  x  heissen  mag, 
habe  man  durch  Beobachtungen  die  Werthe  a,  6,  c,....  gefun- 
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den ;  man  verlangt  aus  diesen  Beobachtung werthen  die  Grösse  x 
selbst  zu  berechnen. 

Sei  die  Abhängigkeit  jeder  Grosse  x  von  den  für  sie  beob- 
achteten Werthen  «,  6,  c,....  durch  die  ihrer  Form  nach  noch  un- 
bekannte Function  f(a,  6,  c ,....)  ausgedrückt;  sei  daher 

x—f{a,  6,  c ,....)• 
Nun  stellen  wir  folgenden  Satz  auf: 

I.  Es  ist  gleichmütig,  ob  man  nach  der  von  der  Func- 
tion f  ausgesprochenen  Rech nungs vorschri ft  unmittel- 
bar aie  Grosse  x  selbst  aus  ihren  Beobachtungswerthen 
a,  6,  c...  berechnet,  oder  ob  man  zuerst  ihren  Unterschied 
von  einer  beliebigen  Grosse  m,  nemlich  x  —  m,  aus  den 
Unterschieden  der  Beobach tungswerthe  von  dieser 
Hilfsgrosse  m,  d.  i.  aus  a — m,  6 — m,  c — m,....,  nach  der- 
selben Rechnungsvorschrift,  und  nachher  erst  daraus 
mittelbar  die  Grösse  x  selbst  nach  der  Gleichung 
x=m -f  (x — m)  berechnet. 

Anstatt  nemlich  x  geradezu  aus  x= f(a,  b,  c ,.,..)  zu  berech- 
nen, kann  man  auch  vorerst  x  —  m  aus 

x — m  =  f(a — m,  b — wi,  c  —  m, ....) , 

und  dann  erst  x  aus 

x  —  m\  (x—  m) 

berechnen. 

Z.  B.  soll  die  Polhohe  x  eines  Ortes  durch  Beobachtungen 
bestimmt  werden,  und  hat  man  für  sie  bereits  die  Werthe  gefunden: 

a=48<>12'32",  o=48°12'38v,  c=48°12'43ff,....; 

so  kann  man  auch  nur  fragen,  um  wie  viel  die  Polhohe  x  über 
48°12'=m,  oder  über  48°  12' 30"  =  »»,  oder  über  48°12'32"r,  oder 
unter  48°  12' 45"  oder  von  48°  12' 36"  entfernt  liege;  uod  jede  die- 
ser Annahmen  für  m  muss  auf  den  nemlichen  Betrag  von  x  leiten. 

Die  Richtigkeit  des  behaupteten  Satzes,  der  Grundlage  un- 
serer ganzen  vorschwebenden  Untersuchung,  erhellet  aus  Folgen- 
dem. Mankannja  den  Unterschied  x  —  m  selbst  wieder  als  eine 
neue,  mittels  Beobachtungen  zu  bestimmende  Grosse  ansehen, 
für  die  man  die  Beobachtungswerthe  a — -m,  6  —  m,  c— m,....  ge- 
funden hat   Der  Voraussetzung  gemäss  soll  aber  die  Gleichung 

x~f(a,  bt  c,....) 

die  allgemeine  Rechnung« Vorschrift  aussprechen,  wie  jegliche 
zu  suchende  Grösse  x  aus  ihren  Beobachtungswertben  c,  b,  c,.... 
berechnet  werde.  Mithin  muss  nach  eben  dieser  Recbnungsvor- 
schrift  auch  die  dermalen  unbekannte  Grösse  ar— m  aus  ihren 
Beobachtungswerthen  a— m,  6— m,  c  —  m,....,  d.  i.  nach  der 
liestimmungsgleichung 
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.r  —  m-=zf{a — m,  b  —  mt  c— in,....) 
berechnet  werden. 

3. 

Der  Unterschied  der  beiden  letzten  Gleichungen  gibt  die 
Gleichung 

f(a,  b,  c,....) — f(a  —  tn,  b — tn,  c — mt....)—m, 

welche  für  alle  Werthe  von  m,  a,  b,  c,....  gelten  muss. 

Zw  Entwickelang  des  Subtrahend*  benutzen  wir  Folgendes, 
Nimmt  man  Ton  einer  nach  mehreren  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  w,  r,  to,....  sich  richtenden  Function  f  (u,  v ,  ic ,....) 
ihre  partiellen  Diffcrentialquotienten,  und  bezeichnet  man  diese 
Kürze  halber  nur  durch  <p(u),  v(t>),  t^(tr),....;  so  gibt  bekanntlich 
der  erweiterte  Taylorsche  Lehrsatz  das  Entwicklungsgesetz 

f{u-\-  du,  v-\-4vt  w -\-/1w,. .•.)=/*(«,  t?,  «?,....) 
+  9>(»-f-£4«)  ^t<  +  x(»  +       ^»  +  ^(w  +  &4w)Jw  +  .... 

wo  £,  tj,  absolute  Zahlen  zwischen  0  und  1  sind. 

Setzt  man  demnach  u=a,  v=b,  «c=c,....,  Au.—Av==.Aw==.....-==.—mt 
so  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in 

[<p  (a — £m)  -f  x(Ä  —  17m)  +  ^(c— 0m)  + ....]  m  =  ?n; 

daher  auch  noch ,  weil  m  jede  Grosse  annehmen  kann ,  in 

(p(a—£m)  +  x(6  —  17m)  +  i/<e  ~$m)  -f- ....  =  1. 

Diese  Functionalgleichung  soll  aber  för  jeden  Betrag  der  von 
einander  ganz  unabhängigen  Grössen  mt  a,  6,  c,....  bestehen; 
das  vermag  sie  jedoch  (wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man 
von  den  Grossen  «t,  b,  c,....  eine  allein  abändert)  bloss  dann, 
wenn  jeder  Summand  unveränderlich  ist,  folglich  die  Functionen 
9.  %.  t/;,....  gewisse  von  mf  n,  bt  c,....  ganz  unabhängige  Con- 
stanten p,  q,  r,....  sind,  «emlich  wenn 

,  x     df  ,^df  /  x  df 

ist  Dann  ist 

p  +  f-f-r-f- ....=1. 

Demnach  lässt  sich  nun  leicht  die  Form  der  Function  f  bestimmen. 
Denn  weil 

also  auch 
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df=pdu  +  qdv  4-  rdtc  -f  .... 

ist;  so  gibt  die  Integration 

f(u,v,  tc,)=  C  +  pu  +  qv  -\-ric  -f  .... , 

wofern  C  die  Integrations^Constante  bezeichnet. 
Sofort  ist  jetzt 

x=f(a,  6,  c, ....)=  C  +  pa -f  ^6  -frc  -f  .... 

Zur  Bestimmung  von  C  erwägen  wir,  dass  falls  s^mmtlicbe  Beob 
achtungswerthe  «,  6,  c,....  gleich  Null  auffallen  würden ,  notwen- 
dig auch  die  ans  ihnen  zu  bestimmende  Grösse  x  Null  sein 
müsste.   Dadurch  aber  wird  C=0  und  sonach 

xz=.pa  -f  qb  +  rc  + . ... 

Um  jedoch  auch  noch  die  weno  gleich  einfache  Bedingung 
gleichung 

in  den  Ausdruck  von  x  mit  einzuflechten ,  stellen  wir  uns  vor,  dass 
die  Zahlen  p,  «,  r,....  mit  einer  beliebigen  Zahl  t  multiplicirt  die 
Producte  h,  i,  k,....  geben,  nemlich  dass  pt=h,  qt=if  rf =£,...-. 
folglich 

h        i  k 
P—J>  f/=}>  r — J 9  "" 

sei.   Dann  wird 

Aa  +  t'6-Mc-f  .... 


.  h  -f-  i  +  k  -f  - .... 

l-  t 

Beseitigt  man  nun  hieraus  wieder  die  ganz  willkürliche  Zahl  t 
durch  Theilung,  so  wird  endlich 

ha  -f  t*6  -f-  kc  j- .... 

Oder  auch:  Sind  den  Zahlen  p,  q,  r,....  gewisse  andere  A,  u 
Ar,....  (direct)  proportional,  nemlich 

£  q  r_ 

h~T~  k  ' 

so  sind  alle  diese  Verhältnisse  einerseits  auch  noch 

P  +  g-f  r  +  .... 

und  andererseits 
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pa  -f-  qb-\-  rc-f 
ha     S  -f-  kc  -f  


Dann  folgt  hieraus  ebenfalls 

ha  -f-  10  -f-  kc  -f- .... 
*  =    A  fi+ A+~~ 

Dabei  leuchtet  zugleich  ein,  dass  die  Zahlen  A,  i,  A,.„,  nicht 
mehr  wie  die  früheren  p,  7.  r,  ...  mit  ihren  eigentlichen  Betrügen, 
sondern  nur  mit  ihren  gegenseitigen  Verhältnissen  in  Rech- 
nung zu  bringen  sind ;  folglich  jedes  System  solcher  Zahlen  durch 
jedes  andere  ihnen  proportionaler  Zahlen  ersetzt  werden  kann. 

4. 

*  t.  i »    •  •.  f  *  ■  *    -  •  't   "  ■  i  \ .  1  •>  *  '  1 '.    .1  -  *il  1 . 

Nachdem  wir  nun  die  allgemeine  Form  des  Rechnunesaus- 
druckes  von  x  gefunden  haben,  benutzen  wir  zur  näheren  Erfor- 
schung der  Hilfs-Verhaltnisszahlen  A,  t,  A,..~  den  folgenden  Satz: 

II.  Die  durch  Beobachtungen  zu  bestimmende  Grosse 
x  ist  ein  Mittel  der  für  sie  gefundenen  Beobachtungs- 
werthe  u,  6,  c,....;  wenn  anders  bei  der  Auffindung  dieser 
Werthe  lediglich  der  Zufall  insofern  wirksam  gewesen  war,  als 
diese  im  Vergleich  gegen  die  gesuchte  Grösse  nicht  durchgängig 
zu  gross  oder  zu  klein  sich  ergeben  haben. 

Denn  sind  die  beobachteten  Werthe  a,  b,  c,....  von  x  —  wie 
man  jederzeit  voraussetzt  —  in  so  weit  zufällig  gefunden  worden, 
da*s  man  keinerlei  vorwiegenden  Grund  hat,  sämmtliche 
diese  Werthe  zu  gross  oder  zu  klein  anzunehmen;  so  muss  man 
zugestehen,  dass  einige  derselben  zu  gross,  andere  hinge- 
gen zu  klein  sich  ergeben  haben,  und  dass  sobin  die  gesuchte 
Grosse  ein  Mittel  ihrer  ßeobachtungswerthe  ist. 

Nun  ist  der  die  Berechnung  von  x  leitende  Quotient  bekannt- 
lich dann  gewiss  ein  Mittel  der  Grüssen  a,  b,  c,....,  namentlich 
ein  sogenanntes  arithmetisches,  wenn  die  multiplicativen  Ver- 
hältnisszahlen A,  1,  A,         insgesammt  in  einerlei  Aggregations- 

Beziehung  vorkommen,  also  einstimmig  oder  kurzweg  durchaus 
positiv  sind;   wogegen  es  zweifelhaft  bleibt,  wenn  sie  un- 

ßleichstiinmig  sind.     Mithin  müssen  gesammte  anzunehmenden 
tultiplicatoren  A,  i,  A,....  der  Beobachtungswerthe  «,  6,  c,....  po- 
sitiv sein; 

oder:  die  durch  Beobachtungen  zu  suchende  Grösse 
ist  (irgend)  ein  arithmetisches  Mittel  der  für  sie  aufge- 
fundenen Beobachtungswerthe. 

5. 

Bis  jetzt  haben  wir  erwiesen,  dass  die  wahre  zu  suchende 
Grösse  x  ein  arithmetisches  Mittel  ihrer  Beobachtungswerthe  ist. 
wofern  nur  zu  jedem  solchen  Werthe  der  passliche  Multiplicator 
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bekannt  Ist.  Allein  es  gibt  kein  Mittel,  die  ganz  richtigen  multi- 
plicativen  Verhftltnisszahlen  aufzufinden ,  daher  auch  keine  Ver- 
sicherung, dass  man  die  wahre  Unbekannte  selbst  gefunden 
habe;  mithin  kann  man  nur  erwarten,  aus  den  Beobachtungswer- 
then  für  diese  Unbekannte  einen  solchen  Werth  aufzufinden,  der 
sich  von  ihr  möglichst  wenig  unterscheidet,  und  tur  sich  den 
höchsten  Grad  der  Wahrscheinlichkeit  bat,  und  darum  auch 
der  wahrscheinlichste  Werth  dieser  Unbekannten  genannt  wird. 

Auch  dieser  wahrscheinlichste  Werth  der  gesuchten 
Grösse  muss  ein  arithmetisches  Mittel  der  Beobach- 
tungswerthe  sein,  welche  hier  nur  andere  Mulriplicatoren  er- 
halten müssen,  die  jedoch  von  den  früheren  desto  weniger  unter- 
schieden sein  werden,  je  weniger  dieser  wahrscheinlichste  Werth 
von  der  wahren  Unbekaunten  selbst  verschieden  ausfallt. 

Denn  1.  kann  zufällig  mit  der  gesuchten  Grösse  selbst  ihr 
wahrscheinlichster  Werth  fiherein fallen,  wenn  nemlich  das  Zuklein 
der  Beobachtungswerthe  mit  ihrem  Zugross  in  der  Zusammenfas- 
sung sich  gegenseitig  aufhebt. 

2.  Je  grösser  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist,  desto  öfter 
muss  die  zu  suchende  Grösse  selbst  theils  völlig  genau,  tfaeils 
höchst  nahe  beobachtet  werden,  und  desto  öfter  ein  Zugross  mit 
einem  gleichen  Zuklein  der  Beobachtungswerthe  sich  ausgleichen, 
desto  genauer  muss  daher  auch  der  wahrscheinlichste  Werth  mit 
der  gesuchten  Grösse  übereinkommen ;  ja  bei  unendlich  grosser 
Anzahl  der  Beobachtungen  muss  sogar  völliges  Zusammentreffen 
derselben  statt  finden:  und  doch  kann  die  Kechuungsweise  nur 
die  nemliche  bleiben,  mag  die  Menge  der  Beobachtungswerthe 
klein  oder  gross  sein. 

3.  Endlich  —  und  dies  ist  das  entscheidenste  —  muss  ja  auch 
der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten ,  so  wie  diese  selbst 
eine  gewisse  einzige  oder  bestimmte  Grösse  sein,  und  diese 
Grundbedingung  allein  hat  uns  den  ersten  Lehrsatz  (I.)  und  die 
auf  ihn  gestützte  Ableitung  (3)  an  die  Hand  gegeben. 


6. 

Die  (positiven  oder  absoluten)  VerhSltnisszahlen  A,  t, 
welche  den  einzelnen  Beobachtungswerthen  a,  b,  c,....  als  Mul- 
tiplicatoren  zugesellt  werden  und  dadurch  auf  den  Betrag  der 
gesuchten  Grösse  x  oder  ihres  wahrscheinlichsten  Werthes  Ein- 
ttuss  nehmen,  folglich  nicht  willkürlich  angenommen  werden  kön- 
nen, sind  von  der  Grösse  der  Beobachtungswerthe  unab- 
hängig, daher,  von  anderen  Eigenschaften  zusaramengefasst,  von 
der  so  genannten  Güte  oder  Genauigkeit  der  Beobachtungs- 
werthe, denen  sie  angehören ,  abhängig ;  welche  selbst  wieder  nach 
der  angewandten  Beo  nach  tun  gs  weise,  nach  den  mancherlei 
Mitteln  und  Werkzeugen,  nach  den  mehr  oder  weniger  günsti- 
gen Umständen,  der  grösseren  oder  geringeren  Sorgfalt  der 
Beobachtung  u.  dgl.  geschätzt  oder  bemessen  wird,  was  freilich 
schwierig  und  nur  wenig  sicher  geschehen  kann. 
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Nur  io  dem  besonderen  —  aber  glücklicher  Weise  am  häu- 
figsten eintretenden  —  Falle,  wo  alle  Beobachtungen  auf  gleiche 
Weise  mit  einerlei  Mitteln,  unter  den  nemlicheo  Umständen,  mit 
gleicher  Sorgfalt  u.  s.  f.  ausgeführt  wurden,  und  man  folglich  die 
gefundenen  Beobachtungswerthe  allesammt  Air  gleich  gut  oder 
genau  erachten  kann,  unterliegt  es  keinerlei  Anstand ,  jene  Güte* 
Verhältnisszahlen  A,  i,  Ar,....  der  Beobachtungswerthe  et,  6,  c,.... 
sämmtlich  unter  sich  gleich  oder  der  Eins  proportional  anzuneh- 
men. Ist  dann  «  die  Anzahl  dieser  beobachteten  Werthe,  so  ist 
der  gesuchten  Grösse  wahrscheinlichster  Werth 

a-f«d-f-c+  .... 


d.  i.  das  arithmetische  Mittel  der  Beobachtungswerthe. 

7. 

Für  den  letzten  Fall  hat  Herr  Professor  En cke  in  seinem  astro- 
nomischen Jahrbuche  für  1834  einen  interessanten  Beweis  gege- 
beo,  der  sich  vornehmlich  auf  eine  Eigenschaft  der  symmetrischen 
Functionen  und  darauf  stützt,  dass  der  behauptete  Satz  —  wenig- 
stens wie  Herrn  Röber's  verdienstlicher  Auszug  unter  Artikel 
„Experiment"  im  „HandwOrterb.  d  Chemie  u.  Physik,  herausgcg. 
v.  August  u.  A. ,  Berlin  1842",  sich  ausdrückt  —  „offenbar" 
bei  zwei  Beobachtungswerthen  gelten  muss.  Da  jedoch  das  Zu- 
gestandniss  dieses  Einzelfalls  nicht  unbedenklich  ist,  daher  solches 
„offenbar"  nur  als  Nothbeweis  sich  ansehen  la'sst;  so  möge  mir 
die  Anführung  meiner,  auf  das  logische  Princip  vom  zureichenden 
Grunde  gestützten  Rechtfertigung  desselben  gestattet  sein. 

Sind  durch  zwei'directe  und  gleich  gute  Beobachtungen  fdr 
eine  auszumittelnde  Grösse  x  die  beiden  ungleichen  Werthe  a  und 
b  gefunden  worden;  so  muss,  weil  bei  der  Auffindung  dieser 
Beobachtungswerthe  bloss  der  Zufall  thätig  vorausgesetzt  wird, 
es  eben  so  wahrscheinlich  sein,  einen  zu  grossen  als  zu  kleinen 
Werth  für  x  gefunden  zu  haben.  Mithin  hat  man  keinerlei  vor- 
wiegenden Grund,  die  zu  ermittelnde  Grösse  eher  grösser  als 
kleiner  denn  beide  Beobachtungswerthe,  oder  eher  dem  einen 
ab  dem  anderen  derselben  gleich  anzunehmen;  folglich  muss  sie 
ein  Mittel  beider  sein.  Da  aber  hat  man  wieder  keinen  über- 
wiegenden Grund,  diese  Grösse  näher  an  dem  grösseren  als  an 
dem  kleineren  Beobachtungswerthe  vorauszusetzen;  folglich  muss 
sie  zwischen  ihnen  mitten  inne  liegen.  Das  aber  kann  nur  die 
halbe  Summe,  das  arithmetische  Mittel  beider  Beobachtungswerthe, 
a-f-6 

— 2~  5  folglich  ist  dieses  der  wahrscheinlichste  Werth  der  gesuch- 
ten Giösse. 

8. 

Noch  bleibt  mir  in  Kürze  nachzuweisen  übrig,  dass  und 
wie  aus  dem  von  mir  aufgestellten  allgemeineren  arithmetischen 
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Mittel,  diejenige  von  denrBeobacbtungsfchler  A  abhängige  Func- 
tion tp(A)  sieb  aufstellen  lässt,  der  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Eintrittes  dieses  Fehlers  bekanntlich  proportional  ist 

Für  eine  zu  suchende  Grosse  x  seien  die  Beobachtungswertbe 
M,  M\  M"§....  gefunden,  deren  noch  unbekannte  Fehler 

M—x=A>  M'  —  x—A'y  M" — x—  A" 

sind.  Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  die- 
ser Fehler  proportional  dem  Producte 

<p(J)<p(J')<pV")....=  Sl; 

daher  ist  jener  Werth  von  x  der  wahrscheinlichste,  fiir  welchen 
&  ein  Maximum  ist.  Nimmt  man  von  &  den  natürlichen  Logarith- 
men, differenzirt  nach  x  und  setzt  ^-=0;  so  erfolgt 

_1_  tl^A)  _l  d<p(A')  1  d<p{A")  _n 
<p(A)'   dA   %(^')*   dA'    +  <p{Any   dJ'r'  +  --ü' 

- 

■  ii.l  dw(A) 

oder,  wenn  man  abkürzend        •         =  t/'(^)  setzt, 

%>(J)  +  y(A') + + ....  =0. 

Da  aber  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ein  arithmetisches 
Mittel  der  Beobachtungswerthe  M%  M' ,  M",....t  deren  Güte- Ver- 
hältnisszahlen g,  g1 ,  g",....  sein  mögen,  also 

gM  +  g'M'+g»M"+  

■  ■ 

ist,  so  folgt  hieraus  die  Gleichung 

g(M  -  x)  +g'(M'  -x)±  gtt{M» -x)  +  .... =0 

oder 

gA  +  g'A'+g"A"  +  ....^0. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  für  die  A  findet  man,  wenn 
man  die  zweite  mit  dem  unbestimmten  Multiplikator  p  multiplicirt 
und  von  der  ersten  abzieht, 

(tp(^)  -  w4 + WS)  -       +       -  wT*) + ••••  =0. 

Diese  Summe  kann  aber  nur  verschwinden,  wenn  ihre  von  einan- 
der unabhängigen  Summanden  selbst  allesammt  einzeln  verschwin- 
den, folglich 

und 

t1-  gA  ~  g'A'-g"A°- 
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ist  Es  muss  demnach  f*=-!~"  eine  von  der  Veränderlichen 
ganz  unabhängige  Constante  sein.   Dann  ist 


■  i 


also 


9(4) 


— 7-^-  rr      .  z/dz/. 


Die  Integration  dieser  Gleichung,  in  der  die  g  von  der  Grosse 
des  A  unabhängig  ist,  gibt 

l—£r-=Hg.\J2i  also  <p(J)=Cei^\, 

wofern  C  die  Integration»- Constante  vorstellt. 

Da  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  d  desto  kleiner  aus- 
fallen muss,  je  grosser  dieser  selbst  ist,  und  da  e= 2*71828....  >1 
ist;  so  muss  der  Exponent  von  e  negativ  sein,  und  daher  kann 
man  ifi^r:  —  A2  setzen.  So  erhält  man  für  die  gesuchte  Function 
die  Form 

wie  auch  sonst  auf  anderen  Wegen. 


Vachweis  der  Möglichkeit  oder  Erzeu- 
gung eines  Obelisken. 

Ein  Anhang  zu  dem  im  Archiv,  im  IX.  Bande,  1.  Heft, 
Nr.  X.»  S.  87.,  von  dem  Herrn  Herausgeber  veröffent- 
lichten Aufsatze. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Profe«sor  der  Mathcuiatik  zu  Taroow  in  Gttlizicn. 


Herr  Professor  Grunert  hat  seinem  höchst  gelungenen  Be- 
weise (a.  a.  O.  Nr.  ÖL  S.  82.)  der  von  Herrn  Koppe  gefundenen 

Theil  XI.  «s 
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Berechnuogsregel  des  Rauminhaltes  eines  Obelisken  den  oben 
erwähnten,  über  die  Entstehung  solcher  Kflrper  handelnden  Auf- 
satz zugegeben ,  in  dessen  Eingang  er  die  Bemerkung  macht ,  dass 
in  der  streng  wissenschaftlichen  reinen  Geometrie  „jederzeit  erst 
die  Realität  eines  geometrischen  Objectes  nachgewiesen  werden 
müsse,  bevor  man  es  überhaupt  unternehmen  dürfe,  weitere  Un- 
tersuchungen ü'ber  dasselbe  anzustellen";  mit  welcher  Ansicht 
gewiss  jeder  krilische  Geometer  vollkommen  einverstanden  sein 
wird.  Von  diesem  Probleme  hat  er  selbst  eine  analytische  Auf- 
losung vorgelegt,  ich  dagegen  werde  hier  die  von  ihm  als  wfln- 
schenswerth  dargestellte  synthetische  zu  geben  und  die  seine 
zu  vervollständigen  bemüht  sein. 

Der  Erklärung  gemäss  (a.  a.  O.  S.  83.)  ist  ein  Obelisk  ein 
Korper,  welcher  von  zwei  parallelen  gleichvielseitigen  Vielecken 
als  Grundebeuen  und  von  eben  so  viel  Trapezen  als  den  Seiten- 
ebenen eingeschlossen  ist.  Die  Frage  ist  nun:  Wie  lässt  sich 
ein  solcher  Körper  construiren  ? 


A.   Synthetische  Auflösung. 

1.    Construction  aus  einem  Prisma. 

Ein  Prisma,  z.  B.  das  Sseitige  ABCDEabcde  (Taf.  VIII.  Fig.  1.) 
sei  gegeben.  Man  führe  in  der  einen  Grundebene  zu  dem  in  ihr 
befindlichen  Vielecke  abcde  ein  durchweg  paralleles  ctßySt,  jedoch 
so,  dass  keine  zwei  parallelen  Seiten  derselhen  gleich  seien.  Da- 
zu wird  man  irgend  einen  Punkt  a  zu  der  der  Spitze  a  entsprechen- 
den des  neu  zu  erzeugenden  Vieleckes  wählen,  durch  ihn  die 
aß  ||  aber  (ungleich)  ~Z.ab  führen,  dann  durch  ß  die  ßy  ||  aber 
~2L bc,  und  wo  nöthig  noch  so  fort  weiter  vorgehen,  bis  man  die 
drittletzte  Spitze,  hier  v,  bestimmt  hat.  Durch  diese  nun  ziehe 
man  yd'^kcd,  so  wie  durch  «  die  us'^tae.  Zum  Schlüsse  des  zu 
zeichnennen  Vieleckes  führe  man  noch  irgend  eine  weder  durch 
Ö'  noch  durch  t'  gehende  Gerade  dt  |j  de;  so  ist  sicher  yÖ'Z.cd 
und  at~Z.ae.  Ist  zugleich  auch  noch  bi~Z.de,  so  hat  man  erreicht, 
was  gefordert  wird.  Ist  aber  zufällig  öt  =  dc;  so  braucht  was 
nur,  wenn  crs  und  y8  conver^iren ,  die  Se\\  zu  sich  um  ein  Ange- 
messenes zu  verrücken,  und  wenn  sie  parallel  laufen,  den  Punkt 
y  in  der  ßy  etwas  zu  verschieben  und  das  vorige  Verfahren  zu 
wiederholen.  —  Endlich  legt  man  durch  jedes  Paar  paralleler  Sei- 
ten der  zwei  parallel  gestellten  Vielecke  abcde  und  aßyÖs  ihr« 
Ebene;  so  entstehen  eben  so  viele  Seiteuebenen,  welche,  weil 
die  parallelen  Seiten  ungleich  gemacht  wurden,  sicher  Trapeze 
sein  müssen;  was  erforderlich  ist,  damit  der  Körper  ABCJJEußyöi 
ein  Obelisk  werde. 

2.   Construction  aus  einem  Vieleck  und  einer 

parallelen  Ebene. 

Eine  Abänderung  der  gelehrten  Construction  besteht  darin, 
dass  man  sich  ein  beliebiges  ebenes  Vieleck,  s.  B  ABC  DE,  «nd 
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zu  «einer  Ebene  eine  andere  P  parallel  construirt,  und  in  dieser 

bei  einer  beliebigen  Spitze  a  anhebend  ein  ebensovielseitiges  pa- 
ralleles V  ieleck  aßyde  so  construirt,  dass  jede  zwei  parallele  wei- 
ten dieser  Vielecke  ungleich  seien. 

Man  wird  iu  dieser  Absicht  durch  er  und  AB  eine  Ebene 
legen,  welche  die  P  in  einer  zur  AB  parallelen  Geraden  schnei* 
det,  von  der  man  aß'Z.AB  abschneidet.  Eben  so  legt  man  durch 
ß  und  BC  eine  Ebene,  diese  schneidet  die  P  in  einer  zur  BC 
parallelen  Geraden,  auf  der  man  die  ßy~Z.BC  abträgt.  So  fahrt 
man  fort  bis  mau  zur  drittletzten  Spitze,  hier  y,  gelangt  ist.  So 
wie  bis  hieher  verfahrt  man  auch  weiter  am  Schlüsse  des  zu  con- 
strairenden  Vieleckes  dem  Wesentlichen  nach  wie  in  der  früher 
erörterten  Weise. 

3.   Construction  aus  den  Seitenkanten. 

Sei  ABCDEF  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  irgend  ein  ebenes  Vieleck. 
Durch  eine  Spitze  A  desselben  sei  eine  ueliebige,  die  Ebene  des 
Vieleckes  durchstossende,  ganze  (unendliche)  Gerade  a  geführt. 
Durch  einen  Punkt  dieser  Geraden  und  durch  die  nächstfolgende 
Spitze  B  lege  man  eine  neue  Gerade  6.  Ingleichen  führe  mau 
durch  einen  Punkt  der  b  und  durch  C  die  Gerade  c;  und  durch 
einen  Punkt  der  c  und  durch  D  die  Gerade  d.  (Jcberhaupt  ver- 
fahre man  in  gleicher  Weise  an  allen  Spitzen  des  Vieleckes,  bis 
man  vor  der  vorletzten  Spitze,  hier  E,  angelangt  ist.  Da  nun 
kommt  Alles  auf  die  richtige  Führung  der  Geraden  e  durch  diese 
vorletzte  Spitze  E  und  durch  einen  Punkt  der  nächst  früheren  Ge- 
raden d  an;  was  die  folgende  Betrachtung  vermittelt. 

Die  durch  die  letzte  Vielecksspitze  F  zu  führende  Gerade  f 
soll  die  erste  Gerade  a  schneiden,  also  muss  auch  die  Ebene  er 
(d.  h.  die  der  Geraden  e  und  des  ausser  ihr  befindlichen  Punktes 
r)  die  a  schneiden,  und  darf  daher  zu  dieser  a  nicht  parallel  sein. 
Führt  man  demnach  durch  die  letzte  Vielecksseite  EF  die  Ebene 
2 1|  a,  so  schneidet  diese  die  Ebene  dE  in  einer  <^er..den  et,  welche 
zur  verlangten  Geraden  e  nicht  geeignet  ist.  —  Dieselbe  letzte  / 
Gerade  f  soll  aber  auch  noch  die  vorletzte  Gerade  e  schneiden, 
also  muss  die  Ebene  aF  die  e  gleichfalls  treffen  und  darf  daher 
zu  dieser  Geraden  e  nicht  parallel  sein.  Legt  man  demnach  durch 
£  die  Ebene  £  ||  «F,  so  schneidet  sie  entweder  die  Ebene  dE 
in  einer  Geraden  ?2>  welche  dann  ebenfalls  nicht  zur  gewünschten 
vorletzten  Geraden  e  geeignet  ist,  oder  die  Ebene  &  fallt  mit  der 
Ebene  dE  selbst  überein,  was  nur  geschehen  kann,  wenn  DE\\  AF 
und  d\\aF  ist,  wesswegen  man  da;  wo  DE\\AF  ist,  schon  die 
Gerade  d  nicht  ||  aF,  ulso  nicht  mit  der  Durchschnittslinie  der 
Ebene  cD  und  der  durch  D  zur  Ebene  aF  parallelen  Ebene  über- 
einfallend, wählen  darf. 

Von  den  zwei  Geraden  ev  und  e2  muss  wenigstens  Eine  die 
d  schneiden.  Führt  man  nun  durch  was  immer  für  einen  Punkt 
der  Geraden  d,  welcher  von  jenem  einen  oder  diesen  beiden 
Durchschnitts  punkten  verschieden  ist,  und  durch  E  die  Gerade  e\ 
so  genügt  diese  vermöge  des  Obigen  gewiss.  Legt  man  nemlich 
jetzt  die  Ebenen  eF  und  aF,  so  schneidet  jene  die  Gerado  o, 

2Ö* 
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diese  die  e,  mithin  schneidet  ihre  Durchscbnittslinie  /"beide  letz- 
teren Geraden. 

Säramtliche  durch  die  Vielecksspitzen  gelegten  Geraden  a,  b,  c, 
dy  e,  f  geben  demnach  das  Gerüste  aller  Seitenkanten  des  zu 
construirenden  Obelisken.  Legt  man  sofort  durch  jede  zwei  be- 
nachbarte, sich  schneidende  Seitenkanten  ihre  Ebene,  so  erhalt 
man  die  Gesammtschaft  der  Seitenebenen.  Dazu  führt  man  noch 
als  zweite  Grundebene  eine  zur  Ebene  des  Vieleckes  parallel,  je- 
doch so,  dass  zwischen  diesen  zwei  Grundebenen  keine  zwei  be- 
nachbarten Seitenkanten  sich  durchschneiden. 

4.    Abänderung  des  Schlusses  dieser  Constr uetion. 

* 

Der  Scbluss  der  letzten  Construction  lasst  sich  nach  folgender 
Betrachtung  abändern. 

Vor  den  zwei  letzten  Seitenkanten  r,  /  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  an- 
gelangt, fordert  man,  1.  dass  e  die  d  schneide,  2.  dass  f  die 
a  treffe,  und  3.  dass  auch  r  und  f  einander  begegnen.  Es  ist 
demnach  durch  die  Grundseite  Eh  eine  Ebene  eEFf  oder 'kurz 
tn  dergestalt  zu  legen,  dass  sie  nicht  nur  den  Geraden  d  und  a, 
deren  jede  mit  der  EF  sich  kreuzt,  begegne,  sondern  auch  die 
Durchschnittslinie  g  der  Ebenen  tlE  und  nF  treffe,  welche  sich 
mit  ihr  (der  Ebene  tfl)  in  den  Seitenkanten  e  und  f  schneiden; 
folglich  so,  dass  die  IV or male  w  dieser  Ebene  tn  auf  den  3  Ge- 
raden d,  a,  g  schief,  auf  der  EF  aber  senkrecht  stehe.  Eine 
solche  Normale  m  ist  aber  leicht  zu  construiren. 

Legt  man  neniiich  durch  was  immer  ftir  einen  Punkt  M  auf 
die  Gerade  d  senkrecht  die  Ebene  £>,  auf  a  senkrecht  die  Ebene 
21,  auf  g  senkrecht  die  Ebene  (5,  endlich  auf  EF  senkrecht  die 
Ebene  JL ;  so  schneidet  die  letztere  die  drei  früheren  im  Allge- 
meinen in  drei  Geraden  Ö,  a,  y.  Dann  kann  jede  durch  M  gehende, 
von  6,  er,  y  verschiedene  Gerade  der  Ebene  SL,  weil  sie  auf  EF 
senkrecht,  auf  d,  o,  g  aber  schief  steht,  die  Normale  m  der  zu 
suchenden  Ebene  JTl  sein,  die  man  coustruirt ,'  indem  mau  auf  /», 
durch  die  zu  ihr  senkrechte  EF,  ihre  senkrechte  Ebene  errichtet. 

Nur  wenn  die  Ebene  dE\\aF  ist,  also  die  Gerade  g  verschwin- 
det, wird  jedenfalls  e \\ f.  Damals  ist  aber  DE  \\  AF  und  d\\aF. 
Wo  demnach  DE  \\  AF  ist,  darf  man  nicht  auch  noch  rf||nF 
wählen. 

Da  wo  nur  DE  \\  AF,  nicht  aber  d  \\  uF  ist,  muss  g  \\  DE\\AF 
sein ,'  folglich ,  weil  die  Ebene  2T5  jederzeit  von  der  Grundebene 
verschieden  gedacht  wird,  muss  sie  die  Gerade  g  sicher  schnei- 
den, wesMvegen  hier  das  Legen  der  senkrechten  Ebene  <B  über- 
flüssig ist. 

Sind  von  den  3  Geraden  d ,  a,  g  zwei  oder  alle  unter  sich 
parallel ,  so  genügt  jede  der  parallelen  schon  allein  für  die  andere 
oder  für  beide  andere. 

Anmerkung.  Augenfällig  sind  die  zwei  ersten  Constnictio- 
nen  mittels  der  zweiten  Grundebene  weit  einfacher  als  die  zwei 
letzten  mittels  der  Seitenkanten. 
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B.    Algebraische  oder  analytische  Auflosung. 

1.    Ausgehend  von  der  Construction  dec 
zweiten  Grundebene. 

Construirt  man  wie  vorhin  (in  1.  und  2.)  zur  Grundebene 
ABC  DE  (Taf.  VIII.  Fig.  4.)  eine  parallel  gestellte  abcde,  deren 
Seiten  von  den  parallelen  verschieden  sind,  so  kommt  es  am 
Schlosse  doch  immer  nur  darauf  an,  zu  einem  Viereck  ACDE 
em  anderes  acde  so  zu  construiren ,  dass  cd  ||  aber  ZC'/),  de  || 
aber  ~Z.DE  und  ea  ||  aber  ZEA,  also  der  Winkel  dzzzD  und 
e  =  ^  sei,  wahrend  die  Seite  ac  mit  den  Winkeln  a  und  c  zwar 
gegeben  ist,  aber  nur  zufällig  ac  ||  oder  —  AC  und  o=i4,  also 
c=C  sein  kann. 

Projicirt  man  (orthogonal)  die  geschlossene  Polygonale  acde 
auf  die  Senkrechte  der  Seite  ae;  so  haben  die  Seiten  ac,  cd,  de, 
ra  beziehungsweise  die  Projeetionswinkel  a,  a -f  c  -f-  G ,  — e,  G, 
wenn  G  den  gestreckten  Winkel  vorstellt;   daher  ist 

ac.sina-f  cd.  Bin (a  +  c+  G)-Me.sin(—  <?)  +  ea.sm  G=0. 

Es  ist  aber  q +c  =  2G  —  (d  +  e)  =  2G--(Z)-f  £),  also 

ac.sina-f  frf.sin(ö-f^) — de. sin  JE  =  U. 

Projicirt  man  (gleichfalls  winkelrecht)  die  geschlossene^  Poly- 
gonale acae  auf  die  Senkrechte  der  Seite  de;  so  haben  die  Sei- 
ten de,  ca,  ae,  cd  beziehungsweise  die  Projeetionswinkel  d,  d+c+G, 
—e,  G;  daher  ist 

de .  sin  d  -f  ca .  sin  (d  +  c + G)  +  «re .  sin  (—  i?)  -f-  eef .  sin  G = 0. 

Es  ist  aber  d=D,  d  +  c=2G-(<i  f  e)=2G-(a  +  £),  folglich 

i/c .  sra  D  +  ca .  sin  (a  -f-  E)  —  ae .  sin  E  —  0. 

Diese  Gleichungen  müssen ,  wenn  man  de  und  ae  durch  die 
von  ihnen  verschiedenen  Seiten  DE  und  ersetzt,  da  8\nE 
oie  Null  ist,  jedenfalls  in  Ungleichungen  übergehen;  mithin  ist 
die  Seite  cd  immer  so  zu  wählen,  dass  gleichzeitig 

cdZZCD, 
cd .  sin  (D  +  E)  ~ZL  DE .  sin  £— ac .  sin  a 

und 

cd.  sin  D         ZZAE.s\j\E — ac.*in(niE) 
sei;  was  ohne  Zweifel  jederzeit  möglich  ist. 


I 
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2.   Ausgehend  von  der  Construction  der 
Seitenkanten. 

0 

Bei  dieser  Construction  sind  alle  Seitenkanten  mit  Ausschluss 
der  zwei  letzten  nur  an  die  Bedingung  gebunden,  dass  jede  fol- 
gende durch  einen  beliebigen  Punkt  der  vorhergehendeil  gehe. 
Mithin  bleibt  zum  Schlüsse  mittels  der  Analysis  nur  noch  die  fol- 
gende Aufgabe  zu  lösen: 

„Zu  einem  Paar  Geraden,  (1)  und  (2),  sollen  durch 
zwei  Punkte.  (Ii^,)  und  (^ifek)»  welche  ausser  ihnen  und 
mit  keiner  von  beldeirin  einer  Ebene  liegen,  ein  Paar 
andere  sich  schneidende  Geraden,  (3)  und  (4),  so  aefihrt 
werden,  dass  die  eine  (3)  der  ersteren  (1)  und  die  an* 
dere  (4J  der  zweiten  (2)  von  jenen  begegne. 

Seien  die  Gleichungen  der  gegebenen,  die  erste  und  dritt- 
letzte Seitenkante  vorstellenden  Geraden 

(1)  f^=t*i=*_=£i, 

a,  6,  cx 


und  die  der  zwei  zu  suchenden,  die  letzte  und  vorletzte  Seiten- 
kante vorstellenden  Geraden 


(3) 
(4) 


«i         ßi  Yi 

* — £2  _y—>h  _  z~ti 

«a         ß%  H 


Dann  sind  eigentlich  nur  die  zweierlei  a,  ß,  y  zu  bestimmen, 
welche,  so  wie  die  bekannten  zweierlei  a,  b,  c,  Zahlen  vorstellen, 
die  den  Cosinus  der,  von  der  positiven  Richtung  der  betreffenden 
Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der  winkelrechten  Coordi- 
natenaxen  der  x,  y,  z  gebildeten,  hohlen  Winkel  proportional  sind. 

Nun  soll  erstens  die  Gerade  (3)  die  (1)  schneiden.  Dazu 
ist  zunächt  erforderlich,  dass  sie  beide  in  einerlei  Ebene,  nament- 
lich in  der  die  Gerade  (1)  und  den  ausser  ihr  befindlichen  Punkt 
(kiViti)  enthaltenden  Ebene  liegen.  Seien  ^i»  C|  proportio- 
nal den  Cosinus  der  (wie  vorher  bestimmten)  Winkel  der  Normale 
dieser  Ebene  mit  den  Coordinatenaxen ;  so  müssen,  weil  diese 
Normale  nicht  nur  auf  der  Geraden  (1),  sondern  auch  auf  der 
durch  die  Punkte  (xij/iZi)  und  (^mti)  gehenden  Geraden,  bei  der 
die  Cosinus  ihrer  Winkel  den  Unterschieden  —  £( ,  «i  — 
»i—  &  proportional  sind,  senkrecht  stehen  rouss,  nie  Gleichungen 
gelten : 

Ax  (*t  (yt  -  vi)  +  Ci  (h  -  &)  =0; 

aus  denen  man  die  Proportionen  findet: 


■ 
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(5)  l  4:*(*i~&)~«lfe-~&>  = 

Ci:ai(&  —  Vi)— ^1  (^i  —  Ii)*  •. 

mittels  derer  sich  die  Proportionalen  Alt  Blf  (  \  bestimmen  lassen. 

Damit  in  diese  Ebene  auch  die  gleich  ihr  durch  den  Punkt 
(£i*7i£i)  gehende  Gerade  (3)  falle,  muss  auf  ihrer  Normale  auch 
diese  Gerade  senkrecht  sein;  mithin  erhält  man  für  die  Forde- 
rung, dass  die  Geraden  (3)  und  (1)  in  einerlei  Ebene  liegen,  die 
Bedingungsgleichung 


Dieselben  Geraden  sollen  sich  aber  auch  durchschneiden,  da- 
her nicht  zu  einander  parallel  sein ;  folglich  dürfen  die  Cosinus 
ihrer  Winkel  mit  einerlei  Coordinatenaxen  nicht  insgesammt  pro- 
portional, d.  h.  von  den  drei  Verhaltnissen  dürfen 


höchstens  ein  Paar  gleich  sein. 

Zweitens  soll  die  Gerade  (4)  die  (2)  schneiden.  Darum  muss, 
wenn  A2,  />V  Ca  den  Cosinus  der  Winkel  der  Normale  ihrer  Ebe- 
nen proportional  sind,  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

f  ^*:Mza  —  &)  —  C2(y%—  *fc)  = 

(8)  -«•(%-*•)  = 

und 

j 

(9)  ^  +  ^+0,^=0 

sein;  und  zugleich  dürfen  von  den  drei  Verhältnissen 

(10)  %   f?,  & 

a%     64  c2 

höchstens  ein  Paar  gleich  sein. 

.  Drittens  endlich  sollen  die  Geraden  (3)  und  (4)  selbst  ein- 
ander durchschneiden.  Dazu  müssen  die  Ciosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  der  sie  beide  enthaltenden  Ebene  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet,  insofern  sie  auf  jenen  Geraden  senkrecht 
sfebt,  gemäss  den  Proportionen  (5)  den  Unterschieden 

'2^1' r  .      Ar» -toi'  ri«2-r*«i> 

proportional  sein;  und  weil  dieselbe  Normale  auch  auf  der  durch 
die  Punkte  (fet^Si)  und  gehenden  Geraden  -  der  vorletz- 

ten Grundseite  —  senkrecht  stehen  muss,  wird  die  Bedingungs- 
gleichung bestehen: 
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+.(6-«(«ifc-«rfi)=o. 

Damit  endlich  diese  Geraden  zu  einander  nicht  parallel 
dürfen  von  den  drei  Verhältnissen 

?*     ?l     &    '  ' 

«2'  ft*  r* 

höchstens  ein  Paar  gleich  ausfallen. 

Für  die  zu  suchenden  zwei  Triaden  von  Cosinus-Proportiona- 
len a«,  ßl ,  yi  und  «j,  02  >  y«  hat  man  demnach  einerseits  die  drei 
Gleich  ungen  (6),  (9),  (11)  und  andererseits  die  drei  Bedingungen 
(7),  (IGT),  (12).  Zwei  Unbekannte,  z.  ß.  y, ,  y2,  lassen  sich  aus 
jenen  Gleichungen  climiniren,  nnd  man  erhält  sofort  Mos  Eine 
Gleichung  mit  vier  Unbekannten.  Von  diesen  ist  sonach  je  eioe, 
z.  B.  ßt  und  ß2,  völlig  frei  wählbar,  und  die  zwei  übrigen,  hier 
ct|  und  «2>  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  der  letzten  sie  ent- 
haltenden Gleichung  und  jenen  drei  Bedingungen  Genüge  geschehe. 
Dies  ist  aber  sicher  jederzeit  möglich,  weil  diese  Unbekannten  in 
jener  Gleichung  blos  in  der  ersten  Potenz  erscheinen  und  zugleich 
stetig  sind. 


C.   Annahme  einer  allgemeineren  Erklärung 

des  Obelisken. 

Bisher  hatten  wir  die  engste  Erklärung  des  Obelisken  fest 
gehalten,  der  zufolge  sämmtfiche  Seitenebenen  desselben  ohne 
Ausnahme  Trapeze  sein  müssen,  folglich  keine  zwei  parallele 
Grundkanten  einander  gleich,  und  keine  zwei  unmittelbar  nach 
einander  folgende  Seitenkanten  unter  sich  parallel  sein  dürfen. 
Dies  geschah  hauptsächlich  darum,  weil  diese  Einschränkungen 
die  Construction  wesentlich  erschweren.  Allein  die  Erklärung  des 
Obelisken  muss,  wenn  anders  die  Lehre  desselben  umfassend 
brauchbar  seht  soll,  dermassen,  und  wie  es  auch  schon  sein  Er- 
finder, Herr  Professor  Koppe,  gethan,  so  erweitert  « erden,  dass, 
wenn  auch  nicht  alle,  so  wenigstens  manche  Seitenebenen  Paral- 
lelogramme, also  manche  Paare  paralleler  Grundkanten  gleich,  oder 
manche  Paare  benachbarter  Seitenkanten  parallel  seien.  Demge* 
mäss  legen  wir  folgende  weiteste  Erklärung  des  Obelisken 
zu  Grunde. 

Ein  Obelisk  ist  ein  Körper,  der  von  zwei  parallelen  und 
parallel  gestellten  gleichvielseitigen  ebenen  Vielecken  als^  Grund- 
ebenen  und  von  den  Ebenen  jeglicher  zwei  parallelen  Vielecks- 
selten  (Grundkanten)  als  Seitenebenen  begrenzt  ist. 

Nach  dieser  Erklärung  wird  der  Obelisk  insbesondere 
ein  Prisma,  wenn  jede  zwei  parallelen  Grundkanten  gleich  oder 
die  Grundebenen  congruent  sind. 
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Legt  man  diese  allgemeinere  Erklärung  zu  Grunde,  so  ver- 
einfacht sich  die  Construction  des  Obelisken  namhaft.  Denn 

1.  bei  der  Construction  der  zweiten  Grundebene  braucht  man 
die  nach  einander  folgenden  Seiten  derselben  jenen  der  ersten 
Grundebeue  blos  parallel,  übrigens  nach  Gefäßen  ungleich  oder 
gleich  zu  machen. 

2.  Bei  der  Construction  der  Seitenkanten  hat  man  nur  allein 
zu  fordern1,  dass  jede  folgende  in  derjenigen  Ebene  Hege,  welche 
die  Spitze  der  Grundebene,  durch  die  sie  zu  führen  ist,  und  die 
vorhergehende  Seitenkante  enthalt.  Nur  die  letzte  Seitenkante  / 
io  -Ta£  VIII.  Fig.  2.  wird  sich  ergeben,  wenn  man  die  Ebeue  eF 
und  aF  legt,  wonach  ihre  Durchschnittsliiüe  jene  Kante  sein  wird. 
Ist  nun 

o)   die  e\\at  so  ist  auch  ^||  (e  und  d) ; 

6)  schneidet  e  die  a,  muss  auch  f  sie  beide  hn  selben  Punkte 
schneiden;  und 

c)  endlich,  wenn  e  und  a  sich  kreuzen,  kann  e  bloss  aus- 
nahmsweise zu  Einer  aus  ihnen  parallel  sein ,  in  der  Regel 
wird  sie  jedoch  beiden  in  getrennten  Punkten  begegnen. 

Man  kann  also  fast  immer  erwarten,  dass  f  sowohl  die  e 
als  auch  die  a  schneiden  werde,  und  nur  selten  wird  sie  zu  Einer 
aus  ihnen,  und  noch  seltener  zu  beiden  parallel  ausfallen. 

Anmerkung.  Diese  letztere  Construction  nun  wurde  eigent- 
lich von  dem  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  a.  a.  O.  als  Lösung 
einer  analytisch  •  geometrischen  Aufgabe  mitgetheilt.  Denn  seine 
Gleichungen  (2)  und  (11)  kommen  der  letzten  Seitenkante  als 
Durchschnittslinie  der  zwei  durch  seinen  Punkt  (a^c^)  und  durch 
je  eine  der  beiden  gegebenen  Geraden  zu,  und  dass  sie  die  vor- 
letzte und  erste  Seitenkante,  d.  i.  jede  dieser  gegebenen  Geraden, 
schneide,  hängt  davon  ab,  dass  sowohl  von  den  drei  Verhält- 
nissen 

cos  <p:  cos  a],  cos    :  cos  ßx ,  cosj^cosft 

als  auch  von  folgenden  dreien: 

cosqp:cosora,  cos  if/ :  cos  ß% ,  cos%:cosy2 

nicht  mehr  als  zwei  gleich  ausfallen,  oder  dass  von  den  Propor- 
tionalitäten 

cos«i  :cosj?t  :cosyi  =co&ct^:cosß.l:co8Y% 
=  ClA2-AlC1:AlB2—BlA2:BlCi-C1B% 

keine  zwei  vollständig  bestehen. 
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Heber  die  Differenziation  der  Expo- 
nenzialgrössen  und  des  Logarithmus 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Wenn  man  in  der  Differenzialrechnung  die  Differenziation  der 
einfachsten  Funktionen  ausfuhren,  also  die  Uifferenzialquotienten  von 

aP%  a*  und  \ogx 

entwickeln  will,  so  bedarf  man  bekanntlich  dazu  des  Nachweises, 
dass  sich  die  Grössen 

1)   ^  (1  +  0)*,  — j— 

bestimmten  angebbaren  Gränzen  nähern,  sobald  man  $  bis  zur 
Null  abnehmen  lasst.  Gewöhnlich  zeigt  man  diess  mit  Hülfe  de* 
binomischen  Satzes  fär  ganze  positive  Exponenten,  wie  auch  der 
Verlasser  in  seinem  Handbucne  der  Differenzialrechnung  gethan 
hat;  es  bleibt  aber  wünschenswert!! ,  den  Nachweis  der  Existenz 
jener  Gränzen  unabhängig  von  dem  Bioomialtheoreme  zu  liefern, 
um  nachher  dieses  selbst  mit  Hülfe  der  Differenzialrechnung  ab- 
leiten zu  können.  Für  den  ersten  der  in  No.  1)  verzeichneten 
Ausdrücke  ist  diese  Forderung  bereits  durch  den  Aufsatz  No.  II. 
Bd.  X.  des  Archivs  erfüllt,  und  es  bleibt  daher  noch  übrig,  das- 
selbe für  die  anderen  Ausdrücke  in  ])  zu  leisten,  was  hier  ge- 
schehen soll. 

Für  jedes  ganze  positive  m  und  beliebige  y  gilt  bekanntlich 
die  Formel 

woraus  für  y  —  1  +  x  folgt: 
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Geben  wir  auf  der  rechten  Seite  dem  als  positiv  vorausgesetzten 
x  seinen  kleinsten  Werth  Null,  so  folgt 

oder  nach  Multiplikation  mit  x  und  Transposition  voo  —  1 : 

ar)»>l+m.r. 

Setzen  wir  #  =  ~,  wo  c  eine  positive  Grosse  ist,  und  erheben 

im«  r 

die  so  entstehende  Ungleichung 
auf  die  Potenz  a,  so  wird 

wobei  wir  mct=ß  setzen  wollen.  Da  m  eine  von  der  Einheit  ver- 
schiedene positive  ganze  Zahl  ist,  so  muss  offenbar  ma>«,  d.  h. 
0>a  sein,  und  wir  können  daher  die  obige  Ungleichung  auch  so 
aussprechen:  für  «</3  ist  zugleich 

(i+^<(i+J)/», 

and  hieraus  folgt,  dass  der  Ausdruck 
i)  (1  +  1)- 

fortwährend  wächst,  sobald  man  u>  immer  zunehmen  lässt. 

Dös  Wachsthum  der  in  2)  verzeichneten  Grösse  geht  aber 
nicht  ins  Unendliche  fort  und  zwar  vermöge  des  Theoremes,  dass 
för  ma  <2 

3)  (i  +  ;P)«<g__ 

ist.  Für  m=l  findet  man  diesen  Satz  leicht  bestätigt ;  denn  man 
hat  offenbar 

woraus  wegen  2+x  —  x*=(l  +  x)(2  —  a:)  folgt 

Dass  aber  der  Satz  auch  allgemeiner  für  Jedes  positive  m  eilt, 
lässt  sich  mittelst  des  Schlusses  von  m  auf  ro  +  1  darthun.  Mul- 
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tiplizirt  man  nämlich  die  Ungleichungen  3)  und  4),  so  folgt 

5)  (I  f  <  4«2(wi  +  1);c  +  2^2- 

^ 

Wendet  man  darauf  den  bekaiioten  Satz  an ,  daas  für  positive  a, 
6,  c  und  o  <6 

o  +  c  ^  a 

ist*),  so  folgt  für  «~4-2(«i4-l):r,  b  =  4  +  2(w  \  1)*,  c  =  2mx*: 

4  +  2(m  -H)x  +  2 mg*  4f2(/«fl)j 
4  —  2(m  +  \)x  +  2wur*  S  4  -2  (m  + 1)* ' 

wobei  aber  a,  d.  h.  4  — 2(m  +  l)x,  positiv  ausfallen  muss.  Nach 
5)  ist  nun  auch 

s4— 20»+*)*' 

d.  b. 

für  (wi  +  l):r  <2;  dasselbe  stimmt  mit  dem  uberein,  was  aus  der 
Ungleichung  3)  folgt,  wenn  man  m-f  1  fär  m  schreibt 

1  ..... 
Nimmt  man  in  3)  ar  =  — ,  so  ergiebt  sich  für  jedes  positive  m 

woraus  man  ersieht,  dass  der  Ausdruck  (l  -f-  —)m  mit  m  nicht 

gleichzeitig  ins  Unendliche  wachsen  kann ,  sondern  sich  einer  be- 
stimmten Kränze  nähern  muss,  welche  <3  ist.  Dieser  Satz  lässt 
sich  auf  bekannte  Weise  dahin  erweitern,  dass  auch 

Lim(l  +  V 

eine  bestimmte  endliche  Grösse  sein  muss,  wobei  nun  od  eine 


*)  Wenn  /!</>,  ist  auch  ncK.bc  ferner 

ab  +  ac  <ab\bc 

oilcr 

,      ,  {b\c)a<„{a\c)b 

und  durch  Omaion  mit  (l{a\c)  folgt  daran«  der  obige  Satz. 
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beliebige  positive  unendlich  wachsende  Zahl  bedeutet   FOr  a>  = 

worin  ö  gegen  die  Null  convergirt,  ergiebt  sich  daraus  der  zu  be- 
weisende Satz,  dass 

4 

Lim  (1  +  öf 

eine  endliche  bestimmte  Grösse  ist  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
e,  so  folgt  weiter 

Lim  !2£^±^  _  Lim  |og  [(i  +     j  =  |og  c> 

Da  hier  nichts  darauf  ankommt ,  nach  welchem  Gesetze  d  abnimmt, 
wenn  es  nur  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  so 
setze  man 

wobei  a  die  Basis  der  obigen  Logarithmen  und  s  eine  bis  zur 
Null  abnehmende  Grösse  bezeichnen  möge.    Es  wird  dann 

Lim^^j=loge,  bas  a 

oder  umgekehrt,  und  wenn  man  wieder  &  für  t  schreibt, 

Lim — 5 —  =  p— ,  basa: 
d        löge'  ' 

womit  das  letzte  der  in  Rede  stehenden  Theoreme  bewiesen  ist. 


Velber  den  Integralsinas  und  Integral- 
cosinus. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlund  Ich 

an  der  Universität  in 


Einige  Untersuchungen  aus  der  Theorie  bestimmter  Integrale 
erfordern  die  Betrachtung  zweier  transscendenten  Funktionen,  deren 
Definitionen  durch  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


390 


W       ,      CO3         ,  CO* 


.  <  •  •  f 


&'(»)= }  f — ^  1X3+ » TX3X5  ~~ 
«0=08772156+  .^:-._iT_»'_-ö+ .... 

gegeben  sind,  und  für  welche  ich  die  Namen  „Integralsinus" 
und  „Integralcosinus"  vorgeschlagen  habe.  Mau  kaun  übri- 
gens statt  der  obigen  Definitionen  auch  die  folgenden  setzen: 

1)  Si(<o)=fo"^dx, 

deren  compendiüse  Form  sich  gut  zur  Entdeckung  verschiedener 
Eigenschatten  unserer  Funktionen  eignet.  Setzt  man  gleichzeitig 
(o  =  mu  und  x  =  my,  so  gehen  die  Formeln  1)  und  2)  in  die  fol- 
genden über: 

j  o  y 

in  denen  m  eine  beliebige  constante  positive  endliche  Grosse  be- 
zeichnet. Wir  wollen  von  diesen  Formeln  einige  Anwendungen 
mittheilen. 

I.  Es  ist  för  w>y^O: 

ly=&my  —  J  sin  2y -f  i  sin  3y  —  .... 

Dividirt  man  beiderseits  mit  y  und  integrirt  darauf  zwischen  y=0 
bis  y  =  u,  wobei  m<tt  sein  muss,  weil  nur  für  u<^it  die  obige 
Gleichung  besteht,  so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  No.  3) 

U  <JT. 

Von  grösserem  Interesse  sind  die  folgenden  Betrachtungen. 

II.  Man  setze  in  der  Formel  3)  m  =  l,  3,  5,....4«-f  1  und 
nehme  alle  so  entstehenden  speziellen  Gleichungen  mit  wechseln- 
den Zeichen  zusammen;  es  ist  dann 

Si(w)—  Si@u)  +  Äi(5m)— ....  +  ^(ST+Tk) 
=  /     [siny  — sin3y -f- sin.fy — .... +sin(4n  +  l)y] 

»/  o  y 

und  wenn  man  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Keine 
summirt, 
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Si(tO— St(3«)  +  St(5tf)— ....  -f  Äi(4^fT«) 
^  />"sin(4w  +  %c/y 
J  o       2  cos.y      y  ' 

Lossen  wir  n  ins  Unendliche  wachsen ,  so-  wird 
6)  Si(u)  —  Si(3t<)  +  S/(5«)  —  Si(7u)+....  in  inf. 


cosy      y  ' 


wo  es  nun  darauf  ankommt,  den  rechts  angedeuteten  Granzwerth 
zu  finden.   Wir  unterscheiden  zu  diesem  Zwecke  zwei  Fälle,  ob 

7t 

nämlich  m  <  j  wt  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  kann  man  den  Satz 
anwenden 


worin  das  Zeichen  Lim  sich  auf  das  unbegTänzte  Wachsen  der 
Grösse  Ar  bezieht  und  nur  vorausgesetzt  wird,  dass  f(y)  während 
des   willkürlichen  Intervalles  ,y=0  bis  y  —  u  nicht  unendlich 

werde*).  Da  für  £=4/i+2,  f(y)  =  ^^  UD(1  M<2  diese  Bedin" 
gung  erfüllt  ist,  so  haben  wir  jetzt 


p  «  sin  (An  +  2)y  rfy  » 

L'7o  — *  55*=!' 


und  folglich  nach  No.  5)  für  ti  <  kj  : 

7)  j=  Si(u)  -  5i(3«)  -f  5/(5«) — ... 

7t 

Ist  dagegen  uZ.  .j »  *o  darf  das   vorhin   citirte  Theorem  nicht 

unmittelbar  angewendet  werden,  weil  f(y)  dann  wenigstens  ein- 
mal unendlich  würde  während  des  Intervalles  y=0  bis  y  =  u. 

Zerlegt  man  aber  sin  (in +  '2)y  in  sin(4w  +  ly-f-y)>  so  wird 

8)  Jo  - 

Jo       y       J  Jo      ™*y      y  9 

Den  Grfinzwerth,  gegen  welchen  das  erste  Integral  Tech  ts  ftir 
unendlich  wachsende  n  convergirt,  findet  man  leicht  mittelst  des 
vorigen  Theoreines  für  k~in  +  \,  fiy)  =  l ;  derselbe  ist 


sin(4w-f-2)y  dy 
co*y  y 


")  Man  •.  des  Verf.  Analytische  Studien  II.  g.  3. 
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Um  auch  den  Gränzwerth  des  zweiten  Integrales  zu  erhalten, 
erinnern  wir  uns  an  folgenden  Satz*):  „wenn  f(y)  innerhalb  des 
Intervalle«  y=0  bis  y  =  u  endlich  bleibt  und  u  ein  ungerades 

Vielfache  von  ^,  also  etwa  f<  — (ik-fl)^  ,f*t,  so  hat  man  für 
*  =  4/i  +  l 

=« » AS»)  +  Ai*>  +  Ai«) +••••  +  i  A*J^  *>  1 5 

wenn  dagegen  u  kein  solches  Vielfaches  von  w>  ist,  so  giebt  es 
doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ungerade  Vielfache  ?on 

TZ 

2  »  zwischen  denen  u  enthatten  ist,  so  dass  man 

(25  +  D.y<«<(2i  +  3)| 
setzen  darf.    In  diesem  Falle  findet  die  Gleichung 

= « t  AM  +  A4«)  +  AM  +  -•• +/(— 2~  »)l 

r>  sin« .  «,..,...        .  ^  sin« 

statt."   Da  nun  —    immer  endlich  bleibt,  so  kann  man  f(y)— — y 

y  5 

setzen  und  hat  dann  lur  «=('2*  +  1)  tj  : 

Lim  ru^~^-n^—^-l^d 
Jo         cosy        y  y 

...      .  Lil'  _2  . 

dagegeti 


7t         .    _        _  Jt 


wenn  u  zwischen  (2*-f  l)^  und  (2*+3)£  liegt.    Substituten  wir 

die  gefundenen  Resultate'  in  No.  8)  und  6) ,  so  ergiebt  sich  folgen 
des  Theorem:   die  Summe  der  Reihe 

*)  A.  a.  O.  §.  4. 
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Si(u) — SiQu)  +  S*(B»)  —  Si(7u)  +  ... 

- 

_»,,    ...        .(-!)'  1 
-  j  +  i^i +  *-.+— 2- sr+T' 


wenn  u  =  (2*-f  l)^  i*t,  dagegen  , 

  '."!    ».:».  •    t.  ' 

wenn  u  zwischen  (2t  f  1)|  und  (2*  +3)|  füllt. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  Formel  7),  so  hat  man  in  jedem 
Falle  den  Werth  der  gesuchten  Summe. 

II.  Eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  auf  die  Gleichung  4) 
anwenden.   Schreiben  wir  die  letztere  in  der  Form 


-  Ci(mu)t=  f*  dy  , 


setzen  m=l,  3,  5,....2n  +  l  und  addiren  alle  so  entstehenden 
Gleichuogen,  so  wird 


-  [«(«)  I-  W*u)  +  0(5«)  -f- ....  +  Ci(2«  +  In)] 

=  /*    [cosy  +  cos3y  +  cosöy +  ....+ cos  (2it-r%]^ 

f*  g'»t»(9d+2)y  rfy 
"V  „        2sin.y     '  y 


Zerlegt  man  sin  (2« +2)«  in  sin  (2n  +  \y  +  y)  und  lässt  dann 
unendlich  wachsen«  So  wird 

-         +  Ci(3«)  +  Ci(5t<)  + ....] 

1      Jm         smy        y     *  J%  y  3 

Der  zweite  Gränzwerth  rechts  ist  Nul  zufolge  des  Satzes,  dass 
überhaupt  für  unendlich  wadiseude  k. 

UmJ^' f(y)  co*  Uydy=tQ 

wird,  sobald  f(y)  von  ff — a  bis  A  endlich  bleibt,  was  hier  der 
Fall  isl,  sobald  u  die  Null  übersteigt.    Wir  haben  daher  für  u>0 

9)  C^n)  +  a$tf)  +         +  'Ci'(7i*)  + .... 

iT-  sinÄy  cosy  , 

«/  u     *»ny     y  9 

Theü  XI.  26 
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Ferner  giebt  es  folgendes  Theorem  *) :  wenn  u  ein  Vielfache» 
von  n,  etwa  sn  ist,  so  hat  man 

=«i  iAO)  +  A*) + A2»)+  -•  +  JA*») ) ; 

fallt  dagegen  Vi  zwischen  j»  und  (*+l)*,  so  ist 

= *  l '  AO)  +  A*)  +       +  .«.+ A«*)  {• 

Fflr  * =ao  vereinigen  sich  beide  Gleichungen  zu  der  einen 

= *  I  IAO)  +  A*)  +  /(**) + A3«)  + ....  I 

> 

Zieht  man  hiervon  erst  die  eine  und  dann  die  andere  der  beiden 
vorigen  Gleichungen  ab,  so  folgt 

= « t       +  A«Tf  *)  *  A* +ä«)  +  ••••! 

för  u=rr;  dagegen 

= * { AH7!»)  +  AH2*)  +  A*T3»)  + ....  I 

wenn  ti  zwischen  und  (x  +  l)*  liegt.  Wenden  wir  dies«  ßr 
fty)=  ™SJL  auf  die  Gleichung  9)  an,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 
die  Summe  der  Reihe 

C(u)  +  67(3«)  +  Ci(5«)  +  Ci(7a)  + ... . 

ist  V  »  '      '  fc 

■ 

für  u  =  sn,  dagegen 

(-l)M    1         1,1  / 

sobald  m  zwischen      und  (i  +  ljx  enthalten  Jst. 


i  * 
1  A 


►)  A.      O.  §.  3. 
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Für  i=0,  d;  b.  für  Jt>«>0,  beträgt  z.  B.  jene  Summe  112.  — 
Obwohl  die  hier  entwickelten  Sätze  als  spezielle  Anwendungen 
weit  allgemeinerer  Theoreme  erscheinen  (deren  Beweise  übrigens 
nur  biichst  elementare  Betrachtungen  erfordern),  so  sind  sie  doch 
vielleicht  desswegen  nicht  ohne  Interesse ,  weil  sieden  Zusammen- 
hang aufdecken,  in  welchem  der  Inte^ralsiuus  und  Integralcosii 
zu  den  harmonischen  Reiben  stehen. 


Theorie  der  Modular-  (elliptischen) 

Funktionen. 

Von  dem 

Herrn. Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule 
,  so  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


In  dem  Folgenden  wolleri  wir  versuchen,  diejenigen  Sätze 
rvorzuheben,  nie  nothig  sind,  um  zu  einer  vollständigen  Kennt- 
niss  dieser  Klasse  von  Funktionen  zu* gelangen,  ohne  dabei  die 
Masse 'Von  Formeln  aufzubieten,  die  das  Studium  dieser  Funktio- 
nen erschweren  und  vernickeln.  Wir  lehnen  uns  dabei  an  das  an 
Formeln  und  Umfang  reiche  Werk  von  Dr.  Gudermann:  „Theo- 
rie der  Modular-Funktronen  und  Mod ti lar-Integrale. 
(Berlin  bei  Reimer  1844.)"  Sind  die  im  Folgenden  aufgestell- 
ten Formeln  keineswegs  neu,  so  ist  vielleicht  doch  eben  dadurch, 
das«  nur  das  Wesentliche  hervorgehoben  worden,  der  weitern 
Verbreitung  der  Kenntnis«  dieser  Funktionen  ein  Dienst  geleistet ; 
und  diess  ist  auch  einziger  Zweck  vorliegender  Abhandlung. 

.utft-Jtti«,  j.i  »».     vi!!..,  i  .ni.  „.''.n    i:  "l  I 

I  i 

§.1.  •  . 

Die  veränderlichen  Grössen  x  und  y  seien  so  beschaffen,  dass 
sie  der  Gleichung 



ar*  +  2  ^(l-a^a  — m»a*)  xy  +  y1- m V  =  «Ä ....  (1) 

enugen,  wenn  a3<l,  m*^l.   Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
ht,  indem  man  in  Bezug  auf  M  differenzirt:  . 

2ff* 


gen 
leic 
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_.  i  ;   " 

1»  .     ...  [  C*) 

_v  l  ... 

'ri  -  :t  ■  ..  •>  ftp 

Nun  crgiebt  sieb  aber  aus  der  Gleichung  (1): 

V (l-ft*)(l^Vr).y+»/  g*-(wHl)Qy+m«qy 
*^  — '  '  ■       •>  .i  .§ 

1 — mz<iy 

wenn  man  für  w=0  a;=  +  o,  für  #=ö  y=  +  a  voraussetzt. 
Hieraus  folgt: 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (*2),  so  erhält  man: 

1  ■    .  £ 


oder 

1  Sjf  =0.  ••••<*) 


i 


V~  (1-^(1-»»^) T  Vci-^ci-iity) 


Es  ist  somit  die  Gleichung  (4-)  als  eine  erste  Differentialgleichung 
der  Gleichung  (1)  zu  betrachten,  und  die  Systeme  von  Werthen 
von  x  und  y,  welche  der  Gleichung  ^1)  genügen,  erfüllen  aoeh 
die  durch  (4)  ausgesprochene  Beziehung.  Das  Integral  der  Glei» 
chuug  (4)  ist 

Diese  Gleichung  wird  mit  (1)  zusammenfallen,  wenn  die  willkühr- 
liehe  Konstante  passend  bestimmt  ist. 
Setzt  man 


woraus 
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so  ist  die  Gleichung  (4) : 


! 


und  die  (5) : 


Da  diese  Gleichung  eine  Beziehung  zwischen  x  und  y  ausspricht, 
so  wird  C  von  a  und  ?/*  abhängen.  Nun  raus«  aber  för  x=.i) 
y=a,  und  für  #=0  x==a  sein;  diess  ist  nur  der  Fajl#  wenn 


'  i/o  VTI^ 


so  das»  1 • 

y^*  8jr  /»»  Sy  

o    V  (l  -  x1)  (1  —  711%»)   «  /  o  V(l— —  mV)| 


Diese  Gleichung  folgt  aus  (1),  Ist  ihr  also  gleichhedeutenc!. 
Aus  ihr  folgt:  ,  :  •  • 

a  =  9)(C)=:9(r  +  i*).  , 

Man  wird  daher  sagen  können: 
Ist 

t/o  V(l— a^Kl—mV)'      t/o  ^1-^(1-/»^)' 

ist  ferner  r-f «  eine  konstante  Grosse,  und  folgt  aus  diesen  Glei- 
chungen: x—<p(v),  also  y=.<p(u),  setzt  man  ferner  o=qp(tt -f- r), 
so  sind  die  Grossen  x,  y,  a  durch  die  Gleichung  (l)  verbunden. 


§.  2.  : 

Es  seien,  wie  im  vorstehenden  Paragraphen,  r  und  x  durch" 
die  Gleichung  i 

dX   •  (1) 


Jl  V*(l-. 


.r*)(l~ nPx'1) 

verbunden,  in  welcher  m2<l,  x*°^l,  so  ncnoen  wir  x  den  Mo- 

dular- Sinus  von  t  für  den  Modulus  m  und  bezeichnen  ihn  durch 
sn(v),  während  r>  das  Argument  (arg.)  heissen  mag.   Die  Grösse 

V  1—  x*  soll  Modular- Kosinus  heissen  far  den  Modulus  iw,  und 
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bezeichnet  werden  durch  cn»;  die  Grösse  ^ ne'igse  Modu» 

■  V"  i— o*2 

lar- Tangente  von  u=tn»;  heisseModular-Kotangente  =ctn»; 

1  —  »Ar2  aber  heisse  Modular-Differente  =dnr.  Endlich  wollen 

"wir  die  Grosse  V"  1  —  «ia  durch  m'  bezeichnen  und  die  auf  den 
Modulus  m'  bezogenen  Modularfunktionen  durch 

sn'r,  cn'r,  In'p,  ctn'p,  dn'r. 

Man  bat  sonach: 

cnac  + 8^0  =  1, 

•  tnp=c~nV 

sn  v  | 

1  /■«■  '  " — ■ — *    ./»  ■   g— l 

dnt>=V  1 — wia«nar=V  cn*p +»»  asn*p 

=V~  7/i/2  + w^ch*r;. 

aus  welchen  Gleichungep,  nach  Art  der  Behandlung  der  cyklischeo 
Funktionen,  man  leicht  neue  bilden  kann/ aus  denen  hervorgeht, 
dass  wenn  eine  der  fünf  Modularfunktionen  gegeben  ist,  nun  die 
andern  vier  daraus  ableiten  kann. 


För  m=0  erhält  man: 

snu^sinc, 
cn»=cos», 
tnp— tangu, 
ctnr  =  cotg  p, 
dot^l. 

Für  m=l  erglebt  sich 


woraus 


cp—  g~p  ^, 

Da  also,  was  auch  immer  m(>0  und  <  1)  sei,  x  oder  sn» 
kleiner  als  1  ist,  so  giebt  es  eine  Grösse  g>,  so  dass 

snerrsinqp,  daher  cnp^xcosqp,  tne^tangp,  cinv^cotgo?, 
dnt>= V l—roVin*«^  V  coe*«j>+m'*sin  V 


•  Digitized  by  Google 


Diese  Grösse  <p  nennt  man  die  Amplitude  des  Argumentes  v, 
für  den  Modulus  wt,  und  die  Bezeichnung  ist 

q>  =  amp     (3) 


«.  3. 

Wir  wollen  nun  den  Gang  der  Modularfunktionen  etwas  näher 
erörtern.  Dazu  ist  es  nöthig,  dass  wir  die  Differentialquotienten 
derselben  kennen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  des  {.  2.  folgt  zuerst 

dü  l  l 

,  da  jr-=snw: 


-~gj--  =  cne.dne  (1) 

Da' 

sn1»+cö*»=  1 , 

so  ist 

ö.snr  ö.cne 
und  setzt  man  den  Werth  aus  (1),  so  ergebt  sich: 

r  i  \ 

•  — g—  =  — snedne.  ...... 


ö.tnp     dnp  d.dnv 

d.ctno     dn  r  d.anip. 

—  =  (ln  v 


(3) 


9p       sn*p  *  dv 
Nun  ist  für  p  =  Ü  ;r  =  0,  also 

sn(0)=0,  cd(0)=J,  tn(0)=0,  \ 

c|n<0)  =  J,  dn(0)=c=l,  am(0)=O.  |  (4) 

■ 

Da  aber,  der  Gleichung  (1)  gemäss,  so  lange  positiv 

bleibt  als  cne,  und  för  t>=0  cnr=l  ist,  so  wachst  also  «•« 
von  t  =  0  an  so  lange  bis  cn©  negativ  wird.  Heisst  M  vder 
kleinste  Werth  ron  *  (Air  den  Modulus  ro),  für  den  cnr=0  ist, 
so  hat 
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i 

sn(M)  =  \,  *u(i»f):=0,  to(iV)=L 
ctn(j¥)  =  0,  dn(üf)  =  m/,  am(itf)=~; 


(5) 


und  es  heisst  M  der  zum  Modulus  m  gehörige  Modularquadrant. 

Was  seine  Bestimmung  anbelangt,  so  ist 

•*  •  ..."  ii       .  ■ 


y-"»  Sa: 


oder  da  :r=sinp: 


71 


m= r—jz===.  .....  m 


Der  Gang  der  Modularfunktionen  innerhalb  der  Werthe  0  und  3/ 
des  Argumentes  ist  also  als  bekannt  vorauszusetzen. 


.  4.j  , 

Setzt  man  —  x  statt  x  in  die  Gleichung  (1)  des  §.  2.,  so  %ri 
r  zu  — v,  und*  somit  ist 


- 


sn(— r)  = — snp,  cn(— r)=cnt>,  tn ( —  p)  =  —  tnr,  i 
ctn (  —  p)  = — ctnr,  dn(— r)  =  dnr,  äm( — e)=— am»,  j 

was  auch  immer  der  Werth  des  Argumentes  v  sei. 

§.  5. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  des  §.  1.  zieht  man*  wenn  man  die 
erste  mit  x,  die  zweite  mit  y  multiplizirt,  alsdann  subtrahirt, 
x=zsna,  y  =  sno,  a=sn(a  +  6)  setzt: 

t 

sn*a — sna£ 
SD  (a  -f  6)  =  T-j— r  r  T — . 

'     snacnodno  — sno  cna  dno 

Nun  ist  aber 

sn*a  cna6  dn*6  —  sn26  enaa  dn*a 
=  sn*a  (1  -  snV>)  (1  ~  m»sn«o)  -  sn*6  (1  — snaa)  (1 — m*sn*a) 
=  (sn*a  -  sn*6) (1  —  wi*sn*asn*6). 

«    ■  • 

Multiplizirt  man  also  in  vorstehender  Gleichung  Zähler  und  Nen- 
ner mit  sn«cn6dno-t-gn6cnadn<!,  so  ergiebt  sich: 

»  •  ■    •  _  < 

t   ■  jlx    snncn6dnA  +  sn6cnadna 
sn(n  +  6)==  x-^^a^  ® 
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woraus  folgt,  wenn  man  — o  für  b  setzt: 

snocnoduo — an  b  c\\  a  Aua 

8n  in — o)=  i  « — 75* — -37  • 

Hieraus  folgt  nun  : 

cnacno — soa sn6  dnadno 

.      . .     cn  o  cn  6  -f-  sn  «  sn  6  du  a  dn  6 
«•<■-»>  =  l-m*8nW6  

tn  ei  dn  b  +  tn  6  dn  n 
tn  (a  +  6)  =  fZT^ln  Ädii«  dnü 


•    •  . 


r   «  I 


tnadnö  —  triodna 
tn(a-6)  =  i  +  tiiatn6dnadi76 

♦ 

ctofa + 4)  =  ctgnctnft-d'""'"6  ] 
;     dnoctno  -f  ctna  dn«  I 

,  ctnactn6  -f-  dnarfno 

'     ctnadna  — ctnodno 

,  .  dnadno  — masnacnasn0cn6 
dn(a  +  6)=  l~M*,nV,  

.  ,      ,v     dnadno  -f  w^snacnasnocno 

dn  (a—~b)  =  — ,~ — s — -^r  

7  1  —  m~tftizrisux0 


(•2) 


(4) 


(3) 


Setzt  man  endlich 

am(a  +  A)=a-f-/J, 
tn(a-f  o)  =  tang(a  +  j5) 

oder 

tangq  f  tangft  +  tn * dnq 

P^tangatang/J~  1  — tn«du6  to6 dna  ' 

welcher  Gleichung  genügt  wird,  wenn 

tang«=tnadno,  tang/?=tn6dn<f, 

ä = arc'tang  =  tn  a  da  6) ,  ß  =  arc(tang  =  in  b  dn  a) ; 

•o  das»      .  *;    .,  ... 

am  (a+o)  =  arc(tang= tn  a  dn o)-f  arc(tang=  tn  b  dn a) ,  i 

am  (a— 6)  =  arc(tang = tn  a  dn  6)— arc(tang = tn  6  dn  a) ;  J  ^' 

welche  Werthe  aucb  wirklich  den  Formeln  (1)  bis  (5)  genügen. 
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Setzt  man  in  den  vorstehenden  Formeln  6=a,  so  erhält  man 
leicht  die  folgenden: 

A      2sn  «  cn  a  dn  a 
sn  2«  = 


cn  2«  = 


1  — /w2sn4« 
cn2«  —  snaadna 


1<— i/i2*n4a 
2t  hml  na 

,      tn'2a  =  l-to*ad^-  >  (7) 

_      ctn2a  —  dnaa 
ctn2a=  'ictoaina  ' 

,  «      dnaa  — masuaacriaa 

dn  2a  —  ; 


1 — wiasn4a 
am2a=2arc(tang  =  tnadna);  ; 

woraus  wieder  gefolgert  wird: 

s  ■  4  /  /dn2a-f  cn2a\> 

cna=±y  (    1  +  dn2a  ) 


tnailu<t=tang(Sam 


dn2o  Ä 

2«)-      ,)  - 


(8) 


Ueberhaupt  kann  man  hieraus  eine  Reihe  Formeln  ableiten  auf 
ganz  ähnliche  Weise,  wie  die  entsprechenden  Formeln  der  cykli- 
scheu  Funktionen. 


Die  Formeln  des  vorstehenden  Paragraphen  werden  uns  das 
fernere  Verhalten  der  Modularfunktionen  vor  Augen  stellen. 

* 

Setzt  man  a  =  3t,  so  erh.ilt  man,  mit  Beachtung  der  Formeln 

des  $.3.: 

,  MM      t\         C0^  f  MM       iv  ,SnO 

»n(M-b)=s^»  cn(M~6)=m' 
tu(M-b)  =  C-~t  ctn(J#-6)  =  m'tn6,  - 

fr» 

711 '  7t 

&n(M—b)^^>  zm{M—b)z^^—  arc(taug k min b) ; 

vorausgesetzt,  dass  zunächst  b  zwischen  0  und  M  sei,  obwohl 
diese  Formeln  fär  jedes  6  gelten. 

Eben  so 

am(ilf+6)=|  +  arc(tang  t=  »'  to*)- 
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am  (üf + b) = n  —  am  (Ä— b) , 
und  wenn  matt  hier  M — b  statt  b  setzt: 

i 

am  ("IM—  b)=7t—  am  b, 
am  (2Af +  6)  =  7t  +  am  A : 

d.  i.  för  irgend  eio  ganzes  positives  r: 

am  (2r M  ±  b) = m    am  6. 

Also  aus  (2): 

am(2r;V+üf+6);=am(üf +6)4  rw^rw +  |H-arc(taiig=wi/tnA) , 

<*•  i.        "  •  ,  . 

am((2r+l)^fi6)  =  (2r+l)|4;arcCtang  =  m/tn6).  ...  (3) 

Dieselben  Formeln  gelten  für  ein  negatives  2r  und  2r+l. 
Hieraus  ergiebt  sich 

sn  (2r«ÄT-f  A) = sin  (am  (*2ifr  -f  6))  =± sin  (rrc-f  am  o) = (—  l)rsn  6, 
cn  (2rJf +  ^cos[am(2rj1/-|-6)]  =  cos(r;t+am  6)  =  (— l)rcn  6, 
tn  (2r M  +  b)  =  taug  [am  fhM  +  b) J  =  tang  (rfc  +  am  6)=  tn  o , 
ctn  (2rjl#  +o)  =  cotg  [am  (2r  M  +  6)]  =  co  tg  (rn  +  am  6) = ctn  6. 


(4) 


Setzt  man  hier  r=2»i,  so  sieht  man,  dass  die  Funktionen  Hub, 
tob,  tn6,  ctn6  sich  nicht  ändern,  wenn  //  sich  um  4nM  ändert; 
diese  Funktionen  sind  also  periodisch  und  der  Umfang;  einer  Pe- 
riode ist 

Was  cne  Funktion  dn6  anbelangt,  so  ist  » 


d„(,W+6)=^,               ,  O 

,  V  .»  (4') 

diese  Funktion  verhält  sich  also  wie  tn6  und  ctn©. 

Austen  Formeln  (4)  folgt:  ,  •  , 

so  «2r  + 1)  Jtf+ b)  =  (-  t)'sn  (M+ b)=  (- , 
cd  «2r  +  1) »+ 6) = (-  l)'co  (Af+o) = (-  D'+»^j. 

ta((2r  +  l)W)  =  tn(if  +  6)  =  -^,  >  (5) 


ctn((2r + 1)  M + 6) = ctn  6)  — m'  tn 
do(ßr  +  l)sV+6)=dn(iV+6)Ä 


/ 
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Setzt  man  in  den  Formeln  (4)  und  (5)  6  negativ ,  8o  erhält  man 
leicht  zwei  weitere  Systeme  von  Formeln*  Setzt  man  aber  6=0, 
so  erhält  man : 

.  sn2Htf=0,  »u(2r  +  l)ilf=(-l/, 

cn2rjf/=(-l)',  cn(2r+l)flf  =  0, 
tn2r,W=0,  tu (2r  +  1) M  =  l ,       >  ...  (6) 

ctn2W»/=J,  ctn(2r-r-l)^f=0,  \ 

dn  IrM  =  0 ,  du  (2r  +  1)  M  =  m'. 

Was  das  Vorzeichen  von  i  anbelangt,  so  verhält  es ''sich  da- 
mit wie  bei  den  cyklischen  Funktionen ;  es  ist  dasselbe  gewis- 
sermassen  ein  doppeltes ,  je  nachdem  man  zu  den  unendlich  wer- 
denden  Funktionen  gelangt  ist;  ob  durch  ein  negatives  bis  0 
wachsendes,  oder  ein  positives  bis  0  abnehmendes  o. 


§•  7. 


■r. 


Aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  nun,  das«,  sobald  man  die 
Werthe  der  Modularfunktionen  von  0  bis  M  kennt,  man  die 
Werthe  derselben  für  jedes  beliebige  /Argument  zu  bestimmen  im 
Staade  ist.  Allein  selbst  innerhalb  dieser  Gränzen  lässt  sich  noch 
eine  Vereinfachung  einfahren.    Aus  den  Formeln  (I)  des  §.  6.  folgt 

M 

nämlich,  wenn  man  ^ — "6  statt  6  setzt: 

(1)  > 


An\2  -b) 

(■AI   A    «'•"(?-»)     .  /*     A  m' 

'  •  .    .  / 

mg 

durch  welche  Formeln  man  die  Funktionen  fiir  Argumente  >-« 
aus  denen  för  Argumente  berechnen  kann. 

Setzt  man  6=0,  so  erhält  man  Formeln,  die  leicht  die  Mo« 
dularfanktionen  von  ^  Seb*n- 


1  !» 
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•    ,    .    «  »  ■  i 


J.  8. 

Für  die  Anwendung  der  Modularfunktionen  wäre  es  noth wen- 
dig, dass  man  Tafeln  besässe^.  aus  denen  man  die  Werthc  von 
j  eil  er  derselben  für  ein  bestimmtes  Argument  entnehmet)  konnte. 
Solche  Tafeln  konnten  sich  leicht  auf  die  gewöhnlichen  trigono- 
metrischen Tafeln  beziehen  lassen.  Denn,  wie  wir  in  §.  9.  sehen 
werden,  ist  es  leicht  möglich,  aus  einer  gegebenen  Amplitude  o) 
das  zugehörige  Argument  v  zu  berechnen.  Man  stelle  nun  för  die 
Moduln  von  0  bis  1,  diese  beiden  ausgeschlossen,  Tafeln  auf,  die 

i  7t 

für  jede  Amplitude  von  0  bis  ^  die  zugehörigen  Argumente  v  ge- 
ben ,  so  wird -man  umgekehrt  aus  diesen  Tafeln  für  einen  Modales 
m(  .  g  I  die  einem  Argumente  »  zugehörige  Amplitude  <p  finden 

können.  Da  aber  snt>=s1nty>,  cnt>  =  coso>  u.  s.  I. ,  so  kennt  man 
also  auch  die  dem  Argumente  v  zugehörigen  Modularfunktionen 
mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  trigonometrischen  Tafeln.  Ware  eine 
der  Modularfunktionen,  z.  B.  tnr,  gegeben,  so  würde  man  <p  der- 
gestalt berecbsexi,  dass  , 

tangy  =  tnp,  , 

■  S 

und  aus  diesem  Werthe  von  q>  kann  man  d.is  Argument  v,  so  wie 
die  Qbrigen  Modularrunktionen  finden.  ,  . 

Hätte  man  also  Tafeln  ,  in  welchen  für  die  Moduln  von  0  bis 
1,  diese  zwei  ausgeschlossen,  dte  zu  jedem  9  von  ^  =  0  bis 

zugehörigen  v  (von  0  bis  M)  zu  finden  wären,  so  würden 

diese  vollständig  genügen.  Es  wäre  vielleicht  genügend,  dass  sie 
nach  Tausendtheilen  des  Modulus  fortschreiten  würden ;  Ihre  Ein- 
richtung könnte  der  der  trigonometrischen  Tafeln  ähnlich  sein. 
Soll  überhaupt  die  Anwendung  der  Modularfunktionen  fruchtbrin- 
gend sein,  so  sind  solche  Tafeln  von  unabweisbarer  Notwendig- 
keit. Es  bleibt  uns  also  noch  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die 
Grösse. v  aus  q>  berechnet  werden  kann. 


6.  9.  1  t-  > 

Ganz  wie  in  f.  3.  ergiebt  «ich,  wenn  aino  =  y  gesetzt  wjrd, 

J  0    y  l-m28in2<p 

n  iz 
worin  <p  unter  g-  vorausgesetzt  werden  kann,  oder  höchstens 

Um  also  v  ans  q>  zu  bestimmen,  haben  wir  bloss  das  Integral 
in  eine  konvergirende  Keine  zu  entwickeln.  Nun  ist,  da  m*sin*9><l* 
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#*     J  13  13  5 

9»  Pqp 


J  o-  •?T=OT^B"*+*  »'X  *  *iB       +  W 

Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ist: 

8.4.6....»   mVo  ■w>a*' 

- 

Man  setze  nun- 

/»*  1 .3.6  .-.(ir- 1) 

*o  ergiebt  sich 

r=  <p  +  Q)'  mV,  (?)  +  (|^)*  w*/i(9>>  + ...  ) 

/i.3.a-  C2r-i)y  l  " ' "  ci) 

Durch  diese  Formel,  die  Funktionen  /*(<?)  als  bekannt  vorausge- 
setzt, erhält  man  t  aus  9».  Zugleich  folgt  hieraus,  dass  zu. — m 
die  gleichen  Modularfunküonen  gehören ,  wie  zu  m. 

Es  ist  nunmehr  noch  eine  Berechnuugsweise  der  Funktioaeo 

f(<p)  anzugeben.   Aber  man  hat: 


=  (2r  f  1 ) sin ^ — (2r + 2|sui ^  'V » 

daher 


.  1 


1  . 

sin2^+Vcos9)=(2r  +  l)  / '%in*9>Ög>  —  (2r  +  2)  /  Vin*+V<P 

J  0  1  .  t/e 


oder 


i/o  t/  0  . 

1.3.Ö....(2r+l)/rt  ,  '    1.3.5....(2r+l)      x      .  . 

2.4.6....(2r+2)  ^%fr,^   ^  ^    fr{9)  -  In**«,  cos  * 

2.4  6  2r 

/Hi<y>  ^^^1,3. 6'.      +t) *™  ^  «"  y ; 

woraus  nun,  da  fM  =  <pi  \.  \  ' 


Digitized  by  Google 


407 


(3) 


-  sinqocosp,  • 

ft(<p)z=(p — sinqpcosqp  — ^sinVc08?* 

2  2.4 
/s(9)  =  <p  — sino^coso;  "-3«*»"  3<pcns<p— ;j-gsinöqpcosa>, 

2    '  2.4 
fr((p)=^<p  —  sin  o?  cos  9?  —  gsiti'pcoQ?^-  3^5  ßin^osqp— 

2.4.6..,.  (2r~-2)  . 
•••—3.5.^...(2r-l)8,n2r'*19,C0^;j 

wodurch  die  Funktionen  f(q>)  nun  bestimmt  sind. 

Diese  Funktionen  sind  abnehmend  und  positiv,  da  sie  Null 
sind  für  qp  =  0  und  ihr  Diffcrenzialquotient  positiv  ist  von  g>  =  0 

bis  9=^.  Da  dieser  för  ein  unendlich  grosses  r  Null  ist,  so  Ist 
fr(<p)  für  ein  unendlich  grosse«  r  selbst  Null,  wenn  9*<f  ^  )  * 


7T 


was  man  auch  auf  andere  Art  beweisen  kann.  Für  <p  =  ^  erhält 
man  deu  Werth  von  M.  1  » 

Somit  hätten  wir  die  im  §.  8.  geforderte  Aufgabe  gelöst»  oder 
die  Möglichkeit  der  Konstruktion  der  Tafeln  gezeigt. 

Die  unmittelbare  Theorie  der  Modularfunktionen  ist  damit  ge- 
schlossen, und  wir  haben  nur  noch  ihr  Verhalten  anzugeben,  wenn 
das  Argument  imaginär  oder  wenn  der  Modulus  >1  ist. 


$.  10. 

Ehe  wir  aber  diese  Untersuchung  vornehmen,  wollen  wir 
noch  einige  Gleichungen  aufstellen,  welche  die  Beziehungen  der 
Argumente  zu  den  Modularfunktionen  näher  darstellen. 

I.  Ist  v  ein  Argument,  dessen  Modular-Sinus  =ar,  so  hat  man 
(S.  2.): 

IT.  Ist  v  ein  Argument,  dessen  Modular-Kosinus  '=  x,  so  ist 
•ein  Modular-Sinus  =V" l—x2=y,  also 

Pi  3y  _  p*      ox  K 

f  *      ■    mi7i8f  i      u-^C  j      ■  i     ~\d*  \  - 


9  « 


Di 


1  dort 

r  ist  Null  für  2  =  1;  da  aber  x  nicht  grösser  als  l,  so  kann  man 
auch  setzen 

V—l   r—  (2') 

FOf  ar=0  ist  die  Wurzelgriisse  =//i,  für  *=1  ist  sie  0,  für 
j    x  >  1  ist  sie  imaginär. 

III.  Sei  *  ein  Argument,  dessen  Modular-Tangente  =x,  so 

»r 

ist  sein  Modular-Sinus  7^^==»/,  mithin 

<,;.       v  l+a*2       .  . 

y 

1?  ist  Null  för  a:=0;  x  aber  kann  jeden  positiven  Werth  haben. 
Für  *=A  ist  v-M. 

•  - 

IV.  Ist  r  ein  Argument,  dessen  Modular-Kotangente  =2,  so 

•  ■  ■     ■  *  *  1 

ist  dessen  Modular-Tangente  =  -  =y ,  mithin  , 

er 


7« ''2 


_  /»•  &r  /**  dx  

v  ist  Null  für  x  =  v>;  für  ar=0  ist  f  =  jW. 

V  1 

V.    Es  sei  dnv—x,  so  ist  snr=v=  ;  , demnach 

 a*   ( 

e  ist  Null  fiir  2=1,  9  ist  =A#  ftir  x=mf ;  2  Wt  immer  zwischen 
1  und  st';  fär  a?=l  ist  die  Wunselgrüsse  Null >  Rh*  x^=nf  eben- 
falls  NuJI;  ausserhalb  dieser  Gränzen  ist  sie  imaginär. 
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VI.  Es  sei  tangGam.t>)=:r.  Nun  ist  tangim  =  t/  i=2!2f 
also  T  1+cosqp 


Daher  nach  II.: 


VII.    Es  sei  — 7-55  :=  —  x,  so  ist 

sn(ilf— v)     cnr  ' 


Aber 


dx       wi*cnarsnr-f  snrdn2r 

 CD^  =  sn  a(.r*-ro*). 


x  =  -r?;-^  ^  ,  sn  V  = 


V 1  — sn2p  '  nP—x* 
Demnach 


g-  =  Vr(l-^)(m*-^, 


also 


r  Ji   V(l-x*)(m*^x*)  Ji  Vm*-(m»+Tj5*Tä?" 

r  ist  Null  für  #  =  1,  r  ist  =ilf  für  ar  =  oc;  also  geht  von  1 
bis  od. 

VIII.  .  Es  sei  cn(M—v)  =  m,S£^=:xi  so  ist 

dx    cn  u  ,   

^Z"  a*  r*  dx  _ 

Jo  \f {\-x*){m'*+m*x*)   Jo  V~th'H(»P— m'*)x*— «Ar«  U 

Für  ar=0  ist  r=0,  für  *  =  1  ist  vsiK  Die  VVurzelgrösse  ist 
reell  von  x=0  bis  *=I. 

1 

IX.  Es  sei  ~  ~*>  so  lindet  man  ganz  nie  oben 


cnr 

Bx 

+  (m*-m'*)x*  +  m'*x* 


9  «/l    V-ro*  +  (ma-,  1 


*  ist  Null  für  x=l,  und  ist  =M  für  .r=rot;  also  geht  x  von  1 
bia  oo.    Für  a?a<l  ist  die  Wurzelgrosse  imaginär. 

Theil  XI.  27 
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m 

X.    Es  sei  dn(M — r)=j^:=.T,  so  findet  man  ebenfalls: 

r=X  V-m^  +  (!?^TijP^' (10) 

v  ist  Null  für  x  —  m',  und  ist  zzz\M  für  .r  —  1;  also  geht  .r  von 
m'  bis  1,  innerhalb  w  elcher  G ranzen  die  Wurzeigrusse  auch  reell  ist 

Aehnliche  Formeln  lassen  sieh  noch  leicht  ableiten  ;  die  ge- 
gebenen genügen  aber  zu  unserem  Zwecke. 


Die  Formeln  des  vorstehenden  Paragraphen  werden  uns  auch 
die  Aufgabe  lösen,  die  Verhältnisse  der  Modularfunktionen 
,    geben,  wenn  das  Argument  imaginär  ist. 

Setzt  man  nämlich  snir=i:,  so  ist  also 

dz 

ic 


ir=  C  — ■        —  J'-—- ,  also  r=  C 


V7l+z*)(l+mV) 


Hieraus  folgt  aber,  nach  §.10.  II!.,  dass  :  —  tn'r,  wenn  man  d\< 
in  §.  2.  ferner  erwähnte  Bezeichnung  einführt.    Demnach  ist 

sni>  =  ttn'r, 

* 

wenn  i-=V" — 1.  Hieraus: 

1 

cn  ic  =  — — ,    tm'p  =  isn'r, 
cu  v 

ctnip  =  T-^7i,  dme  =  — y^,    ^  •       •    •  (1) 
t  sn  e  cn  r  ( 

amip=tlog^-^— y 
daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Formeln  des  §.  5.  beachtet: 
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sn  (« -f  60  = 


cn(«+60  = 


III 

snadn'6  -f  isn'öcp'  6cn  a ein  a 

cn'^+i/i^sn^asn^Ä- 
sn o äV 6  -f  tsn'  6  cn'  6 cn  a dn « 

1— dn2asn'*6 
cn  a  cn'  6  —  i  sn  a  dn  a  sn'  b  dn'  6 


cn/a6+#«2snaasn'26 
engend  —  isnadnasn'6dn'  b 
i  —  dn2asn'*6 


a  j    .  sn(a-f60 
tn(a  +  60=— 7— \-A , 
cn  (a  -f-  6i) 

etn  (a  -f  bt) = — ) — J-^  , 
'  sn(a-f60 


>(2) 


dn(rt -f  60  = 


d  n  a  d  n '  6  cn'  b  —  im2  snacnasn'6 


l-dn*«sn'26 
tn  *i  dn'  6 

am  («  +  60  =  arc(tang  =  — +  arc(tang  =  tsn'  6  dn  a) 

V,  tnadn'6v  .  i.  /l+sn'6dn<i\ 

=  "rC  (tene  =  +  »  '°3  (l-s,,»6dnj 

Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  einige  bemerkenswerthe  For- 
meln ziehen.  Heisst  nämlich  jlf'  der  zu  m'  gehörige  Modular- 
quadrant  (§.  3.),  so  ist  nach  §.  6.,  wenn  man  b=:lr]S'  setzt: 

sn(a  +  2riW/0  =  sna,  cn(a  +  4ir;W'0=(-l)»'cna,  j 

tn(a  +  2rilf'0  =  (— l)rtn<i,  ctn(o  +  2rif'0=(-l)'ctoo>  j  (3) 
dn(a  +  2ntf;0 = (—  l)r  dn  a ;  J 

woraus  folgt,  dassf,  wenn  a  um  4ritf'i  wächst,  die  fünf  Modular- 
funktionen  sich  nicht  äncerri.  Setzt  man  noch  Ui^hiM  statt  a, 
so  ergiebt  sich: 

sn  («  +  2n^/+ 2riV'0= (- 1)»  sn  c , 
cn  (a  +  2«  M + 2r  Jlf'O = (—  l)r+"  cn  a , 
tn  (a + 2  it  .V + 2r  M'  t) = (—  1)'  tn  a , 
etn  («  +2«  J/-f  £rJ/'0=(—  l)rctn  a, 
d  n  (« + 2n    + 2r  M 'i)  =  (-  l)'  dn  a ; 

aus  welchen  Gleichungen  sich  ergiebt,  dass  die  aufgezählten  fünf 
Modularfunktionen  doppelt  periodisch  sind,  und  dass  der  Umfang 
einer  reellen  Periode  4M,  der  einer  imaginären  =ziM'i  sei. 


(4) 


$.  12. 


Ist  der  Modulus  crosser  als  1,  so  kann  er  durch  -=»/, 

w  1 

dargestellt  werden,  da  m<I.    Die  Modularfunktionen,  die  sich 

27* 
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I 

auf  diesen  Modulus  beziehen,  mögen  durch  snir,  cnAr  u.  s.  f. 
bezeichnet  werden. 

Ist  nun  sn1r  =  i,  so  hat  man 

dz 


p*          di   p-_  < 


2)(i-ä> 


Setzt  man  nun  2  =  7/12',  so  ergiebt  sich 

0"T/o    Va^'^l-z'i'    «"i/o    Vll^KT-m  V«) ' 

d.  i 

2 ' = sn      ^  ,  also  sna  r  =  2 = W12' == w  sn  . 
Hieraus  folgt:  » 

V'"/       .  \'"/     1  ; 

t»!  r  =  m  —  . -  y  ctnj  t>  =  y  \  

dn  (  —  )  msnf  1 

dn.  r=-cn  (  —  ). 

Es  sind  noch  zwei  weitere  Modularfunktionen  eingeführt  wor- 
den; da  sie  aber  erst  bei  den  I ntegral formein  nuthig  sind,  so  ver- 
schieben wir  ihre  Theorie  dorthin.  . 


Zum  Schlnsse  dieser  Abhandlung  soll  hier  eine  Anwendon* 
der  Formeln  des  §.  Jö.  gegeben  werden.  Diese  Anwendung  be- 
trifft die  Integral  lonnel 

 02  - 

V^TÄ*+T2*  ; 

Hierbei  sind  nun  folgende  Fülle  zu  unterscheiden: 

I.  A  ist  positiv  =  «*  Cist  dessgleichen  positiv  =A*,  B^obo- 
worin  ä2<),  übrigens  «  positiv  oder  negativ. 

Man  hat  also 


i  r* 

y=Jo 


fr 


(i) 
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Wir  wollen  diese  Formel  identifiziren  mit  (6)  de«  §.  10.,-  so  ist 


^z*  =  x*t  l^ccz1=  (m'2 — m2)«r2,  woraus  a:  =  z  ^  ^,  wt=^ 


^2  .6 
Demnach 


/  i_  r*  dx   i_  v 

Man  hat  also  . 


r 

V  ~-  — 


2  V  ab 

x 

1-ct 


_i/l-1cn_r_-  «r^i!  7    ....  (2) 

Durch  diese  Gleichungen  ist  nun  die  Aufgabe  gelöst.    Man  «ucht 

in  dem  Systeme,  dessen  Modulns  =  y  d«"»8  Argument  r, 

#i  •  oz2  r 

dessen  Modularkosinus  =  ~rjüä»  so  lst  777^'  <la*  verlangte  In- 

«  +  02  2  V  «6 

tegral. 

Da  in  VI.  des  §.  10.  x  geht  von  0  bis  x ,  so  geht  z^von  0  bis  oe. 
Für  z  =  0  ist  vorausgesetzt  #  =  0,   für  z  =  x  ist  v=2M,  also 

y—  , —  .    Die  Formel  (1)  giebt  also 
V  ab 

t/o    Va2+'26aaz*+&*z*  Wi6 

VI— a 

Da 

y"»*  -8x 

/*»  az  Pc  3z  

so  ist  dieser  Fall  leicht  auf  den  Vorhergehenden  zu  bringen. 

II.    Es  ist  A  positiv  =  a2,  C  positiv  B  positiv  =2«oa 

und  «>1.   Alsdann  bat  man 
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1  f>  8z 

4 

Identifizirt  man  mit  HI.  des  §.  10.,  so  hat  man 


woraus 


Demnach 


m 


Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  y  das  folgende  System : 

tor~Y(s?)' 

Da  in  III  des  §.  10.  #  geht  von  0  bis  od,  so  geht  2  von  0  bis  x; 
für  2  =  0  ist  vorausgesetzt  y  =  0,  für  r  =  oo  ist  CO'^' 
daher 

y,aD  _  8:  W  /m'\  ^ 

wenn  «,  6,  a  positiv  und  a>  I.     Tlf  ist  der  Modularquadrant  de« 

Systems v  dessen  Modulus  =  Vi — w'2,  m'  —  a — V~a2 — 1.  Die 
-übrige  Behandlung  ist  die  gleiche,  wie  in  I. 

III.    Es  ist  A  positiv  =  <i2,  C  positiv  =  h\  B  negativ  =  -2aAa 
und  a>l.   Hier  Sinti  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 


III.   1.  -I2<1. 

a 


1  /•*   82 

«  I     a/TH^A«  ,  ,  62 


62  26a 

Identifizirt  man  mit  §.  10. 1.,  so  hat  man  ^=m*x*9  —  z*=hP+1. 
woraus  T/i  — a  — V J.  Daher 
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De^h 

m=  a—  Va5 — 1. 
Da  x  geht  von  0  bis  1,  so  geht  z  von  0  bis  V  X'  y  VOn  °  blS 

-V(5) 

Hl.  2.   -z*>  1    Man  ideotifizire  mit  VU.  des  §.  10.,  so  ist,  da 


a 

dort  mv  — 


woraus 


6*  26«.a_m^l  t. 

■ 

«=V(v)-,-",=— vTO 

8a: 


-v  (=)  -=v 

Für  VU.  des  $.  10.  geht  x  von  1  bis  ac  ,  also  :  von  y  (j^  bis  oc. 


Demnach,  wenn 

dz 


s: 


,  «>1; 


so  ist 
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Für  *=op  ist  v  —  M,  also: 

V  V(a-W=T)»y 

worin  M  der  Modularquadrant  zum  Modulus  a — V^a2— 1  ist. 

IV.  Es  ist  A  positiv  =  a2,  C  negativ  =62,  Bz=2abct,  worin 
«  ganz  beliebig  ist. 

Man  kann  setzen 


Verglichen  mit  VIII.  des  $.  10.,  wo 


giebt 


f*x  <kr  _ 

""7.  V^?P^- ' 


6»       m»         26«  ./.»-m" 


woraus 

» 

er 


1  + 


4/  fam\  4/     '  VWl       ,     4/  V^r2+1 

Also : 


Also 


-V  Os?)--=V  OS)- 


cn(J«f-r)=m'd— =y  (—).-., 
1 4   1  _  "  

,  aI      V^Hl  ,„,_4/  V^+l 


m'1 


1 


Digitized  by  Google 


417 

Für  VIII.  des  J.  10.  gebt  x  von  0  bis  1,  also  gebt  hier  z 

vo„0buV©> 

Für  ,=0  ist  y=0,  f«r  (g)  Wt5=^  (gl).  Jf. 

V.  Es  sei  /I  negativ  =  — «2,  C  positiv  =62,  2?=2a6a,  wenn 
a  beliebig. 


_i  n  dz  


Aua  IX.  des  §.  10.  folgt 


"7. 


1  w/2 


Idcntifizirt  man,    wie  oben,   so  findet  sich  (—!\.z, 

f  Vi«.'/ 

m=^  - 


,  demnach 


Vwi'    P*  ^  _dx  t  /  /mm'\ 

t/  \  —  1+ — 2 — ^2+— 2.T4 

Also 

,      9=)/ ^ 
Da     geht  von  1  bis  *> ,  so  geht  z  von  ^  f     )  b"18  30 ;  ^ 

*0te,=y(£).  wV(!^).jr«r.-I 

VI.  Es  sei  4  negativ  =  — a2,  C  negativ  =  -6*,  JET  positiv 
=2a6a,  worin  «>1  sein  muss. 


Aos  X.  des  §.  10.  folgt 
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Identi üzart  man  und  verfahrt  wie  früher,  so  erhält  man  leicht  da» 
folgende  System: 

m'=a-  V^=~I. 
Da     geht  von  jm'  bis  1,  so  geht  z  ton  ^        bis  ^  ; 

y  ist  Null  für  z  =  y  ^  und  gleich  ^  (äj)-^  för  2=V  6^' 

Ausserhalb  dieser  Griinzen  kann  z  nicht  treten,  wenn  die  VVurzel- 
grüsse  reell  bleiben  soll.  Diese  Fälle  sind  bei  der  Betrachtung 
des  Integrals 

dz  


aufzuzählen ;  sie  erschöpfen  übrigens  alle  möglichen  Fälle. 

In  einer  folgenden  Abhandlung  wollen  wir  einige  Integralfni- 
mein,  in  denen  Modularfunktioncn  vorkommen,  behandeln, >so  wie 
eine  Erweiterung  der  Itesultate  des  letzten  Paragraphen  diesrs 
Aufsatzes  geben.  Wir  wiederholen  hier  nochmals,  dass  es  durch- 
aus nicht  unsere  Absicht  ist*  Neues  aufzustellen,  vielmehr  wollen  wir 
—  und  das  ist,  wenn  wir  nicht  irren,  eine  Haupttendenz  des  Archivs  - 
zu  nliherer  und  leichterer  Kenntniss  dieses  wichtigen  Zweiges  der 
Analysis  beitragen.  Es  wurde  desshalb  unbedenklich  Fremdes  be- 
nutzt, zumal  dasselbe  in  grossen  Werken  aufbewahrt  ist,  die 
durchzugehen  nicht  Jeder  Zeit  und  Lust  hat. 
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die  Summlrung  verschiedener 
unendlicher  Reihen. 

Von  dein 

Herrn  Dr.  J.Ph.  Wolfers, 

astronomischen  Rechner  an  der  Königlichen  Sternwarte  zu  Berlin. 


Wir  wollen  hfer  die  Summen  verschiedener  unendlicher  Reihen 
zu  bestimmen  suchen,  welche  meistentheils  in  den  Lehrbüchern 
der  Differential-  und  Integralrechnung  hergeleitet  zu  werden  pflegen. 
Unseres  Wissens  wird  dort  umgekehrt  die  Suramirung  nicht  ge- 
zeigt, da  dieselbe  aber  mehrfache  Gelegenheit  zur  Anwendung 
der  hohem  Analysis  darbietet,  so  scheint  ihre  Betrachtung  nicht 
ohne  Nutzen  zu  sein. 

§.  1.    Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 


welche  wir,  wie  stets  in  diesem  Aufsatze,  mit  s  bezeichnen  wol-  ^ 
len.    Durch  Differentiation  erhalten  wir 

* 

also  -=<£r,  'uud,  wenn  wir  integriren,  log*=a:  oder 

I)     S  =  €x. 

I 

Eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  für  ;r=0  s=-l  wird. 
Setzt  man  so  wird 

s  =  e  =:  1  + 1  +  ^  +  i;i  j  etc. ;=  2,7J82818.... , 


wo  «  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen  ist. 
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§.  2.    Es  wird  gesucht  die  Summe  der  unendlichen  Reibe 
U)   *  +  0;3  +  1. 2.3.4.5  +  etc=* 

» 

Wir  erhalten 

ils  x2  x4 

dds  x*  x6 

*  +  L2.3  + 1.2.3.4.5  etc-,; 

also  dds  —  sdx2  =  0. 

Haben  wir  allgemein  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnimg 

adx'1  +  bsdx2  -f  cdsdx  f  hdd4  =  0 , 

deren  Integral  wir  suchen,  so  setze  man 

s  =  a  +  ßC»*, 

wo  a,  |3  und  m  zu  bestimmen  sind.    Da  nun 

ds=ßmemxdx  und  dd$  —  ßm2em*dx2, 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung 
substituiren :  > 

(a  +  6«)  dx2\-ß(b  +  cm  +  km2)  e<**  efcr2  =  0 , 

und  dieser  letztern  Gleichung  geschieht  Genüge,  wenn  man 

a  +  ba  =  0  oder  a  =  —  ^  ; 

und 

6  +  c//i  +  /*ma  =  0  oder  w=  =  j  ^ 

setzt.  Wir  erhalten  demnach  zwei  Werthe  von  m,  ferner  bleibt 
der  Werth  von  jS  unbestimmt,  und  da  eine  zweimalige  Integration 
nothwendig  zwei  unbestimmte  Constanten  einfuhren  muss ;  so  wol- 
len wir  dieselben  durch  ß'  und  ß"  bezeichnen,  und  erhalten  so  als 
Integral 

Im  vorliegenden  Falle  ist  ä=0,  6= — 1,  c=0  und  A  =  l,  also 
^=0,  m'  =  l  und  m"= —  1 ;  wir  haben  daher 
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Zur  Bestimmung  der  unbestimmten  constanten  Grössen  ß'  und  ß" 
haben  wir,  für  x=0, 

,=0=jS'+/J", 
£=l=ß'-ß"; 
also  ß'='t  und  /S"=— i,  mithin 

•■       ■        II)    ,=  J(ex_(!-,)  =  ^i. 

§.  3.   Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

III)   l  +  0+OTOetc.=,. 

Dieselbe  sfimmt  offenbar  mit  der  Reihe  überein,  welche  wir  in 
ds 

{.  2.  für  ^  gefunden  haben,  und  da  nun  nach  II)  das  dortige 

ds 

tj=i(e*  —  <?-*),  also  ^  =  £(e*  +  r-*); 
so  erhalten  wir  sogleich  in  iinserm  Falle 

« 

'     III)  ,=\(e*+e-)=e-£±. 

Zusatz  1.  Man  hätte  den  eben  gefundenen  Werth  der  Summe 
auch  erhalten,  wenn  man,  wie  in  $.  2.,  zweimal  differentiirt  und 
übrigens  das  dortige  Verfahren  beobachtet  hätte.  # 

Zusatz  2.  Addrren  wir  die  beiden  Wcrthe  von  $  in  II)  und 
III) ,  so  wird  ihre  Summe  =c*,  wie  in  I).  Diess  ersieht  man  auch 
souleich,  wenn  man  die  Formen  der  Reihen  II)  und  Hl)  mit  der 
von  1)  vergleicht. 

Zusatz  3.  Subtrahirt  man  die  Reihe  II)  von  der  III),  und 
eben  so  die  Summe  der  erstem  von  der  Summe  der  zweiten;  so 
erhält  man 

_  x*        x*  x*  1 

I\)  l-^  +  o-o;3  +  lT273T4  =  etc=r"  =^ 

Aus  der  Vergleichung  von  I)  und  IV)  ersieht  man  also,  dass 

1  ,        t  x*       ar8  x* 


1  +  ^r  +  O+O^+etc. 

Zusatz  4.    Setzt  man  in  II)  und  HI)  x  =  l,  so  erhält  man 
II)     =  4  -"P*-^  U752006 ....  v 


■ 
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III)  ,"=•  ^-  =  1.5430807.... 

Ihre  Summe  wird  daher  =2,718281....,  und  wenn  man  II)  von  III) 
subtrahirt,  nach  IV): 

$.  4.   Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 


Wir  erhalten 


^  _  r   ^2   ,  . 

rf.r""X~1.2  +  i.2.3.4  Li.^^^*610" 

dds  sc^ 

*  * 

also  dds  +  $daPz=Q. 

Nach  §.  2.  haben  wir  hier  6  =  1,  a=0,  c=ü  und  A  =  l,  also 
m'  =  V— 1,  m"  =  -  V— 1,  und  so 

Für  a:=0  wird  aber 

^=0  =  /J'+/3"  und  j~  =  l=0'  V^T-/*"^!, 

/J'=  und  ß"  =  -J=; 

V     2V-1        K  2V^-1 


mithin 


V)   *  =  W=\  =  sin:r- 


§.  5.   Gegeben  ist  die  Reihe 

deren  Summe  *  wir  suchen  sollen.    Dieselbe  ist  offenbar  der 

ds 

Reihe  gleich,  welche  wir  in  §.  4.  für  das  dortige  gefunden 

haben,  und  da  letzteres  =■  ^  =  cosar;  so  erhalten 

wir  unmittelbar 
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i 

VI)   *  =  -  g  —cosx. 

Denselben  Werth  hätten  wir  unmittelbar  nach  der  Methode  des 
§.  4.  erhalten  können. 

§.  6.   Wir  suchen  die  Summe  der  Reihe 


.t3  .  as5  x7 


Wir  erhalten 


also 


VII)  F  +  yetc.=*. 

d±  =  i  +     +  ^ +<r«etc.  = 


und  so 


vii)  ,=ii«g([if). 

/I  4-  x\ 

Da  fflr  x=0  5  =  0  und  logf  j— — J=0  wird,  so  ist  keine  Con- 
stante  hinzuzufügen.  . 

Setzen  wir  x=l9  so  erhalten  wir  l*>g^yz~^=Iog^^:=logoc 
=  »,  und  daher 

l+i+i  +  }etc.  =  «. 

6.  7.   Wir  sollen  sumroiren  die  Reihe 
i 

VIII)   x-~  +  ^-~etc. 
Es  wird  ^=1— ^* +etc.=jq^ä, 


- 


Vrf^=arct8*' 


und  da  für  ar=0  sowohl  die /Reihe  =0,  als  auch  arctgjr=0, 
so  ist  keine  Constante  hinzuzufügen,  und  wir  haben  daher 

VIII)  *=arctgjr. 

Setzen  wir  x=l,  so  wird  arctgar=i*,  und  daher 

l-i  +  !-T*etc.  =  i*. 

§.  8.  Wir  können  aus  der  Reihe  des  §.  6.  eben  so,  wie  aus  der 
in  §.  1.,  zwei  bilden  und  dieselben  besonders  sumroiren. 
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Es  sei  zunächst  zu  suchen  die  Summe  der  Reihe 

< 

x*  x9 
IX)   x+  ^  +  -y  etc.=i. 


Wir  erhalten  ,  ,  > 

ds  l  1.1 

mithin 

IX)  *  =  ;arctg*  +  ilog(ji|). 
Sollen  wir  ferner  suchen 

fmT         i«l  l 

A)  3  +  f  +  jjetc.=*, 

so  wird 

1  _l_ 

mithin 
also 

X)  *  =  i  log  (i^if )  —  i arctg*. 

Zusatz.  Wenn  wir  einmal  X)  zu  IX)  addiren,  hierauf  entere 
von  letzterer  suhtrahiren ,  so  ergehen  sich  sogleich  die  in  VII)  und 
VIII)  aufgestellten  Reihen  nebst  ihren  Wertbeo  wieder. 

§.  9.   Es  ist  zu  summiren  die  Reihe 


x2  .  x*  .  x6 


Da 


so  wird 


XI)    1+  2  +  4" +  "ö ;  etc.=*. 


Tx=x  +  x*  +  x*etc.  =  YTx*> 


9=J*  I^  =  ^i|0g(l-^)  +  Const.  , 

Für  ar=ö  wird  die  Reihe  #=1  und  log  (1— **)=(),*  mithin 

Const.  =1, 

und  so 
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XI)  i=l-ilog(l-*»). 

Setzen  wir  3=1,  so  wird  log (1 — x2)  =  log  0 =  —  oo,  und  daher 

l  +  i  +  i  +  »etc,=rot. 
§.  10.   \yir  suchen  die  Summe  der  Reihe 

jpt  jpÄ 

XII)  1~  ty  +  j  — ^  etc.=i. 
Es  wird  ^  =  —  x  +  *s  —  *6  +  etc.  =  —  fqp~5»  aI»° 
i=-y  rjrx2=-ilog(l+ar*)  +  Const. 

oder,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  Const.  =  1,  also  vollständig 

XII)  ,=  l-ilog(l+**). 
Der  Logarithmus  ist  ein  hyperbolischer,  und  da 

i  log  hyp  2  =  0,3465735  

so  wird  för  xszV 

1  —  i  +  i— !  etc.  =  0,6534264 .... 

§.  11.    Es  sei  zu  summiren  die  Reihe 

.  I 

£.2  j.3 

XIII)   x  +  "5"  +  -3-  +  "T  etc.  =  #. 


Da 


=1  +  x  +  x*+x*  -f-  etc.  =s 


j-^=  —  log(l— o:)-|-  Const,  oder,  well  för  x=0, 
*=0  und  logfl  — ar)=0:  Const.  =0  und  so 

XIII)  *=-log(l-*). 

■ 

Zusatz  1.  Setzen  wir  ar  =  l,  so  wird  log(l  — 3)  =  -r«,  und 
daher 

l+i  +  J  +  4etc.  =  cc. 
Zusatz  2.   Setzen  wir  etwa  ar=0,01,  so  wird 


log(l— *)  =  log  0,99= log  hyp  99  -  log  hyp  100 

=4,5951198  -  4,b051701, 
mithin  >  »■ 


TÖÖ  +  2Ö0Ö5  +  3000000  +  4O00Ö00OOetc•'•O'O1, 


1 1  vi* 


Theil  XI. 
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Zusatz  3.    Für  wird  log(l— ap)x=log(i)  =  —  loghypi, 

und  daher 

1  II     11  1111 

2  +  2*4  +  3  8  +  4  lö  + 5*32 +e 

=  l +  l  +  Ii  +  L  + '  15Ö  +  €tC  =°>mWl "" 
§.  12.    Wir  sollen  die  »Summe  det*  unendlichen  Reihe 

XIV)   x-*>  f  y—'^  etc.==* 
bestimmen.   Es  wird 

ds     %  Ä  1 

also 

XIV)    *  =  log(l  +  :r). 

Eine  Consta nte  ist  offenbar  nicht  hinzuzufügen.  Wir  erhalten  z.  B. 
für  x=\ 

1  ~  i  +  i  -{ etc.  =  log  hyp  2=0,6931471. 
6.  13.    Zu  summiren  ist  die  Reihe 

1       13       13  5 

XV)  i+-^+2ii^+^B.T.  +  etc.=.. 


\  ,  III/ 

Wi*  erhalten  hieraus  durch  Differentiation 

^==^  +  —^8+1^5**+ etc. 

hierauf  ,  indem  wir  mit  x  dividiren  und  dann  integriren  :  ^  , 

/ds         ,  1   4  ,  1.3  .  ,  1.3.5  r  k 

^=x  +  ^*  +  +  j^g  **etc. 

■ 

oder 


/ds 
xdx  ~ 


ds 

Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  —  =  x<U-\rsdx 
oder  • .  ,i  * 

ds  xdx 

7=I^ä  ™*  Iog*  =  —  i!og(l-^), 


^r^iimd  XV) .^VS* 

I 

4 
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Eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  aus  beiden  Gleichun- 
gen XV)  für  x=0  *=1  folgt. 

Setzen  wir  x=l,  so  erhalten  wir 
,,1,1.3,  1.3.5 

1+ö+o+r4T6etc'=0C 

{.  14.    Wir  sollen  summiren         n  / 

i  * 

xvi)  f +o^+^5^+riroirTe,c  ='- 

Es  wird  sogleich  ^=H^H^^-r44:l:c6etc =VT=1(XV)' 
also 

*  = J* ^  =  aresin  x  -f  Const., 

oder,  weil  fOr  x=0  auch  * =0  und  aresin  or=0: 

XVI)    i= aresin  x. 
Für  .r=l  wird  arcs'm  jrzxifr ,  also 

.   _n  JL  t    13   ,    1-3.6  t 
+  »2.3  +  2.4.5 +  a.4.tt.7el,:' 

|.  15.    Sollen  wir  summiren  die  Reihe 

so  können  wir»  durch  Vergleich ung  dieser  Reihe  mit  XV),  aus 
dieser  unsere  jetzt  vorliegende  herleiten,  indem  wir  — jr*  statt 
-f-.r*  Substituten;  wir  erhalten  daher  durch  dieselbe  Substitution 
auch  sogleich  die  gesuchte  Summe,  nämlich 

V" — r~ 

Für  x—\  erhalten  wir 

1  -\  +  >0-0:letc-  =  VI =5  ^2  =0,7071067,. 


§.  16.    Wir  suchen  die  Summe  der  Reihe 

x     1.**     1.3*»  1.3.5** 
XVIII)  r— ^3  +  _g  -^-^etc.^,. 

&  w,rd3J'l~5-  +  TX— O.Te,c  =  vT|^  (XNI1)> 
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,= y  V^^__-log(.r  +  V*  1+**)  +  Con«t. 
Für  r  —  O  wird  *=0,  also  Const.=0.  und  so 

Setzt  man  ar  =  l,  so  wird 

♦ 

1       J  .3       1.3.5  i    /i  •  A/rö\. 

Da  nun  l»gbr(l  +  V  2)  =0,3827757,  so  wird 

loghyp(l  +  V«)  =  2,30258509X0,3827757 


■  i 

und  so 


6.  17.    Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

f  'T^  ->*3  /p4 

xix)     + 573 +  jü+4:5 «*•=*• 


I  '  1^, 


Multipliciren  wir  dieselbe  mit  .r  und  difereutiiren  hierauf,  so  er- 
halten wir 

^=»  +  £  +  £  +  £rte.=  -to«I-*>.  Ulli) 
.«  =  -  / dx log (1  —  j)  =  —  a:  log  (1  - *)  -y  j^- 

=  — *log(l—:r)  +  /  -Y^—dx  ry-.nn 

=  — ^lofpCl-ar)^ jr+log(l— xr)  >  Mgö* 
=  (1  — a:)log(l— .r)  +    +  Const. 

Für>  x=0  wird  *=0  und  der  gefundene  Ausdruck  =0,  daher 
Con8t.=0  und  so 

yiy.    x    (l-g)log(l-*)  1 
XIX)  *=  -?f  1,  t 

Für  jr=l  wird 

0  +  0  +  0  +  4^ +etc=1' 

indem  allgemein 


- 


(l-^iogg-^),  i  f8_*\te, 

 x  - 1~  *> (~  *  -  T  -  3     4  etc  ) 

-  . 
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*  » 

und  für  x=l 


m  m  r 

=  0(-l-£-^etc.)  =  Ü. 


}.  18.   Sollen  wir  die  Reihe 


X        x'^  t"^ 

XX)   0"'273  +  3.4~iOe,i  ==v 


summiren,  so  erhalten  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen : 

•      ijjS^iogd^),  (XIV) 


I  « 


xt=zf\oe>{\-\-x)dxt=x\o$(\+x)-J  ~ 
«•der  ähnlich  wie  dort 

xx)  .=ö.+  *>-^Lt£2_.,. 


■  ■ 


Für  x=i  ergibt  sich 

|^-^  +  ^-^etc.==21oghyp2-l  =  0;ÄÖ2(M3.... 

§.  19.  Wir  brechen  fiir  jetzt  die  Summirung  der  unendlichen  ' 
Reihen  ab,  bemerken  aber  zum  Schluss,  da«»  die  einzelnen  hier 
aufgestellten  Reihen,  deren  Summen  wir  aufgesucht  haben,  nur 
specielle  Fälle  derjenigen  sind,  deren  Summe  auf  die  Integration 
einer  bestimmten  Function  oder  Gleichung  zurückzuführen  Euler 
in  den  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  gelehrt  hat. 
Die  Integrale,-  welche  dort  aufgestellt  werden,  lassen  sich  allge 
mein  nicht  ausführen,  und  daher  verfiel  ich  auf  den  Gedanken,  in 
dem  vorstehenden  Aufsatze  eine  Anzahl  specieller  Reihen  aufzu- 
stellen und  zu  summiren.  Um  aber  auch  hier  eine  Andeutung  des 
Verfahrens  zu  geben,  welches  Euler  dort  aufstellt,  wollen  wir 
die  allgemeine  Reihe  betrachten: 

x  x%  xn 


(a+A)(c+e)  ^  C2a+b)(2c+e)  T '  "  (»«  j-  6)(,«-+e) ' 

•*       '  i  *  ^ 

deren  Gesetz  Idar  vor  Aufeen  liegt  and  welche  zunächst  endlich 
sein  mag.  Man  soll  ihre  bumme  /i  bestimmen.  Multiplier^  mau 
dieselbe  mit  px*  und  differentiirt  das  Product,  wobei  nur  x  als 
veränderlich  angesehen  wird,  so  erhalten  wir 

'       dx     ~  {a+b)(c+e)*  (*n+b)(2c+e)  f " "      +  b)  (wc  +  e) 

Um  die  noch  unbestimmten  Grossen  p  und  ö  zweckmässig 
tu  bestimmen,  setzen  wir,  und  zwar  unabhängig  von  dem  Werth« 

von  n: 
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6  6 

/>((■>+ n)~na  +  b,  also  /v  =  a  und  ü  =  — 
und  erhalten  so 

ad(x*s)  j_   

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  auf's  neue  mit  mx»  und  diffe 
rentiiren  das  Product,  alsdann  erhalten  wir 

* 

4)    am'  di  =  W*  +       2c+e  + 

6 

i  -I-  \  x9 

Um  m  und  ft  zweckmässig  zu  bestimmen,  setzen  wir,  und 
zwar  unabhängig  von  dem  Werthe  von  n, 

6  6  e 

w(-  +  n+ft— 1)  =  »c  +  e,  also  m  =  c  und  fi=I  —  -  + 

und  erhalten  so 

Integrirt  man  nun  zweimal,  so  erhält  man 


1  aca>« 

oder,  wenn  man  partiell  nach  der  Weise  fydx~yx—fxdy  integrirt, 
acr°  ^  fl    c  a*    a  © 

b)  «  =  —  > —     y  b>  , — - — 


j 


Ist  i»=oc  und  wird,  damit  die' Reihe  noth wendig  corrvergire, 
x  <  1  vorausgesetzt,  so  wird  #*i=:0  und  so  die  Summe  Her,  alt 
unendlich  vorausgesetzten,  Reihe 
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(bc  —  ae)xa 

i 

-  Setzt  mau  in  1)  und  7)  a  =  l,  6=0,  c=l, e=l;  so  erhält  man 

3  3  4 

' = o  +  o  +  o  +  o ete  in  inf,ni,um 

P  xdx 

wie  in  $.  17. 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  wenn  die  einzelnen  Potenzen  von 
x  in  der  vorausgesetzten  Reihe  bestimmte,  gesetzmässig  fort- 
gehende Neoner  haben,  ersiebt  man  aus  dein  eben  aufgeführten 
Falle.  Wir  wollen  nun  noch  kurz  andeuten',  wie  man  zu  verfah- 
ren hat,  wenn  die  einzelnen  Potenzen  Factoren  haben,  welche 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  fortgeben.  Sucht  man  die  Summe 
der  Reihe 

1)  ,==(a+6)(c+e)x«+(2a+A)(2c+e)a^^....(nW+6)(//e-|-f)x« » (•-'>/», 

so  multiplicire  man  dieselbe  m\\.  pxm  dx  und  erhält: 

2)   px*sdx=p(a  f  6)  (c  +  e)x«+sflx 
+  p  (2a  +  6)  (2c  +  e)  x°+ß+* . .  ..p(na + 6)  (nc  +        <— '  W  ». 

Zur  Bestimmung  von  p  und  ö  setze  man,  unabhängig  von  n. 

«  +  (»  - 1 J/J + Ü=p(cn  +  e)  - 1) , 
als«'     '    ;        *J? *    '  .       J  '? 

»=:—  und  o  =  L  : 

r      C  € 

■ 

und  wenn  man  diese  Werths  subatituirt,  hiermit  aber  integrirt,  so 
erhält  man  ...   .  (  .  ■ 


?       «       w£r=(a+A).ra l  <m  -f .... 6).r«4 («— i. 


wo  wir  der  Kürze  wegen  5  auf  der  rechten  Seite  haben  stehen 
lassen.   Multiplicirt  man  diese  Gleichung  wieder  mit 


■ 

setzt  hierauf,  unabhängig  von  «:  . 
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r  i 
i 

ß        |3A-aa  +  0«— öa-2a    ßbc-ac—ßae . 

m=->  fi=  — —  =  » 

a  a  ac 

so  erhält  man,  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  ausgeführter 
Integration, 

Ist  » =oe  und  ar*<l,  also  die  Reihe  unendlich,  so  wird 
und  so 

ß*   P        p  x  * 

5)  ^,*jÄ=ra. 

Wenn  man  diese  Gleichung  nun  zweimal  differenthrt ,  wird 
aus  ihr  *  erhalten. 


■  ♦ . 


Vermischte  kleinere  geometrische 

Bemerkungen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  MatzJca, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tarnow  in  Galisien. 


I.    Reihe  zur  Berechnung  des  Flächeninhaltes  eines  Kreis- 
abschnittes ans  seiner  Sehne  und  Sagittc. 

Der  Feldmesser  sieht  sich  hei  der  Berechnung  der  Flächen- 
inhalte krummlinig  begrenzter  Grundstücke  öfters  in  der  Lage. 
Bogen  ihres  Umfanges  nahe  ftir  Kreishosen  ansehen  zu  dürfen; 
wonach  er  dann  ftir  die,  von  den  angehangen  Sehnen  abgeschnit 
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teneö  Kreisabschnitte  aus  ihrer  leicht  auszumessenden  Sehne  und 
Sagitte,  als  aus  Grundlinie  und  Höhe,  die  Flächeninhalte  berech- 
nen kann.  Zu  diesem  Zweck  lässt  sich  eine  oft  rasch  conver- 
gente  Reihe  autstellen,  die  ich  in  einem  Lehrvortrage  über 
praktische  Geometrie  durch  weitwendige  Integralrechnung  abgelei- 
tet finde,  wofür  ich  die  folgende  kürzere  Herleitung  setzen  mochte. 

Sei  (Taf.  VIII  Fig.  5.)  in  dem  Kreisabschnitte  ABCA  die  halbe 
Sehne  =k,  die  Sagitte  oder  der  Pfeil  DC=p.  Förden  zunächst 
zu  suchenden  Halbmesser  OA~OC=r  gibt  das  Dreieck  ADO 
die  •  Gleichung  r*  =  (r — p)2  +  k*t   und  daher  den  Halbmesser 


->e-> 


Setzen  wir  zur  Hilfe  der  Winkel  Abc  =  <pf  so  ist  im  recht- 
winklichen  Dreiecke  ACD  der  Winket  CAD=z iqp ,  daher 

Nun  ist 

Kreisabschn.  J#6M  =  Kreisaussch.  ÖACBO Dreieck  ^ßO, 
dazu 

.  OACBO^ziOA.arcACB^ir.r^^T»?, 

i         r  r 

wenn  JT  den  Gehren,  d.  i.  denjenigen  Winkel  bezeichnet,  dessen 
bestimmender  Kreisbogen  seinem  Halbmesser  gleicht. 

Die  vorige  Gleichung  gibt  aber  4  ^=angtangjp  daher  ist 

OA  CBO  =  2r* .  angtang  | 

daher  sein  Flächeninhalt  =\AB.  t)0=z\k[^  p). 

Hieraus  folgt  des  Kreisabschnittes  ABCA  Flächeninhalt: 

und  man  sieht  sich  dadurch  aufgefordert,  zur  Abkürzung  das  Ver- 
hältnis* *~  einfach  durch  t  zu  bezeichnen ,  wonach  man  erhält 

'  2  i=?  (?+ 2  +  <*)«n8«»"B  '-"!  +  '•  . 

•  •  i  '  -    »    ■  i  .r  «i 

Setzt  man  noch  fär  einen  Augenblick 

■  ■ 

•  1  • 


+     angtaug'— \  =  A, 
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,  (l+r*)angtang<  +  <=/?, 

und  hierin  anglam;<=:J—      +  g«5  —  ^  \  gt*..:.,  so  wird 


A  —  -(  —  ijH  5<8—  f'Hy*7  •••• 

/*  \ 
1       1  1 

+  1 +  -gl*.... 


»'Ii  *  i 


f.3       <6  <r 


daher 


und  endlich 

^ 0 (f )  +  rtiÖ)' + rkß )'  4 

Für  die  Rechnung  wird  man  diese  Reibe  bequemer  so  gestalten: 
,    l&.I^V     l.l\/p\*     ZMl/Py  5.IV/;,y 

1      II  III  IV  V 

i 

Die  Reihe  wird  rasch  convergiren,  wenn  des  Kreisabschnittes 

Grundlinie  k  in  Vergleich  gegen  seine  Höhe  p  hinreichend  gross 
ist,  was  in  dem  erwähnten  Falle  der  Anwendung  immer  statt  findet. 


II.    Uebcr  die   Möglichkeit,  einer  PyramidensUimpfe  cm 
Prisma  ein-  oder  umzuschreiben. 

'     i.       '  » 

Um  den  Ausdruck  des  Kftrperinh altes  einer  Pyramide  abzu- 
leiten oder  die  Gleichheit  zweier  Pyramiden  von  gleichen  Grund- 
ebenen  und  Höhen  nachzuweisen,  muss  mau  selbe  durch  Ebenen 
parallel  zur  Grundebene  in  Pyramidensturapfe  (abeqkflrzte  Pyra- 
miden) zerschneiden,  und  jedem  derselben \  ein  Prisma  sowohl 
ein- als  umschreiben.     Dass  letzteres  n  i  eM  immer  thunlich 
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«ei,  habe  ich  noch  in  keinem  Lehrbuche  der  Stereomefrie  bemerkt 
gefunden ;  weswegen  ich  hier  auf  dieses  Uebersehen  aufmerksam 
machen  will. 

1.  Das  Ein-  und  Umschreiben  von  Prismen  bei  Py- 
ramideostumpfen  ist  sicher,  aber  auch  nur  dann  mfig- 
■  lieh,  wenn  die  Grundebene  der  Pyramide  ein  so  gestaltetes 
Vieleck  ist,  dass  sich  in  seinem  Innern  oder  Umfange  wenigstens 
Ein  Punkt  so  annehmen  lässt,  dass  sämmtliche  aus  ihm  zu  den 
Vielecksspitzen  gehenden  Radienvectoren  weder  ganz,  noch  auch 
blos  zum  Theil  ausser  das  Vieleck  fallen.  Da  wird  jedesmal  die 
durch  einen  solchen  Punkt  und  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
sehende  Gerade  die  Richtlinie  der  ein-  und  umzuschreibendeu 
Wremen,  d.  i.  diejenige  gerade  Linie  sein,  zu  der  die  Seiten  der 
Prismen  paraHel  werden  müssen;  und  der  Punkt  mag  hier  kurz 
der  Richtpunkt  dieser  Richtlinie  heisseti. 

Weil  alle  zur  Grandebene  der  Pyramide  parallelen  Schnitt» " 
ihr  ähnlich  sind,  so  muss  auch  der  Einschnittspunkt  der  Richt- 
linie in  jeden  solchen  Schnitt  der  in  diesem  Schnitte  befindliche 
Richtpunkt  und  Stellvertreter  des  in  der  Grundebene  selbst  vor- 
handenen Richtpunktes  der  Richtlinie  sein.  Dadurch  ist  uns  der 
V  ort  heil  geboten,  anstatt  der  ganzen  Pyramide  nur  irgend  einen 
ihrer  Stumpfe  betrachten  zu  können. 

Seien  demnach  (Taf.  VIII.  Fie.  6.)  Q  und  Q'  die  Richtpunkte 
in  der  unteren  und  oberen  Grunuebene  eines  Pyramidenstumpfs, 
O  die  Spitze  der  ganzen  Pyramide,  A  und  A'  einander  ent- 
sprechende, in  einerlei  Seitenkante  OA'  A  gelegene  Spitzen  die- 
ser Grundebenen,  OA  und  O'A'  die  Strahlen  aus  Q,  Q'  an 
A,  A',  welche 

1.  nirgends  ausser  die  Gro n de bene  fallen  sollen.  Führt 
man  nun  zur  Richtlinie  OQ'Q  parallel  die  prismatischen  Seiten  - 
kanten  A'a!  und  Aa;  so  fällt  a'  in  und  a  ausser  die  Grund- 
ebene,  also  A'a*  in  und  Aa  ausser  den  Pyramidenstumpf;  wo- 
fern man  jenes  In  auch  noch  im  Umfange  der  Grundebene  und  iu 
der  Umflache  des  Stumpfes  gelten  lässt. 

Denn  wegen  des  Parallelismus  der  Grund  ebenen  des  Stumpfes 
sind  auch  ihre  Durchschnittsliniee  OA,  O'A'  mit  der  Ebene 
(OA,  OQ)  unter  sich  parallel,  folglich  ist  QA.Q'A'—OQ:  OQ' ;  dabei 
wegen  OQ>  OQ'  auch  QA  >  Q'A'.  Weil  ferner  Aa  ||  QQ'  \\  A'af 
ist»  muss  Q'A'  =  Qu'  und  QA  =  Q'a  sein,  daher  ist  QA  >  Qa' 
und  Q'«>  Q'A'.  Mithin  liegt  a  jederzeit  ausserhalb,  a'  dagegen 
niemals  ausserhalb,  sondern  so  wie  der  Strahl  QA  in,  d.  h.  ent- 
weder Innerhalb  oder  im  Umfange,  der  Grundebene. 

Da  ein  Gleiches  auch  an  allen  Eckpunkten  der  Grondebenen 

oberen 

gilt.,  so  muss  das  über  der  unterQn  Grundebene  des  Pyramiden- 
stumpfes  aufgerichtete  Prisma  diesem  Stumpfe  ^geschrieben, 


folglich  sicher  J^J,  als  er  sein. 

2.  Liegt  der  Strahl  QA  ganz  ausser  der  Grund 
ebene,  so  liegt  (in  Taf.  VIII.  Fig.  6.)  a'  gewiss  auch  ausser 


< 
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halb  derselben,  und  der  Richtpunkt  Q  liegt  (Taf.  VIII.  Fig.  7.)  in 
einer.  Grundseite  FG,  an  deren  einem  Eckpunkte.  F  nothwendig 
ein  eingehender  Winkel  sich  befindet,  ((essen  Inneres  so  wie 
hei  F'  in  der  Zeichnung  (Tai*.  VIII.  Fig.  7.)  durch  Schrallirung  an- 

? edeutet   sein   möge.     Wird  nun  die  prismatische  Seitenfante 
7*11  QO  geführt,  so  muss  (wenigstens  im  Allgemeinen)  der  Punkt 
/*ins  Innere  der  oberen  Grundebene  fallen. 

3.  Befiudei  sich  der  Strahl  (JA  zum  Theil  ausser 
der  Grund  ebene,  so  liegt  (in  Taf.  VIII.  Fig.  6.)  der  Punkt  <r* 
wenigstens  im  Allgemeinen  auch  ausserhalb  derselben,  und 
dieser  Strahl  schneidet  (Taf.  V1IL  I  ig.  8.)  eine  Grundseite  FG* 
an  deren  einem  Eck | Hinkte  F  nothwendig  ein  eingehender 
Winkel  sich  befindet.  Zieht  man  die  prismatische  «Seite  Ff\\QO, 
6<i  muss  wenigstens  für  gewöhnlich  der  Punkt  /  ins  Inner«  der 
oberen  Grundebene  zu  liegen  kommen. 

Aus  beiden  letzteren  Untersuchungen  erhellet  demnach,  dass, 
sobald  auch  nur  ein  einziger  Strahl  aus  einem  angenommenen 
Richtpunkte  an  irgend  einen  Eckpunkt  der  Gruhdebene.  ganz  oder 
zum  Theil  ausser  dieselbe  fallt,  weder  das  über  der  oberen  Grund- 
ebene  des  Pyramidenstumpfes  errichtete  Prisma  ganz  In  ihn,  noch 
das  über  seiner  unteren  aufgestellte  Prisma  ganz  ausser  ihn  falle, 
folglich  auch  nicht  mit  Sicherheit  angegeben.;  werden-  könne ^  dass 
das  erstere  Prisma  kleiner  und  das  letztere  grösser  als  der 
Pyraniidenstumpf  sei ;  und  gerade '  auf  diese,  Sicherheit  kommt 
hier  Alles  an.  >;  .  ,  (  "  ,  "\ v  .  ^ 

II.  Was  nun  die  Gestalt  der  Grundebene  anbelangt,  bei 
welcher  geeignete  Richtpunkte  möglich  sind,  oder  bei  der  das 
Ein-  und  Umschreiben  von  Priemen  in  und  um  die  Pyramiden- 
stumpfe  ausführbar  ist;  so  hangt  selbe  —  wie  aus  dem  Vorigen 
einleuchtet  —  von  der  Menge,  Lage  und  Grösse  ihrer  eingeheir- 
den Winkel  ab.  ~ 

1.  Hat  insbesondere  die  Grundebene  gar  1c  einen  eingehen- 
den, also  lauter  ausgehende  Winkel,  wie  vornehmlich  das  Drei- 
eck ,  so  liegt  in  der  Öeffmmg  jedes  Utnfangswinkels  eines  solchen 
Vieleckes  das  ganze  Vieleck  selbst;  mitbin  ist  jeder  innere  und 
Umfangspunkt  dieses  Vieleckes  zu  einem  Richtpunkte  tauglich, 
netulich  so  gelegen,  dass  keiner  der  aus  ihm  an  die  Vielecks- 
spitzen  fahrenden  Strahlen  den  Umfang  des  Vieleckes  überschreitet. 

2.  Kommt  in  der  Grundebene  ein  einziger  eingehender 
Winkel  vor  und  verlängert  man  die  ihn  bildenden  Seiten  in  das 
Innere  des  Vieleckes,  ois  sie  abermals  dessen  Umfang  treffen; 
so  machen  diese  Verlängerungen  einen  hohlen  Winkel,  in  welchem 
ein  Vieleck  von  lauter  ausgebenden  Winkeln  liegt,  dessen  jeder 
innere  und  Uiufangspunkt  zu  einem  Richtpunkte  sich  eignet. 

3.  Kommen  in  der  Grundebene  mehrere  eingehende  Win- 
kel vor,  so  wird  mau  die  eingehenden  Seiten  jedes  solchen  Win- 
kels in  das  Innere  des  Vieleckes  und  bis  zu  dessen  Umfang  ver- 
längern. Findet  man  dann  eiu  —  wenn  auch  noch  so  kleines  — 
Vieleck,  das  in  dem  hohlen  Winkel  jedes  Paares  von  Verlänge- 
rungen der  Schenkel  eines  eingehenden  Winkel  zugleich  liegt, 
so  ist  jeder  innere  und  Uiufangspunkt  desselben  zu  einem  Riebt* 
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e  geeignet.  Gibt  es  aber  kein  solche*  Vieleck,  so  gibt  es 
auch  keinen  tauglichen  Richtpunkt,  oder  jenes  Ein-  und  Umschrei- 
ben von  Prismen  ist  bei  einer  so  gestatteten  Grundebene  der  Pyra- 
mide unausführbar. 

III.  Eine  Grundebene  ohne  einen  geeigneten  Richt- 
punkt lässt  sich  dnreh  Diagonalen  aus  den  Scheiteln  der  ein- 
gehenden Winkel  oder  durch  andere  Geraden  leicht  in  Vielecke 
zertheilen,  deren  jedes  einzeln  einen  tauglichen  Richtpunkt  hat; 
insbesondere  in  Vielecke  mit  lauter  ausgehenden  Winkeln.,  vor- 
nebmlich  durchaus  in  Dreiecke.  Dann  werden  die  durch  diese 
Tbeilungslinien  und  durch  die  Spitze  der  Pyramide  gelegten  Ebe- 
nen die  Pyramide  sowohl ,  als  auch  jeden  Stumpf  derselben  in 
lauter  solche  zerschneiden,  dass  ihnen  einzeln,  zu  eigentümlichen 
Richtlinien  parallel,  Prismen  ein-  und  umgeschrieben  werden  kön- 
nen; und  man  erhält  dann  anstatt  eines  einzigen  ein*  oder  um- 
geschriebenen Prismas  ein  System  (oder  einen  Compiex)  ein- 
oder  umgeschriebener  Prismen,  von  denen  das  eingeschriebene 
zusummengefasst  gewiss  kl  ei  u  er,  das  umgeschriebene  System 
aber  gewiss  grösser  als  der  betreffende  Pyramidenstumpf  ist. 
Durch  solchen  Vorgang  wird  sofort  der  allseitige  Bestand  der 
Eiligaugs  erwähnten  Lehren  vollständig  gereebtfertiget  werden. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  in  jenen 
Lehrbüchern  der  Stereometrie,  deren  Zweck  eine  solche  umständ- 
liche Erörterung  des  in  Rede  stehenden  Gegenstandes  verwehrt, 
wenigstens  die  so  eben  angeführte  vorläufige  Zertheilung^  der 
Grundebene  und  der  Pyramide  vorgenommen  werden  sollte,  auf 
dass  der  Allgemeingiltigkeit  der  aufzustellenden  Lehrsätze  kein 
Eintrag  geschehe. 


III.    Uebcr  die  Berechnung  der  Mantelfläche  jegltcbeu 

.Cy  linder*. 

Bemerkung  zu  dem  Aufsatze 
im  10.  Bde.,  2.  H.,  Nr.  XXI.,  S.  222.  des  Archivs.  , 


•  Ii 


Es  dürfte  wohl  manchem  Geometer  gleich  mir  befremdlich  vor- 
kommen, warum  man  in  allen  Lehrbüchern  der  Stereometrie  zwar 
die  Berechnung  der  Mantel-  oder  Unifläche  des  schiefen  Prisma 
nach  folgendem  Satze  lehrt: 

„Die  Mantelfläche  eines  schiefen  -(eigentlich  eines  jeden) 
Prisma  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Seiten  kante  in  den  Um- 
fang des  (auf  dieser  Kante  senkrechten)  Querschnittes;" 

und  gleichwohl  diese  Berechnungsweise  nicht  auch  auf  den 
Cylinder  übertragt,  und  sohin  (wie  ich  dies  alljährlich  zu  thun 
pflege)  den  Lehrsatz  aufstellt: 

„Die  Mantelfläche  jedes  (senkrechten  oder  schiefen)  (Zy- 
linders —  mag  seine  Grundebene  von  einer  krnmmen  oder  ge- 
mischten Linie  begrenzt  sein  -  gleicht  dem  Producte  aus 
seiner  Seite  (oder  Axe)  in  den  Umfang  des  (auf  der  Seite 
oder  Axe  senkrechten)  Querschnittes." 
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Lässt  sich  doch  leicht  begreifen,  dass  der  Cylinder  die  Grenze 
ist,  der  sich  ein  ihm  eingeschriebenes  Prisma  ohne  Ende  nähert, 
wenn  die  Anzahl  der  ihnen  beiden  gemeinschaftlichen  Seiten  un- 
endlich wächst  und  der  Abstand  der  benachbarten  solchen  Seiten 
unendlich  abnimmt;  und  dass,  während  die  Seite  stets  ihre  Länge 
behält,  die  Grundebene  und  der  Querschnitt  des  Prisma  der 
Grundebene  und  dem  Querschnitte  des  Cyliudcrs  ohne  Ende  sich 
nähern,  mithin  in  den  Rechnungen  die  veränderlichen  Stücke  des  x 
Prisma  durch  ihre  unerreichbaren  Greuzstücke  des  Cylioders  er- 
setzt werden  dürfen.  » 

Diese  Unterlassung  darf  man  keineswegs  damit  rechtfertigen 
wollen,  dass  man  den  Umfang  des  Querschnittes  eines  fy Hilders 
nur  selten  aus  gewissen  Abmessungen  desselben  nach  einfachen 
Rech mings Vorschriften  berechnen  könne;  ist  ja  so  etwas  auch  fast 
nie  bei  einem  Prisma  möglich.  Allein  bei  diesem  meint  man  könne 
des  Querschnittes  Umfang  leicht  gezeichnet  und  jede  einzelne 
Seite  desselben  mit  Zirkel  und  Maassstab  scharf  gemessen  werden, 
was  sich  jedoch  nicht  auch  am  Cylinder  mit  diesen  Werkzeugen 
vollbringen  lässt.  Aber  selbst  wenn  man  von  dem  Interesse  der 
rein  wissenschaftlichen  Betrachtung  dieses  Satzes  absehen  und  die 
Wissenschaft  nur  zur  Dienerin  des  praktischen  Nutzens  machen 
wollte,  würde  man  noch  kein  Recht  haben,  ihn  zu  beseitigen. 
Denn  gerade  dem  Praktiker  bleibt  es  noch  mehr  als  dem  neueren 
Theoretiker  freigestellt,  vou  der  Einschränkung  der  alten  Georae- 
ter,  Alles  nur  mit  Lineal  und  Zirkel  construiren  zu  sollen,  abzu- 
gehen, daher  zur  Messung  des  Umfangs  des  Querschnittes  eines 
Cylinder»  nach  Maass  der  gewünschten  Genauigkeit  einen  dünne- 
ren oder  dickeren  biegsamen  Faden  oder  Drath,  einen  Streifen 
Papier  oder  Messing  u.  dgl. ,  den  man  rings  um  den  Cylinder  nach 
dem  Umfange  seines  Querschnittes  auflegt,  oder  andere  Mittel 
zu  benützen.  Man  wende  hiegegen  nicht  ein,  derlei  Messung  sei 
wenig  verlässlich;  denn  Gleiches  hat  man  ja  nicht  minder  bei 
einem  Prisma  von  vielen ,  schmalen  und  gegen  einander  sehr  geneig- 
ten Seitenebenen  zu  besorgen. 

Indess  scheint  mir  der  Grund  solcher  Auslassung  hauptsäch- 
lich darin  zu  liegen,  dass  die  Lehrbücher  der  Elementar -Mathe- 
matik noch  immer  zu  sehr  am  alten  Herkommen  hangen,  ihren 
Lehrstoff  nicht  den  Bedürfnissen  der  höheren  und  angewandten 
Mathematik  anpassend  erweitern ,  insbesondere  weder  bi  der  all- 
gemeinen Grftssenwissenschaft  die  Lehre  von  der  Veränderlichkeit 
der  Grössen  und  ihrem  Streben  zu  gewissen  Grenzen,  noch  In  der 
Stereometrie  die  Lehre  von  den  Flächen,  abgesehen  von  den 
Körpern,  also  schon  vor  diesen,  ohne  Rücksicht  ob  sie  Köroer 
begrenzen  oder  nicht,  nach  ihren  Eigenschaften,  Schnitten  n.  agl. 
abhandeln.  In  meinen  Lehrvorträüen  habe  ich  diese  Fehler  zu 
vermeiden  gestrebt,  und  namentlich  die  Flächen  von  den  Körpern 
gesondert  behandelt,  ungefähr  nach  dem  Muster  .der  analytischen 
und  descriptiven  Geometrie  (zu  denen  doch  die  elementare  vorbe- 
reiten soll),  jedoch  stets  und  streng  in  rein  geometrischer  oder 
synthetischer  Weise.  Zur  Andeutung  meines  Vorgangs  möge 
hier  Folgendes  genügen.  Ich  unterscheide  nebst  den  ebenen  noch 
gebrochene,  krumme  und  gemischte,  ferner  offene  und  geschlos- 
sene Flächen.    Von  den  gebrochenen  Flächen  bebe  ich  hervor: 
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J.  die  prismatischen  (insbesondere  paral  lelepipedischen), 
aus  lauter  Streifen  (von  Parallelen  paaren,  den  Seiten  zweiseitig 
begrenzt)  zusammengesetzt,  also  gleich  diesen  ins  Unendliche  aus* 
gedehnt,  theils  offen,  theils  geschlossen,  wie  z.  B.  die  ins  Un- 
endliche erweiterte  Umdäche  eines  Prisma;  2.  die  pyramidi- 
schen,  aus  lauter  Scheitel  -  Winkelblattern  zusammengestellt, 
beiderseits  ins  Unendliche  ausgedehnt,  ebenfalls  entweder  offen 
oder  geschlossen;  3.  die  polvedrischen  (eckigen).  Von  den 
krummen  Flächen  betrachte  ich :  1.  die  Kugel  fläch  en,  2.  die 
Cy Ii nd erf lachen,  3.  die  Kegel  flächen,  4.  die  Umdreh- 
ungsflächen, 5.  die  s.  g.  Flachen  zweiter  Ordnung,  vor- 
nehmlich das  dreiaxi^e  EHipsoid. 

In  einer  solchen  Lehre  ersieht  man  leicht  die  Giftigkeit  der 
folgenden  Erweiterung  obigen  Lehrsatzes: 

Sind  auf  was  immer  für  einer  P ri« ma ti sehen  Flgche 

cy  I  in  (Irischen 

zwei  (gleichviel  ob  ebene  oder  unebene)  jedenfalls  krumme 
gebrochene  oder  krumme  Linien  zu  einander  parallel 
gezogen,  so  ist  der  Flächeninhalt  der  von  ihnen  und 
den  beiden  Schlussseiten  eingegrenzten  Figur  gleich 
dem  Producte  aus  der  Seite  in  die  Länge  des  (darauf 
senkrechten)  Querschnittes  der  Figur,  welcher  hier  natürlich 
nur  eine  Durchschnittslinie,  nicht  aber  eine  geschlossene  Durch- 
schnittsGgur  ist. 


Einfacheres  Verfahren,  die  Reihen  der 
Cosinus  und  Sinus  der  auf  einander  fol- 
genden Vielfachen  eines  Winkels  zu 

summiren. 

»  *  -*  • 

Von  dem 

Herrn  Schulrath  J.  H.  T.  Müller, 

Durecto*  de«  Realgymnasium«  zu  Wiesbaden. 

  '  I  * 

Die  beiden  Reihen 

k  =  I  -fcosgp  -f-cos2<jp  +  eos3o>  f  ....  -f  cosngj, 
v  =  sin  (p  +  sin  2q>  +  sin  3qp  +  ....  +  sin  n<p 
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werden  bekanntlich  jede  einzeln  dadurch  summirt,  das»  raaa 
die  Gleichungen  mit  'icoscp  luultiplicirt.  um  die  Producte  von  den 
beiden  Formen: 

2  COS*  COS  ft,  'is'lllAcOSft 

beziehungsweise  in  die  zwei  Suromen 

cos(A+/t)  +  cos(i  —  ft),  sin  (1  +  fi)  -f-sin(i  —  p) 

'    \-  , 

verwandeln  zu  können  und  so  jedesmal  zwei  nur  in  ihren  Anfangs- 
und  Endgliedern  von  einander  verschiedene  Reihen  zu  erhalten, 
die  sich  dann,  nach  Einführung  von  u  und  r,  dadurch  vereinfachen 
lassen  ,  dass  man  l  —  cos <p  und  sinqp  durch  Functionen  der  halben 
Winkel  ausdrückt  und  die  Aggregate  von  der  Form  sinAdLsinp  etc. 
in  Producte  verwandelt. 

Nach  der  hier  zu  zeigenden  Methode  dagegen  erscheint  die 
obige  Aufgabe  als  ein  besonderer  Fall  folgender  allgemeineren: 

Die  Summe  der  natürlichen  Potenzen  des  reducirten  Ausdruck* 

cos<p  +  tsin<p 
von  der  nullten  an  bis  zur  «ten,  d.  i. 

Z(cos<p  +  tsinqp)  , 

für  a=0  bis  a=«,  zu  finden. 

Da   

(cos  9  + 1  sin  <p)°  -f  (cos  <p  + 1  sin  tp)1  +....+  (cos  qp-f-i  sin  <p)n 

_  1  —  (cos  y  -f  i  sin  <p)n+ 1 
1— cosqp  —  ising) 

und  die  Potenzirung  eines  reducirten  Ausdrucks  sich  in  eine  Mul- 
tiplication  des  Winkels  mit  dem  Exponenten  verwandelt,  so  hat 
man,  wegen  1  —  cosqp=t2siniqo2  und  sin<jp=2sin \q>coa\tp, 

"*  •  ■  :  ■  * 

v  v,,        ...    va    1 — cos(n-f-l)g>— isin(»-fl)<p 

•  ;    £(co8ip  f  ising>)°  ±=  ^        y   .  .  ■  , 

x  ,  ^  1  —  cos <p — Astntp 

-  :  5sinK«-f/l)ya-^'sinU^-Fl)ycosU>^l)y 

~~  'isiniy* — 2/sin  J<pcosi<p 

__«lnj(ii+1)y  sin  i(«  +  1)<P  - '  cos  j(n +  l)y 
sini<p  sin  typ— tcos}? 

Multiplicirt  man  jetzt  Zfthler  und  Nenner  des  zweiten  Factors 
mit  sin  }<jp  +  icos}<p,  so  erhalt  man  nach  gehöriger  Entwickelung 
und  Vereinfachung  im  Zähler  und  nach  Beseitigung  des  Nenners 

I.  ^(cosy+tsiny)  = — ^^bo8\n<p+tBin\n<p). 
Es  ist  aber  auch 


■ 
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v  m 

=  co8  0-HVinO+cosy+isingp-f  cos2<p-f  isin2(jp+....  +  cos  nip+i  sin  n<p, 

- 

folglich  ( 

II.  Zlfcosqp-Hsinqp)  =  (l-f  cos g>  +  cos 2<p-f-....  -f- cos  119) 

-f  i(sin<p  +  sin  2<p  +     +  sin  wqp), 

folglich 

III.  Z(cos a<p) + »X(s.n  ag>) = — ^      cos  i«<p  +  ^ . 

Da  nun  die  reellen  und  imaginären  Theile  fär  sich  einander  gleich 
sein  müssen,  so  ist 

^  sini(«+l)cp 
IV.    1  +x:os9?  -f  cos2<p  +  ....  +  cos wqp= — s\u^ — -cosjwy; 

sinqp-f  sin2g>-|-....+8in  nq>  =  fj11»^*^  6;n 

sm 

Diese,  so  viel  ich  weiss,  bisher  noch  nicht  angewendete  Her- 
leitungsweise  scheint  mir  nicht  bloss  kürzer,  sondern  auch  direc- 
ter  als  die  oben  angedeutete  gewöhnliche  zu  sein.  Vielleicht' 
lindet  in  dieser  neuen  Gestalt  die  Summirung  jener  so  wichtigen 
Reihen  Eingang  in  die  Elemente  der  Goniometrie. 


Erörterung  einer  Spielerei  durch  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grobe, 

Gymnasiallehrer  zu  Cassel. 


1 


Es  ist  eine  nicht  ungewöhnliche,  auch  als  Orakel  benutzte 
Spielerei,  dass'man  einige  Grashalme  oder  ähnliche  Gegenstände, 
die  wir  mit  ab,  cd,  ef  u.  s.  w.  bezeichnen  wollen,  in  der  Mitte 
umbiegt,  ferner  nachdem  dieselben  so  verdeckt  sind .  dass  man 
den  Lauf  derselben  nicht  verfolgen  kann,  die  freien  Enden  n,  6, 
cf  d,  e,  f<  11.  s.  w.  zu  zweien  verknüpft,  und  endlich  nachsieht, 

* 

Thcil  XI.  2» 
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ob  durch  diese  Operation  eine  geschlossene  Kette,  ein  Kraus 

entstanden  ist.  Es  bedarf  wohl  kaum  einer  Erinnerung,  dass  die 
Sache  ganz  dieselbe  bleibt,  wenn  man  die  Grashalme  in  doppel- 
ter Anzahl  nimmt,  und  dieselben  dann  auf  beiden  Seiten  verknüpft. 
Die  Wahrscheinlichkeit  der  Entstehung  eines  Kranzes  bei  dieser 
Spielerei  kann  durch  eine  so  einfache  Formel  ausgedruckt  werden, 
dass  dieser  Umstand  es  entschuldigen  wird,  wenn  wir  die  Sache 
hier  kurz  erörtern. 

Nehmen  wir  nur  einen  Malm,  so  entsteht  jedenfalls  ein  Kranz, 
da  nur  die  eine  Verknüpfung  ab  möglich  ist;  die  Wahrscheinlich- 
keit ist  =j-    Bei  zwei  Halmen  liefern  die  Verknüpfungen  ac,  bd 

und  ad,  bv  einen  Kranz,  während  die  Verknüpfung  06,  cd  keinen 

2  1.2 

sgibt;  die  Wahrscheinlichkeit  des  Kranzes  ist  =^  =  j-^.  Bei  drei 

Halmen  belehrt  uns  eine  Aufzählung  der  hier  möglichen  fünfzehn 
Verknüpfungen  bald,  dass  acht  derselben  einen  Kranz  geben, 

8     12  4 

dass  also  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen  =|g  =  f~3~5  8ei* 

Wir  werden  hierdurch  zu  der  Verniuthung  geleitet,  dass  bei  n  Hal- 

w  ,     1  .  i.  Ii    .  •    \s  „         l.2.4.6....(2*i— 4).(2it— 2) 

nien  die  Wahrscheinlichkeit  des  Kranzes  =  .  t>  . — ^          *  — r-r- 

l.o.ö .  7. ...('In — 3) .  (2w~^-l) 

sein  werde,  und  die  .allgemeine  Betrachtung  bestätigt  diese  Ver- 
niuthung vollkommen. 

Wir  wenden  uns  zuerst  zu  dem  Nenner  des  hingestellten  Aus- 
drucks, und  beweisen,  dass  die  Zahl  aller  möglichen  Verknüpfungs- 
weisen zu  Paaren  bei  2«. Elementen  =  1.3.5.7....(2w  — 3).(2n— 1) 
sei.  Denken  w  ir  uns  diese  verschiedenen  möglichen  Verknüpfungs- 
weisen shmmtlich  hingeschrieben,  und  zwar  111  alphabetischer  An- 
ordnung, so  ist  klar,  dass  dieselben  alle  mit  dem  Elemente  a 
beginnen  und  auf  natürliche  Weise  in  (2w —  1)  Gruppen  zerfallen, 
je  nachdem  das  Element,  welches  mit  a  das  erste  Paar  bildet, 
ein  anderes  ist.  Diese  ('In  —  1)  Gruppen  enthalten  alle  gleich  viele 
Verknüpfungsweisen .  nämlich  so  viele  als  für  die  ausser  dem 
ersten  Paar  noch  übrigen  (2;i — 2)  Elemente  möglich  sind.  Die 
Zahl  von  Verknüpfungsweisen  der  2n  Elemente  ist  also  das 
— l)iache  der  Zahl  der  Verknüpfungsweisen  von  (2$t— 2)  Ele- 
menten, diese  aber  aus  ähnlichen  Gründen  das  (2*-- -3)fache  der 
Zahl  der  Verknüpfungen  von  (2w  —  4)  Elementen;  und  so  ergeben 
»ich  durch  wiederholtes  Schtiessen  die  Factoren  des  zu  beweisen- 
den Products,  wenn  auch  in  umgekehrter  Ordnung. 

Dass  ferner  der  obige  Zähler  1.2.4.6....(2n— 4)(2n— 2)  die 
Zahl  der  dem  Kranze  günstigen  Verknüpfungsweisen  richtig  dar- 
stelle, beweisen  wir  auf  folgende  Art.  Es  war  vorhin  die  Rede 
von  (2«~  1)  Gruppen.  Die  erste  dieser  Gruppen  hat  in  allen 
ihren  Verknüpfungsweisen  ab  zum  ersten  Elementenpaar,  die 
zweite  ac,  die  dritte  ad  u.  s.  w.  Die  erste  mit  dem  Elementen- 
paar ah  beginnende  Gruppe  vermag  keinen  Kranz  zu  liefern,  weil 
durch  die  Verknüpfung  ab  der  erste  Halm  in  sich  abgeschlossen 
und  mithin  von  der  Verbindung  der  übrigen  Halme  ausgeschlossen 
wird.   Die  übrigen  (2w — 2)  Gruppen  aber  liefern,  unter  einander 


Digitized  by  Google 


443 


verglichen,  immer  eine  gleich  grosse  Anzahl  von  Kränzen,  »eil 
die  Beziehung  des  Elementes  «  zu  jedem  ausser  b  vorhandenen 
andern  Elemente  offenbar  eine  ganz  gleichartige  ist.  Wir  dürfen 
daher  nur  die  Zahl  von  Kränzen  in  irgend  einer  dieser  Gruppen 
Ausdrücken  und  diese  Zahl  mit  (2w —  2)  multipliciren.  Wählen  wir 
die  Gruppe,  in  welcher  das  erste  Elementenpaar  durchweg  ac 
lautet,  und  in  welcher  mithin  das  zweite  Elementenpaar  durch- 
weg mit  b  beginnt,  so  ergibt  sich,  dass  diese  Gruppe  ebensoviele 
Kranze  liefern  muss,  als  wenn  das  erste  Elcinentenpaar  ac  gar 
nicht  vorhanden  wäre,  das  zweite  aber  statt  mit  d  vielmehr  mit  c 
begänne.  Indem  nämlich  e  mit  a  verknüpft  ist  und  a  mit  b  zu- 
sammenhängt, ist  cab  nur  als  eine  Verlängerung  von  e  zu  be- 
trachten. Jede  der  vorhandenen  (2» — 2)  Gruppen  liefert  also  so 
viele  Kränze,  als  (;/ —  J)  Halme  für  sich  zu  liefern  vermögen. 
Aus  ähnlichen  Gründen  liefern  aber  diese  wieder  {'In  —  4)maF  so 
viele  Kränze,  als  (n-2)  Halme  liefern  würden.  Schliesst  man  so 
weiter,  so  erhält  man  den  zu  beweisenden  Zähler  auf  dieselbe 
Art,  wie  früher  den  Nenner. 

*  1  2  4  6  8 

Bei  Benutzung  des  Wahrscheinlichkeitsquotienten  yTj" 

hat  sich  hiernach  die  Zahl  der  aus  Zähler  und  Nenner  anzuwen- 
denden ersten  Factoren  genau  nach  der  Zahl  der  Halme  zu  rich- 
ten. Die  Unregelmässigkeit,  dass  im  Zähler  1  als  der  Zugführer 
der  geraden  Zahlen  erscheint,  entspricht  genau  der  Unregelmäs- 
sigkeit in  der  Sache,  dass  hei  einem  Halm  die  Verknüpfung  ab 
einen  Kranz  liefert,  bei  jeder  andern  Zahl  von  Halmen  aber  nicht. 
Die  Wahrscheinlichkeit  des  Kranzes  wird,  wenn  die  Zahl  der 
Halme  wächst,  fortwährend  geringer,  verschwindet  aber  erst  im 
Unendlichen.  Wir  rathen  daher  den  schönen  Leserinnen  dieses 
Archivs,  welche  sich  unseres  Orakels  bedienen  wollen,  die  Zahl 
der  anzuwendenden  Halme  jedesmal  mit  ihren  Lebensjahren  in 
Uebereinstimmung  zu  bringen. 

Zum  Schluss  mag  der  obige  Quotient  noch  mit  der  bekann- 
ten Formel 

*  # 

^  2.2.4.4.6.6.8.8.... 
2  "~  1.3.3.5.5.7.7. 0.  ... 

verglichen  werden.  Nehmen  wir  an,  es  seien  in  dieser  letzteren 
Formel  so  viele  Factoren  benutzt,  dass  die  Gleichung  nahe  rich- 
tig ist,  und  der  letzte  Factor  des  Nenners  sei  (2n — 1),  so  würde 
die  Wahrscheinlichkeit  unseres  Kranzes  bei  n  Halmen  auch  nähe- 
rungsweise durch  tf^n—T)  ausSe^rflc^t  ""erden  können,  wodurch 

sich  zugleich  die  obige  Behauptung,  dass  unser  Wahrscheinlich- 
keitsquotient bei  unzählig  vielen  Halmen  verschwindend  klein 
werde,  rechtfertigt. 


29* 
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Bemerkung  zu  dem  Beweise  des  unter 
tfo.  XXXIV.  in  Theil  IV.  8.  33©.  hin- 
gestellten geometrischen  Lehrsatzes. 

Von 

Herrn  Franz  Knopf  in  Cassel. 


In  dem  Beweise  de«  genannten  Lehrsatze*  ist  behauptet,  das* 
jeder  der  drei  Werthe,  welche  für \x  aus  der  Gleichung  (1)  her- 
vorgehn ,  die  Bedingungen  desselben  erfüllet.  Es  wird  aber  ß=y 
nur  für  den  Werth  ar  —  0,  und  die  beiden  Werthe  x'  =  —  (n-f  b) 

und  x"  ~  —  ^a  ^  ^j"  ^  müssen  als  die  Bedingungen  des  Lehr- 
satzes nicht  erfüllend  verworfen  werden. 

Substituirt  man  nämlich  in  die  Gleichungen 

n     ac(a  +  b  +  c)(a-\-c — b)               ab(<i+b+c)(a—c  +  b) 
r=~       (Ä  +  ^äT       "  "nd^  

für  c  — 6  den  Ausdruck  —(«+/>),  oder  für  e  den  Ausdruck  —  a, 

,  i  .    .  .     2     <™  ab*?>a  +  b)      .      .  . 

so  ergiebt  sich  ya=-^   und  p *  —  ^(a^b)'1 0  *unnen  "*r 

c~  —  «  keine  zwei  Linien  ß  und  -/  existiren,  welche  gleich  wären. 

Suhstituirt  man  ferner  für  c  —  b  den  Ausdruck  — 

i  teil       (a+6)'2  +  ,        .  , 

oder  lur  c  den  Ausdruck  —  —  - g — — ,  so  ergiebt  sich: 

u-_  [q(*+ft)8  »  «2A] .  («*  -f  2«6)  (a*  +  lab  +  26*) 
und 

M        ah  ja*  +  2ab)lab  +  («  +  b)  (a  +  26)1 
also  fiir  c=—  «  erden  y  und  0  imaginär.  Daher  kön 
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neu  auch  fiir  c=—^<  gleiche  Linien  /  und  ß  nicht 

existiren. 

Ohne  die  gemachten  Substitutionen  sieht  man  auch  folgcu- 
dermassen  ein,  dass  von  den  drei  Werthen,  welche  von  der  Glei- 
chuug  (!)  geliefert  werden,  nur  der  Werth  jr  =  0  die  Bedingungen 
des  Lehrsatzes  erfüllen  kann.  Für  x'  =  —  (a\b)  kann  ß=y  nicht 
sein,  weil  aus  c — 6  =  —  (v  +  b)  hervorgeht  b  —  c  =  «  +  o,  und 
weil  keine  drei  Linien  6,  u,  u  existiren  können,  für  welche 

b  —  c= a  4-  b  wäre.   Ebenso  folgt  aus  x*  =  —  ^i— ^'jt  ?^  dafiJ8 

b-c=(a^b)(^'Ö)  und  hieraus,  dass  b*-bc=aHZ*b+2t>* 

Ebenso  wenig  können  drei  Linien  u,  6,  c  existiren,  durchweiche 
diese  letzte  oder  die  vorletzte  Gleichung  erfüllt  wäre.    Also  kann 

für  ^=_^<?ii!Ha±.?ö  die  Gleichung  ß  =  y  nirhtNStatt  finden, 

und  es  kann  .  bei  den  in  dem  Lehrsatze  gemachten  Annahmen 
zwischen  b  und  c  nur  das  eine  Verhältniss  Statt  finden,  dass 
6=c  ist.  Ein  praktischer  Versuch  zeigt  auch  sofort,  dass  in  dem 
±BCI$X  (siehe  Tafel  IV.  Fig.  6.)  BE,  nicht  =67),  ist. 


Heber  die  Independente  Bestimmung 
der  FakultätenkoefYlzienten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh lö milch 

nn  der  Universität  zu  Jena. 


Das  in  der  Ueberschrift  ausgesprochene  Problem  gehört  be- 
kanntlich unter  diejenigen  Aufgaben,  von  denen  wir  noch  keine 
compendiöse  Lösung  besitzen;  der  einzige  mir  bekannte  Versuch, 
eine  independente  Bestimmung  jener  Grössen  zu  erlangen,  ist  der 
von  Herrn  Schläfli  im  lOten  Theile  des  Archivs  mitgetheilte, 
aber  so  gern  ich  auch  den  Scharfsinn  anerkenne,  den  der  geehrte 
Verf.  zur  Bewältigung  der  entgegenstehenden  Schwierigkeiten  auf- 
geboten hat,  so  niuss  ich  doch  offen  gestehen,  dass  mir  eine 
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sechsfache  Summiruug  nicht  eben  als  eine  runde  und  kurze 
Auflösung  des  «gedachten  Probleme*  erscheint,  und  ich  versuchte 
desshalb  auf  einem  anderen  Wege  zum  Ziele  zu  kommen.  Ich 
stellte  mir  nämlich  die  Aufgabe,  irgend  einen  Fakultntcukocflizien- 
ten  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verhandeln,  was  ebenfalls  zu 
einer  indepeudeuten  Bestimmung  desselben  fuhren,  oder  vielmehr 
geradezu  eine  solche  sein  inuss.  da  man  bekanntlich  Mittel  genug 
besitzt,  um  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  mit  jeder  be- 
liebigen (Genauigkeit  zu  berechnen.  Zugleich  böte  eine  solche 
Ausdrucksweise  den  Vortheil,  die  fragliche  Grösse  in  einer  com- 
pakten  Form  darzustellen. 

Denken  wir  uns  die  Fakultät  ft(ft  +  1)  —  (#*  + y| — nach  stei- 
genden  Potenzen  von  (x  entwickelt,  und  setzen 


1)  p0*  +  l)(fi+2)....(>  +  »i--l) 

n 

—Akn  +  4&*  +  4&%  +  •■••  +  AH^u, 

so  besteht  unsere  Aufgabe  bekanntlich  darin,  irgend  einen  der 
Koeffizienten  A  etwa  Ak  zu  bestimmen.     Nehmen  wir  u  negativ, 

•   i  r  *^ 

*°  wirU  <'.v\    i\  l:  I  YIKlnl 

2)  f^7i)(n-9)....((*-«=l) 

.  =  (- 1)«  [-Ax ii  -f  A2lP  -  A&*  + ....  +  (-  l)Mnft"j 

und  hier  gehen  wir  nun  zunächst  darauf  aus,  die  links  stehende 
Fakultät  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandeln.  Diess  geschieht 
auf  folgende  Weise.    Nach  einem  bekannten  Satze  ist  für  jedes 

positive  ft  und  iz^z^  —  tc: 

(2  cos  \z)p cos  i/tiz  =  jti^  -|-  f*i  cos  z  -f- COS 2k 

wobei  Mn.  u. ,  ft%y.*  wie  gewöhnlich  die  Binomialkoeflizienten  be- 
zeichnen. Multipliziren  irif  beiderseits  mit  2 cos ns  und  zerlegen 
rechts  jedes  doppelte  Cosinusprodnkt  in  eine  Summe  von  Cosinus, 
so  wird 

2  (2  cos  Jz)"  cos      cos  R2  —  '2(u.0  cos  nz 

-f  n,  [COS  («  —  1)2  -f  COS(«  +  l)z] 

+  fi*  [cos  (« — 2)z  +  cos  (m  +  2)z] 

« 

+  «„  [cos  (n  —  w)z  +  cos  (n  +  n)z] 

4-  >  .  inj ■   ai  /wrtl 

:i   »1  (  ifjjilil!  vleu  il->Uliittr. J 

Diese  Gleichung  multipliziien  wir  mit  dz  und  integriren  darauf 
zwischen  den  («ranzen  z  0.  izsf.  Dabei  ist  zu  berücksichtigen, 
dass  für  jedes  ganze  positive  p>0.  moli  oo» 

1     '    •         ■  ■  '  'S    e.  i     'j.illf'.  h    '     oSlIJ!   f!   i   IH"*9  T^df 

/*  n  ,      sin/**     »in  0*  "  i-  \  1  •  .' 
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wird  und  mithin  alle  Glieder  verschwinden,  in  welchen  p  von  Null 
verschieden  ist.    Es  bleibt  daher  mir  übrig 

2^   (2 cos^i)" cos  Jftx cos nzdz=nHJ*  cos  (n  — ><)«/:=:  f*»*. 

Schreiben  wir  den  Werth  von  n„  hin  und  multipliziren  darauf 
beiderseits  mit  *  ""  ,  wobei  I.2....»  kurz  mit  »'  bezeichnet 
werden  möge,  so  ivird  ✓ 

2.«   /»*     .    _  . 

(2cosiz)Mcot<i{txcosnzf/2 

=/i(f4-l)(,i-2)....(,t-^i). 

Lioks  setzen  wir  um  mehrerer  Bequemlichkeit  willen  z  —  Ix,  wo- 
durch dx=2/fcr  wird,  and  die  auf  ar  bezüglichen  Integrationsgrad 
0  jj 

zen  in  und  #  — .j  übergehen.    Rechts  entwickeln  wir  die 

Fakultät  nach  der  Formel  2)  und  erhalten  so 

4   ,  p& 

—  n  §      (2  cos  x)f*  cos  fix  cos2n.rr/ > 

Um  nun  hieraus  Irgend  einen  der  Koeffizienten  J  etwa  v4*  zu 
bestimmen,  differcnziren  wir  beiderseits  £mal  in  Bezug  auf  fi  und 
uehmen  dann  (i=0.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

3)   (2  cos  x)»  cos  fix = f{fi) , 

also 

ff-  /V)  cos  2w.r  c/.r 

=  <- 1)-  [- ilfi  -f ....  +  (-- 1)* Ak ^  4  .  ..  I-  (-  ir  -V"]. 
* 

so  giebt  die  Amalige  Differenziation  dieser  Gleichung 

■ 

4 

-it'  /  pk)((i)coH2n.r(Lr 
n  J  o 

» 

=  <_  1)"  [(-J)*  1 .  «...JrX»  f  (-         2 .  *...(/-  f  tri  +  •-]. 

und  folglich  für  fi.=0 

4 

^  »7  ^4)(0)cos2wcrf/.r 
=  (-  J )» \  M  .  2 . 3 ....  UM  =  (- 1 )" '  *  //  ^ . 
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oder  endlich  ; 

4)    Ak=  (—  1)B+*^ *  V*} (0)  cos2mx</x. 

Um  nun  die  noch  rückständige  Differenziation  auszuführen,  stel- 
len wir  f(fi)  in  die  Form 

und  setzen  zur  Abkürzung  /(2cos;r)=#,  also 

/•(^rscSMcosxfi*. 

oder  wenn  man  den  Cosinus  durch  imaginäre  Exponenzialgrossen 
ausdrückt: 

wobei  i=  V — 1  ist  Hier~giebt  nun  Jhnalige  Differenziation  in  Be- 
zug auf  p 

/*(»>(,,) = J  [(y  +  xi)*  «(H-*^  +  (y  -      e<*-«>] , 

— 

und  daraus  folgt  für  (ti=0 

/w<fl>=U(y  +  *0*  +  (y-*0*J- 

Man  kann  diesen  Ausdruck  bekanntlich  in  einen  anderen  umsetzen, 
der  keine  imaginäre  Zahl  enthält,  nämlich 

•  * 

x 

(y9  +  xa)l*  cos  (Je  Arctan  -) , 

und  dann  wird 

5)  A=(_l)»+»i +  *»)l*co8<*AreUD^)c».2^; 

* 

aber  dieser  Ausdruck  ist  etwas  unbehülflich.  Zu  einem  elegan- 
teren Resultate  gelangt  man  dadurch ,  dass  man  statt  /W(0)  die 
Keine  .*      :  , 

*o  y*  -  **y*-**2 + W"4  *4  -  •  •  • 

substituirt ,  wodurch 

erhalten  wird.   Setzt  man  das  Integral 

4  n  PI* 
(_  1)»+*-  JiJ„    y*-*iw2nx(fa>  . 

d.  i. 


■ 
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_  J      [/(2  cos  #)]J».r9  cos  2w.r«£r  ==$)(/?,  7) , 

so  erscheint  die  symmetrischere  Formel 

» 

0)   i*=Ä09(A:,0)-^(X:-2,2)  +  ^9(>5:-4,4)-,... 

Nimmt  man  die  Koeffizienten*  A  in  umgekehrter  Reihenfolge,  so 
ergeben  sich  diejenigen  Zahlen,  welche  Herr  Schlaf  Ii  mit  C 

bezeichnet.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  nämlich  för  f*=£  und 
durch  Multiplikation  mit  ln: 

(l  +  Ol) (1  +  Ü)  (1  +  2k) .. . .  (1+  A) 

=  +  ^A"-*  +  +  An—ii  +  JL 

und  wenn  man  diess  mit  der  Formel 


(1  +  Ol)  (1  +  IX) (1  +  2A)....(I  +  n  -  U) 

=     +  tU  +  &A*  +  ....  +  6V-,  iL—* 
vergleicht,  so  wird 

n        n       n        n  n  n 

6*o  =  Am  C\  =  ^n-i ,  = 


, .... 


überhaupt 


h  n 

Ci=An-i, 


wobei  i  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  versteht  sich  übri- 
gens von  selbst,  dass  man  noch  aodere  und  bessere  Ausdrucks- 

n 

weisen  für  Ak  finden  kann,  wenn  es  gluckt,  eine  der  Fakultäten 

p(ft  +  l)....(ft-f  ft  — 1)  oder  p(tt  —  l)....(p—H~-i)  in  ein  anderes 
und  geschmeidigeres  Integral  ah* das  hier  benutzte  zu  verwandeln. 
Es  kam  mir  bei  den  gegebenen  Entwickeluncen  nur  darauf  an ,  zu 
zeigen,  dass  die  in  Vorschlag  gebrachte  Methode  nicht  an  den 
Schwierigkeiten  leidet,  welche  der  unmittelbaren  Bestimmung  von 

A  '  n 

Ak  oder  Ct  entgegenstehen ,  wenn  man  von  der  Rekursionsiormel 
seinen  Auslauf  nenmen  will,  und  dass  sie  daher  wohl  verdiente, 
weiter  angewendet  zu  werden. 
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Bestimmung  der  Arbeit,  die  nöthig  ist, 
um  Iiuft  in  einem  Behälter  zu  ver- 
diinnen. 

Von  dem 

Herrn  Doclor  J.  Dienger, 

Lehrer  ao  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sioeheiin  bei  Heidelberg. 


Man  habe  ein  Gefäss  von  a  Kubikmeter  Inhalt,  in  welchem 
Luft  von  der  Spannung  fi^^lj  Atmosphären  sei,  4ind  man  will 

nun  diese  Luft  vnrmittelst  einer  Luftpumpe,  die  einen  Stiefel  von  1 
6  Kubikmeter  Inhalt  hat,  so  verdünnen,  dass  die  Spannung  der- 
selben nur  noch  v  Atmosphären  betrage.     Welches  ist  der  dazu 
nothige  Aufwand  von  Arbeitt 

Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  die  Hahnen  der  Luftpumpe, 
vermöge  der  mechanischen  Einrichtung  des  Instrumentes,  sieb  von 
selbst  offnen  und  schliessen,  so  dass  dazu  nicht  der  Druck  der 
Luft  nothwendig  ist.  Die  etwa  zu  diesem  Oeffnen  und  Schliessen 
nothwendige  Arbeit  vernachlässigen  wir.  Zugleich  wollen  wir  be- 
merken, «lass  wenn  es  im  Folgenden  heisst,  es  seien  in  einem 
Behälter  g  Kubikmeter  Luft  enthalten,  damit  gesagt  sein  soll,  die 
in  dem  fraglichen  Gefasse  enthaltene  Luft  würde  urfter  dem  Drucke 
von  Einer  Atmosphäre  g  Kubikmeter  (Kbkmtr) ,  Kaum  einnehmen. 

Zu  Anfang  bcGnden  sich  in* dem  Behälter  au  Kbkmtr  Luft; 
hebt  sich  nun  der  Kolben  das  erste  Mal^  so  dehnt  sich  diese 
Luft  von  dein  Raum  .«  in  den  <t  +  b  aus ,  ihre  Spannung  ist  also 

noch  j^-gf*  Atm.    Senkt  sich  also  der  Kolben,  so  gehen  fort 
^°^(u  Kbnitr  Luft,  bleiben  folglich:  _ 

«r*  +  a-^-Är*=^qT5r*  Kbnitr  von  der  Spannung  f-^(i  Atm. 

Itcchuet  man  so  weiter,  so  ergieht  sich,  dass  wenn  der  Kolben 
Aich  wmal  gehoben  und  gesenkt  hat,  noch  Vorhanden  sind: 

«" » 1  /   a  \ 

'(a~Tt>)"  ^Kbkm4r  von  <ler  Spauimng  {-+-h)Ht»>  Atm. 
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Soli  also  die  Spannung  v  durch  n  Kolbenstüsso  erreicht  sein,  so 
muns 


( 


a  \n 


\a-f  6/ 


sein,  wodurch  n  bestimmt  wird. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Bestimmung  der  nüthigeu  Arbeit. 
Zu  Anfang  des  itten  Kolbenhubs  war  die  Spannung  der  Luft 

*\n—  A 

fi  Atra. ;  ist  nun  der  Kolben  bis  zur  Höhe  x  aufgestie- 
gen, /'  sein  Flächeninhalt  in  Quadratmeter,  so  ist  die  Spannung' 

— r-r  1     f*'Z-ir^-  Drückt  nun  die  Luft  mit  einem 

Gewicht  von  o*  Kilogramm  auf  lü  Meter  bei  der  Spannung  von 
1  Atm.,  so  findet  man,  wenn  die  Reibung  des  Kolbens  an  den 
Stiefelwänden  durch  ein  Gewicht  von  r  Kuogr.  (iberwunden  wer* 
den  kann,  ftir  die  Kraft,  die  zur  Bewegung  des  Kolbens  tiüthtg  ist: 

■ 

Bewegt  sich  der  Kolben  nun  durch  den  Raum  cor,  so  kann  diese 
Kraft  als  konstant  angesehen  werden;  ihre  Arbeit  ist  alsdann: 

Heisst  h  die  ganze  Hohe  des  Hubs,  so  ist  die  Arbeit  eine»  Hubs : 

Beachtet  mau.  dass  =  und  dass  bei  einem  Niedergang  die 
Arbeit  bloss  rh  ist,  so  iindet  man  die  zum  wten  Auf-  und  Nieder- 
gang nöthige  Arbeit  Att  des  Kolbens: 

(a   \n~l  "  h 

^j^J     firtologCl +-). 

Demnach  ist  die  gesammte  Arbeit  A  während  n  Kolbcnstüssen : 

t 

A^zAf  -4-  A%  f- .... -f-  An * 

d.  I. 

A  =  ub*  +  *,rA-"f.«g(.  +  i).(^^f  ■■ 
worin  ■»..  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmt  ist. 
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Gesetzt,  es  «olle  dieses  Auspumpen  durch  eine  Dampfma- 
xchine  von  m  Pferdekräften  in  t  Sekunden  vollzogen  werden.  Eine 
Pferdekraft  für  die  Sekunde  werde  zu  p  kilogr.  mtrs  (p— 58,823) 
gerechnet,  so  ist 

mpt  ~  A ,  -  (3) 

wodurch  m  gefunden  wird. 

Der  Ausdruck  von  A  nimmt»  wenn  man  die  Gleichung  (Ohe- 
achtet, auch  die  Form  an: 

•     =nAaf2),rA_25(|±i>l„g(i  +  5).((l_v).  j  (2> 

< 

•  •- 

Man  sehe  darüber:  „Memoire  Sur  l'application  de  l'air  at- 
raospherique  comme  force  motrice  sur  les  cnemins  de  fer"  6.  16. 
in  Crelle's  Journal  Bd.  32.  S.  24  ff.,  wo  die  Resultate  jedoch  an- 
ders  sind,  indem  die  dortigen  Gleichungen  (3)  und  (4)  nicht  genau 

richtig  sind.    Macht  man  in  unserer  Formel  (2')  log  (1  +    =  ^ 

a  ^  ^  =  Jß*  80  Pe^anff*  man  zu  ^en  Resultaten  der  angeführten  Ab- 
handlung, was  darauf  hinauskommt,  b  gegen  a  zu  vernachlässigen. 

ö  ist  nach  Crelle  1)418,  nach  Andern  (Archiv  IX.  S.  342 
nach  Möller  s  Physik)  =10330. 

Big  hierher  haben  wir  eine  Luftpumne  mit  einem  einzigen 
Stiefel  betrachtet;  wir  wollen  nun  annehmen,  dieselbe  besitze 
deren  zwei,  in  deren  einem  der  Kolben  sich  hebt,  während  der 
andere  niedersteigt.  Derjenige  Kolben,  der  zu  Anfang'  der  Ope- 
ration aufsteigt,  soll  der  erste  genannt  werden.  Durch  Betrach- 
tungen, die  den  so  eben  angestellten  ganz  ähnlich  sind,  wird  mau 
leicht  das  folgende  Täfelchen  entwerfen  können.  Die  beiden  Stie- 
fel werden  vollkommen  gleich'  angenommen  und  es  mögen  von 
jedem  die  Bezeichnungen,  die  oben  von  dem  einen  gebraucht 
wurden,  gelten. 

Nach  dein  Sind  noch  da  Khkmtr.  Spannung 

deraelb.  in  Atm. 

lsten  Aufgang  des  lsten  Kolbens        ap    «-{-6* 

lsten  Niedergang        ..  Q  {^)  V 

*2te»  Aufgang             ..            .  .   ^  .....    (jjjj) V 
Ken  Niedergang         „  ..  ^  


- 
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3ten  Aufgang    v     „  (-^,  (^)  ^ 

3«en  Niedergang        „        ...    p. 

* 

nte«  Aufgang  „  -—-^  .  .  .  ^_ j 

nten  Niedergang         „  (T^*^  *  *  Gl^)^ 

Soll  also  während  91  Auf-  und  Niedergängen  des  ersten  Kol- 
bens die  verlangte  Verdünnung  hervorgebracht  sein ,  so  rouss 

4 

a  N2» 

sein,  welche  Gleichung  aus  (!)  entsteht,  wenn  man  2«  statt  tt 
setzt,  was  auch  nicht  anders  zu  erwarten  stand.  Die  Gleichung 
(4)  giebt  nun  n. 

Berechnen  wir  nun  die  uOthige  Arbeit.  Während  des  nten 
Aufgangs  des  ersten  Kolbens  ist  dieselbe,  wie  man  leicht  sieht: 

die  zu  gleicher  Zeit  nöthige  Arbeit  zum  Niedergang  des  zweiten 
Kolbens  ist  rh.  Geht  nun  der  erste  Kolben  wieder  nieder,  so  ist 
die  dazu  nöthige  Arbeit  rh,  die  aber  zu  gleicher  Zeit  verwendete 
lur  den  Aufgang  des  zweiten  Kolbens: 

(a    \2n— 1  '  ff 

—h)  flogen--). 

Somit  ist  die  gesammte  Arbeit  während  des  »ten  Auf-  und 
Niedergauges  des  ersten  Kolbens: 

26«  +  4rA-0,,l„g(l  -^.(^y-V  + 

,  1    a*"-,«|i(2o  +  4)1    „  .  K 
=260+4rA  (^f%i.-=rJ><>g(l+-). 

Setzt  man  hierin  n=l,  2,... .71  und  summirt,  so  Tin  det  sich  für 
die  ganze  Arbeit  B  während  der  n  ersten  Auf-  und  Niedergänge 
des  ersten  Kolbens: 
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welcher  Abdruck  sich  aus  (*2)  crgiebt,  wenn  man  darin  2«  statt 
n  setzt. 

Ist  eine  Dampfmaschine  von  m  Pferdekräften  Mährend  t  Sekun- 
den tlilttig,  um  diese  Arbeit  zu  vollziehen,  so  hat  man  wieder: 

a 

durch  welche  Gleichung  m  hesfimmt  wird. 

Setzt  man  nun  die  Werthe,  so  findet  sich,  dass  nm  bei  zwei 
Kolben  die  Verdünnung  von  der  Spannung  p  auf  v  Atni.  in  t  Se- 
kundcu  zu  bringen,  eine  Dampfmaschine  von 


1    i    *  •/ 


■  * 
i  - 


•  ■ 
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Pferdekräften  Dothwendig  ist. 
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Ser,  um  ein  Beispiel  zu  wählen,  r=U,  u.  =  1 ,  v  =  l,  a =1000. 
6=2,  1=4000,  ho  findet  man,  dass  die  Maschine  haben  rauss: 

1  Ol o Inn  lo | nioo 

nuUW  0^010300       |(?niimft  /W¥¥«A—    1002    *•»    —1000  >ur> 

(l^>-0OTÄä77—  4,01*000.0,00086//.—  ,oltJ„„  t  ) 


: 235292, 
gleich  19  Plerdekrfiften  ungefiibr. 


Mise  eilen. 


Drei  neue  Theoreme  tob  Canchy  über  die  regulären  Po- 
lyeder, au  •gezogen  aus  den  Cotnptes  rendus  hebdomadai- 
re<  de«  »Dances  de  l'Acadäraie  des  scicnces.  Tome  .XXVI, 
No.  20,    (15.  Mai  1848.)    p.  518.  ' 

1«"  Theoreme.  Les  centres  des  diverses  fares  d'nn  polyedre  regu- 
lier quclconqiie  sont  les  souinicU  d'nn  autre  polyedre  regulier.  D'ailleurs 
deux  polycdres  regulier«,  dont  l'un'a  pour  sommets  les  centres  des  faces 
de  l'autre,  sont  ncces«airement  ou  deux  t^tracdres,  on  un  hexaedre  et 
un  octaedre,  ou  un  dodecaedre  et  un  icosaedrc. 

2«  Theoreme,  Dans  tont  polyedre  regulier,  la  droite  menee  du 
centre  ä  nn  somniet  est  perpcndiculaire  aux  plana  de  divers  polygones 
regulier»  auxquels  appartiennent  tnus  les  soramets  »ituea  hors  de  cette 
droite. 

Si  le  polyedre  dnnne*  est  nn  tetraedre,  un  seul  somniet  sera  sitae* 
sur  la  droite  dont  il  s'agit,  les  troi«  antrcs  appartiendront  k  un  triangle 
equilateral  dont  le  plan  sera  "pcrpendiculairc  a  la  droite. 

Si  le  polyedre  dnnne  est  un  hexaedre,  ou  un  octaedre,  ou  nn  dode- 
caedre, ou  un  icosaedrc,  deux  snminets  seront  les  extreraites  d  un  neme 
diametre  menc  par  le  centre  du  polyedre.  Les  autres  somraet«  appar- 
tiendront ä  deux  trianglcs  ^quilaternux,  ou  a  nn  seul  carrö,  ou  a  deux 
trianglea  ^quilateVanx  et  a  deux  hexagones  reguliere ,  ou  cnfin  k  deux 
pentagoncs  regulier«,  dont  les  plans  seront  perpendiculaires  au  diametre 
dont  il  s'agit. 

Kn  partant  de  ces  remarques,  on  rtemontrera  sann  peine  nne  relation 
curieime  qu'ont  entre  enx  les  trols  polyedre«  dans  lesqnels  trois  aretes 
ahontissent  a  chaqne  «ommet,  saroir,  le  tetraedre,  l'hexaedre  et  le 
dodecatdre  rlguliers.  Cette  relation  est  exprimee  par  le  thtforerae  soirant: 

3*  Theoreme.  Les  sommets  de  l'hexaedre  ou  du  dodecaedre  regu- 
lier sont  en  memo  temps  les  sommets  de  deux  ou  de  cinq.  tätraedres 
regulier«. 

C  a  u  ch  y  fugt  noch  hinzu : 

Un  dlplarement  ddtermine*  d'un  polyedre  regulier  lonrnant  autonr  de 
son  centre  peut  toujours  Ctre  conaid^re*  eomroe  le  resnltat  de  trois  depla- 
cements  successifs  dont  chaenn  serait  prodnit  par  un  mouvement  de  ro- 
tation  du  polyedre  autour  de  Tun  des  rayons  vectenrs  raenes  du  centre 
aux  sommets,'  ,«  . 
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literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 


Disquisitiones  archaeol  ogico -matheiuaticae  circa 
solaria  veterum.  Dissertatio  inauguralis  astronomica 
auctore  Francisco  Woepcke.  Berofini.  1848.  4.  J  Rtblr. 
15  Sgr. 

Eine  sehr  fleissige  archäologisch -mathematische  Abhandlung 
über  die  Gnomonik  der  Alten,  die  aus  folgenden  Hauptabschnit- 
ten besteht:  1.  De  horarum  et  solariorum  apud  veteres  usu. 
II.  De  senerißtis  et  forrois  antiquorum  solariorum  item  de  analem- 
mate.  III.  Monnmenti  in  Musco  ßeroliuensi  Regio  asservati  expli- 
catio.  IV.  Expositio  coroputationum  et  methorii  in  calculo  instituendo 
adhibitae,  quibus  firmatur  explicatio  monumenti  jam  proposita. 
Addenda.  —  Der  Preis  dieser  Schrill  ist  freilich  etwas  noch,  und 
wird  deren  weiterer  Verbreitung  nicht  eben  forderlich  sein. 


Systeme,  Iiehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  obern  Klassen 
höherer  Lehranstalten  von  Joh.  Aug.  Grunert  Vierter 
Theil.  Kegelschnitte.  Mit  drei  Figuren-Tafeln.  Dritte 
vermehrte  und  verbesserte  Ausgabe.  Brandenburg. 
1848.  8.  Auch  unter  dem  Titel:  Lehrbuch  der  Kegelschnitte 
für  die  obern  Klassen  höhererer  Lehranstalten  von 
Joh.  Aug.  Grunert.  Mit  drei  Figuren-Tafeln.  Dritte 
vermehrte  und  verbesserte  Ausgabe.  Brandenbarg. 
1848.  8. 

> 
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Mit  diesem  Theile  ist  nun  die  dritte  Ausgabe  meiner  beiden, 
im  Ganzen  aus  sechs,  die  gemeine  Arithmetik,  die  ebene  Geome- 
trie, die  allgemeine  Arithmetik,  die  Stereometrie,  die  ebene  nnd 
sphärische  Trigonometrie  und  die  Kegelschnitte  enthaltenden  Thei- 
len  bestehenden  Lehrbücher  der  Mathematik  für  die  mittleren  und 
für  die  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten  vollständig  erschie- 
nen. Wie  hei  den  früheren  Thcilen  habe  ich  auch  bei  diesem, 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  nach  einer  gemischten  analytisch- 
geometrischen Methode  behandelnden  Theile  zu  wesentlichen  Ver- 
änderungen und  Umgestaltungen  mich  nicht  veranlasst  gesehen.  Je- 
doch ist  die  Anzahl  der  <Jie  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  durch 
die  . Algehra  überhaupt  erläuternden  Probleme  vermehrt  und  dabei 
vorzüglich  auf  die  Herleitung  geometrischer  Uonstructinneri  aus 
den  algebraischen  Auflösungen  Rücksicht  genommen  worden,  wes- 
halb diese  dritte  Ausgabe  auch  eine  Figurentafel  mehr  als  die 
früheren  Ausgaben  erhalten  hat  und  hoffentlich  mit  Recht  den  Namen 
einer  neuen  vermehrten  und  verbesserten  Ausgabe  verdienen  wird. 

G. 


Arithmetik. 


Die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  des 
fünften  und  des  sechsten  Grades.  Von  Dr.  Anton  Mül- 
ler, ordentlichem  Professor  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie an  der  Universität  in  Zürich.  Stuttgart  1848.  4. 
1  Rthlr.  18  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede :  „Seit  längerer  Zeit  bin 
ich  mit  Untersuchungen  beschäftigt,  in  deren  Bereich  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen  als  Fall  der  Anwendung 
gehört,  und  habe  dabei  Resultate  gewonnen,  welche  für  die  Wis- 
senschaft sowohl  Nutzen  als  auch  nicht  unbedeutende  Förderung 
zu  versprechen  scheinen.  Diese  Ergebnisse  einer  langen  mühe- 
vollen Arbeit  dem  mathematischen  Publikum  vorzulegen  und  so 
zum  Gemeingut  zu  machen,  gestatten  aber  Verhältnisse  und  Um- 
stände für  jetzt  nicht;  ich  gebe  daher  einstweilen  diese  Blätter 
als  Vorläufer ,  hegleitet  von  einigen  nöthig  scheinenden  Bemer- 
kungen." —  »Will  man  das  Problem  der  Gleichungen  in  seiner 
ganzen  Ausdehnung  anfassen,  so  ist  vor  allen  Dincen  nöthig, 
dass  man  alles  dasjenige,  was  einer  abgesonderten  Betrachtung 
unterworfen  werden  kann,  von  einander  scheide  und  trenne,  una 
so,  wie  es  die  Wissenschaft  verlangt,  durch  Vorarbeiten  sich  in 
den  Besitz  der  nothwendigeu  Subsidien  zu  setzen  suche.  Nun 
bietet  sich  sogleich  dar,  dass,  in  Absicht  auf  die  Elemente,  zwei- 
erlei Ausdrücke  unterscheid  bar  sind:  solche,  welche  aus  den 
Coefticienten  der  Gleichungen  gebildet  werden,  und  solche,  in 
welchen  lediglieh  die  Wurzeln  als  Elemente  auftreten.  Alle  in 
der  Mathematik  vorkommenden  Ausdrücke,  woraus  immer  sie 
auch  entstehen  oder  folgen  mögen,  sind  aber  nach  Gesetzen  ge- 
bildet, deren  Natur  zunächst  durch  die  auftretenden  Elemente  be- 
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dingt  wind,  und  gosetzmassig  gebildete  Ausdrucke  pflegt  man 
Functionen  zu  nennen.  Somit  stellen  sich  zwei  Aufgaben  heraus: 
die  Functionen  aus  den  Coefticienten  der  Gleichungen  und  jene 
aus  den  Wurzelo  zu  untersuchen.  Sodann  ist  es  im  Voraus  ge- 
wiss,  dass  bei  den  Functionen  aus  den  Wurzeln  auch  deren  Zu- 
riiekführung  auf  die  CoeOicienten  zur  Sprache  kommt.  Demnach 
ist  die  Theorie  der  uus  den  Coeflicicnteri  der  Gleichungen  gebil- 
deten Functionen  der  erste  Gegenstand,  der  erledigt  werden 
Viuss."  —  Mit  solchen  notwendigen  Voruntersuchungen  zur 
allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  über  die  Functionen  aus 
den  Coefticienten  uud  aus  den  Wurzeln  der  Gleichungen,  mit  be- 
sonderer Rücksicht  auf  die  Gleichungen  des  fünften  und  sechsten 
Grades,  beschäftigt  sich  nun  die  vorliegende  Schrift,  und  ist  in 
dieser  Beziehung  jedenfalls  sehr  verdienstlich  und  der  Beach- 
tung der  Leser  des  Archivs  angelegentlichst  zu  empfehlen.  Auch 
ist  zu  wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  bald  Gelegenheit  finden 
möge,  seine  allgemeineren  Untersuchungen  über  die  Gleichungen 
dem  mathematischen  Publikum  mitzutheilen,  denn  die  sehr  lehr- 
reichen allgemeinen  Gesichtspunkte ,  welche  er  in  der  vorliegen-  . 
den  Schrift  als  leitende  Principien  bei  seineu  Arbeiten  über  die- 
sen wichtigen  und  schwierigen  Gegenstand  namhaft  macht,  sind 
von  der  Art,  dass  man  allerdings  sehr  begierig  werden  muss, 
eine  deutliche  Anschauung  von  uer  Ausführung  dieser  allgemei- 
nen Arbeiten  zu  erhalten,  namentlich  auch  nicksichtlich  der  An- 
wendung der  elliptischen  Functionen  und  der  Hülfsmittel,  welche 
die  Zahle  Iii  ehre  darbietet.  Sollten  die  beiden  letzteren  Theorien, 
wie  es  nach  dem  Herrn  Vf.  nicht  ganz  unwahrscheinlich  zu  sein 
scheint,  dereiust  noch  zur  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen 
überhaupt  oder  wenigstens  der  Gleichungen  des  fünften  oder 
sechsten  Grades  führen,  so  würde  dies  der  schönste  Triumph 
sein,  den  dieselben  feiern  könnten. 


Geometrie. 


Geometrie  der  Lage  von  Dr.  Georg  Karl  Christian 
v.  Staudt,  ordentlichem  Professor  an  der  Universität 
Erlangen.   Nürnberg.  1847.   8.   1  Rtblr.  10  Sgr. 

Dieses  Werk,  welches  wohl  als  das  erste  eigentliche  syste- 
matische, und  dabei  zugleich  elementare  Lehrbuch  der  freilich 
sehr  Vieles  und  zum  Thcil  ziemlich  Verschiedenartiges  umfassen- 
den Wissenschaft ,  welche  man  wohl  mit  dem  etwas  unbestimmten 
Namen  der  neueren  Geometrie  zu  belegen  pflegt,  wenigstens  in- 
sofern als  in  derselben  der  Gebrauch  des  Maasnes  ausgeschlossen 
wird,  weshalb  auch  der  Vf.  sich  der  bestimmteren  Bezeichnung 
als  Geometrie  der  Lage  bedient  hat,  zu  betrachten  ist,  verdient  jeden- 
falls sehr ,  allgemein  beachtet  und  den  Liebhabern  der  sogenannten 
neueren  Geometrie  angelegentlichst  empfohlen  zu  werden.  In  dsr 
Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser:  „Man  hat  in  den  neueren  Zeiten 
wohl  mit  Kernt  die  Geometrie  der  Lage  von  der  Geometrie  des  Maasses 
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unterschieden,  indessen  gleichwohl  Satze,  in  welchen  von  keiner 

Grösse  die  Rede  ist,  gewöhnlich  durch  Betrachtung  von  Verhält- 
nissen bewiesen.   Ich  habe  in  dieser  Schrift  versucht ,  die  Geome- 
trie der  Lage  zu  einer  selbstständigen  Wissenschalt  zu  machen, 
welche  des  Maasses  nicht  bedarf.    Uni  jedoch  diejenigen  Eigen- 
schaften der  Curven  und  Flächen  II.  Ordnung,  welche  auf  «Mittel- 
punkte, Axen,  Brennpunkte  u.  s.  w.  sich  beziehen,  nicht  ganz 
unberührt  zu  lassen,  habe  ich  das  Wesentliche  hievon  in  einen 
Anhang  aufgenommen.*"    Um  den  Lesern  des  Archivs  deutlich  zu 
zeigen,  was  sie  in  diesem  Werke  zu  erwarten  haben,  halten  wir 
es  für  zweckmässig,  dessen  vollständigen  Inhalt  hier  mitzutheilen. 
§.  1.    Einleitung.    Der  Strahlenbündel!  Winkelräume  und  Winkel- 
flächen,    §.  2.  Die  Ebene.   Der  Strahlenbüschel  und  der  Ehenen- 
büschel.     §.  3.    Von   den   Parallelen.     $.  4.    Von  den  »Ecken, 
7i Kanten  und  Polyedern.   §.  5.  Unendlich  ferne  Elemente.   §.  6.  Ge- 
setz der  Reciprocität  (aui  welches  der  Herr  Vf.  mit  Recht  vorzüg- 
lichen WTerth  legt,  und  dessen  Anwendung  er  besonders  erläutert). 
§.  7.    Von  den  »Ecken,  »Kanten  u.  s.  w.  in  einer  andern  Beden* 
tung.   $.  8.   Harmonische  Gebilde.    $.  9.  Projektivische  Verwandt- 
schaft zwischen  einförmigen  Gebilden.    §.  10.   Projektivische  Ver- 
wandtschaft zwischen  Grund"ebilden  der  zweiten  Stufe  und  zwischen 
räumlichen  Systemen.    §.  11.  Von  den  Linien,  Flächen  und  den 
ihnen  verwandten  Gebilden.   §.  12.  Eintheilung  der  geschlossenen 
Linien,   Flächen  u.  s.  w.  in  solche  von  paarer  und  in  solche  von 
unpaarer  Ordnung.    §.  13.  Von  den  ebenen  Figuren  und  den  ihnen 
verwandten  Gebilden.   §.  14.  Von  den  Korpern  und  den  ihnen 
verwandten  Gebilden.        15.  Rückkehrelemente.   6.  IG.  Involu- 
tionen.   §.  17.   Involutorische  Systeme.    §.  18.  Polarsysteme  in 
der  Ebene  und  im  Strahlenbündel.   §.  19.  Curven  und  Kegelflächen 
II.  Ordnung.    §.  20.  Projektivische  Beziehungen  zwischen  Cnrren 
II.  Ordnung.       21.  Von  der  Anzahl  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
und  Tangenten  zweier  Curven  II.  Ordnung.    §.  2*2.  Von  den  Linien 
II.  Ordnung  überhaupt.     §.  23.   Aufgaben  vom  zweiten  Grade. 
§.24.  Polarsysteme  im  Räume.  §.25.  Flächen  II.  Ordnung.  Anhang. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Herr  Verfasser  sowohl  nach  einer 
möglichst  strengen  systematischen  Darstellung,  als  auch  nach 
möglichst  grosser  Allgemeinheit  gestrebt  hat,  was  nur  zu  billigen 
ist,  und  dem  Zwecke  eines  solchen  Werkes,  was  wohl  vorzüglich 
die  wichtigsten  Grundlehren  enthalten  soll,  um  aul  denselben  das 
Gebäude  weiter  aufrühren  zu  können,  vollkommen  entspricht 
Möge  das  verdienstliche  WTerk  recht  viele  Leser  finden! 

Geometrische  Aufgaben  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  geometrische  Constructionen  von  C  Adams.  ErsteT 
Abschnitt.  Ein-  und  um  beschriebene  Figuren.  Mit  vier 
Kupfertafeln.    W7interthur.  1847.  8. 

Das  Erscheinen  dieser  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  mit 
besonderer  Rücksicht  auf  geometrische  Constructionen  ist  schon  in 
Nr.  XXXVI.  S.  529  des  Liter.  Ber.  vorläufig  angezeigt  worden,  bei 
Gelegenheit  des  von  dem  Herrn  Verfasser  verfassten  Programms  der 
Gewerbschule  zu  Winterthur  für  1847,  in  welchem  er  einige  dieser 
Aufgaben  vorläufig  mittheilte.  In  dem  bis  jetzt  erschienenen  ersten 
Abschnitte  der  ganzen  Sammlung,  welcher  sich  mit  Figuren  he- 
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schäftigt,  die  andern  Figoren  ein-  oder  unibeschrieben  sind,  sind 
47  Angaben  dieser  Art  enthalten,  welche  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  den  auf  dem  Titel  angegebenen  Hauptzweck  dieser 
Sammlung  sammtlich  sehr  vollständig  und  mit  grosser  Umsicht 
behandelt  sind,  so  das«  wir  dieses  Buch  jedenfalts  allen  Lehrern 
zu  sorgfältiger  Beachtung  aus  Ueberzeugung  empfehlen  können 
und  der  Fortsetzung  mit  Verlangen  entgegen  sehen.  Wenn  aucb 
der  Raum  nicht  erlaubt,  alle  47  in  dieser  Schrift  behandelten  Auf- 
gaben hier  einzeln  namhaft  zu  machen,  so  wollen  wir  doch,  um 
den  Lesern  des  Archivs  eine  möglichst  deutliche  Anschauung  von 
dem  Inhalte  dieser  Schrift  zu  verschaffen,  einige  derselben  hier 
herausheben,  ohne  übrigens  dadurch  dieselben  gerade  als  die 
wichtigsten  und  interessantesten  bezeichnen  zu  wollen.  Auf- 
gabe l.s  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Quadrat  zu  beschreiben. 
Aufgabe  3.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Hechteck  von  gege- 
benem Inhalte  zu  beschreiben.  Aufgabe  7.  In  ein  Quadrat  ein 
gleichseitiges  Dreieck  so  zu  beschreiben,  dass  eine  Ecke  dieses 
Dreiecks  mit  einer  Ecke  des  Quadrats  zusammenfalle.  Aufgabe  9. 
Ein  Quadrat  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  durch  vier  gegebene 
Punkte  geben.  Aufgabe "24.  Um  ein  gegebenes  Parallelogramm 
ein  zweites  zu  beschreiben ,  welches  einem  dritten  ähnlich  ist. 
Aufgabe  39.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  ahnliches  zu  zeich- 
nen, dessen  Seiten  mit  den  homologen  des  ersteren  einen  gege- 
benen Winkel  bilden  (bei  dieser  Aufgabe  nimmt  der  Herr  Verfasser 
auf  die  schöne  Abhandlung  des  Herrn  l)r.  Hoffmann  in  Dan- 
zig  in  dem  neunten  T  heile  des  Archivs.  Nr.  XXVII.  S. 280. 
besonders  Rücksicht).  Aufgabe  43.  Um  ein  gegebenes  Paralle- 
logramm ein  Rechteck  von  gegebenem  Inhalte  zu  beschreiben. 
Aufgabe  47.  Um  ein  gegebenes  Viereck  einen  Rhombus  zu  be- 
schreiben, von  welchem  ein  Winkel  gegeben  ist.  —  Schon  aus 
diesen  wenigeu  Mittheilungen  werden  die  Leser  des  Archivs 
sehen,  dass" ihnen  in  dieser  Sammlung  viel  Lehrreiches  geboten 
wird. 


Siech  a  ni  k. 


Dissertatio  mathem atica  inauguralls  de  curvis  fu- 
niculariis,  quam  pro  Gradu  Magisterii  et  Doctoratus, 
summisque  in  IVI at h  es i  et  Philosophia  naturali  honori- 
bus  et  privilegiis  in  Academia  Groningana  rite  et  legi- 
time consequendis  publico  ac  solemni  examini  submit- 
titDanie!  Janus  SteynParve.  Groningae.  MDCCCXLVII.  4. 

Diese  13  Bogen  starke  Dissertation  über  die  auf  dem  Titel 
genannten  Cnrven  enthält  alles  auf  diesen  Gegenstand  Bezügliche 
in  grosser  Vollständigkeit  und  sehr  deutlicher ,  das  Geometrische 
und  Analytische  überall  auf  sehr  zweckmässige  Weise  mit  einan- 
der verbindender  Darstellung,  so  dass  diese  Schrift  jedenfalls  dem 
Herrn  Verfasser  und  der  Lehranstalt,  auf  welcher  er  vorzüglich 
seine  mathematische  Bildung  erhalten  hat,  alle  Ehre  macht.  In 
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der  That  verdient  auch  dieselbe  allen  denen,  welche  den  auf 

ihrem  Titel  genannte»  interessanten  Gegenstand  genauer  und  zu- 
gleich historisch  und  literarisch  kennen  lernen  wollen,  sehr  zur 
Beachtung  empfohlen  zu  worden.  Um  dieses  Urtheil  mehr  zu  be- 
gründen/ wollen  wir  den  Inhalt  der  Schrift  im  Folgenden  etwas 
genauer  angeben.  Iutroductio.  Pars  prior.  De  diversis 
prineipiis  et  methodis,  quibus  usi  sunt  mathemutici 
ad  inceniendas  aequaiiones  curvarum  funiculariarum, 
Caput  I.  Üe  iis  quae  circa  catenariain  iuventa  sunt  sine  analysi 
infinitesimali  (Galilaei,  Pardics,  de  Lanis,  Hußenius).  Caput  II. 
Problematis  funicularii  solutio  ope  analysi  inbuitesimalis  (Jon.  Ber- 
noulli,  Leibnitz,  Hugonius,  Jac.  Bernoulli,  Gregory,  Hermann, 
Krafft,  Bczout,  Hcnnert).  Caput  HL  Problematis  lericularii  so- 
lutio ope  methodi  de  maximis  et  minimis  (Job.  Bernoulli,  Jac 
Bernoulli,  Euler).  Caput  IV.  Problematis  funicularii  solutio  ex 
universalibus  prineipiis  mechanicis  ope  perfectioris  hujus  saeculi 
analysis  (Lagrange).  —  Farn  altera.  De  praeeipuis  cur- 
varum funiculariarum  proprietatibus.  Argument!  distri- 
butio.  —  De  catenaria  vulgari.  —  De  funicularia  parabolica.  —  De 
funicularia  aequaliter  resistente.  —  De  curvis,  qnas  indutt  filum 
aequaliter  resistens  potentiis  centralibus.  —  De  curvis,  quas  induit 
filum  aequaliter  crassum,  in  quod  agunt  potentiae  quaiescunque. 

Man  wird  hieraus  sehen,  dass  die  vorliegende  Schrift  die 
obige  Empfehlung  und  eine  weitere  Verbreitung,  als  solchen 
Schriften  gewöhnlich  zu  Theil  zu  werden  pflegt,  gewiss  vollkom- 
men verdient. 


Praktische  Geometrie. 


Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum  Nivel- 
liren  und  zu  andern  damit  verwandten,  beim  Eisen- 
bahnbau vorkommenden  geometrischen  Arbeiten,  mit- 
telst der  vorzüglichsten  neuern  Nivellir- Instrumente: 
mit  besonderer  Rucksicht  auf  die  verbesserten  Nivel- 
lir-Instrumentc  aus  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytech- 
nischen Instituts  zu  Wien.    Von  S.  Stampfer,  Prof.  der 

f Taktischen  Geometrie  am  k.  k.  polytechnischen  Insti- 
ute  zu  Wien.    Zweite  Auflage.    Mit  drei  Kupfer  tafeln. 
Wien.  1847.   I  Rthlr.  10  Sgr. 

Diese  treffliche  Schrift  verdient  allen  Praktikern  dringend 
empfohlen  zu  werden,  nicht  bloss  wegen  ihrer  deutlichen,  immer 
auf  das  wahrhaft  Praktische  gerichteten  Darstellung,  sondern  auch 
wegen  der  neuen  Nivellirungsmethoden ,  die  darin  gelehrt  weiden, 
mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  die  in  mehrfacher  Beziehung 
von  den  gebräuchlichen  Werkzeugen  /«ich  unterscheidenden  treff-  - 
liehen  neueren  Nivellirinstrumente,  welche  aus  dem  k.  k.  polytech- 
nischen Institute  in  Wien  hervorgehen.  Dass  diese  Instrumente 
und  die  Methoden,  mit  denselben  zu  arbeiten,  immer  mehr  bekannt 
werden  und  Anwendung  finden ,  ist  sehr  zu  wünschen ,  und  diese 
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Methoden  kennen  zu  lernen,  giebt  es  jedenfalls  keinen  bessern 
Wegweiser  als  die  vorliegende  Schrift,  die  wir  daher  nochmals 
allen  Praktikern  angelegentlichst  empfehlen. 


Astronomie. 


Dissertatio  inauguralis  de  aberratione  lucis,  quam 
pro  gradu  Doctoratus  summisque  in  Mathesi  et  Philo* 
sophia  natural*!  honoribus  ac  privilegiis  in  Academia 
Lugduno- Batava  rite  et  legitime  consequeudis  publtco 
ac  solemni  examini  submittet  Volcardus  Simon  Mar- 
tinus  van  der  Willigen,  Rock  an giensis.  Lugduni-Ba- 
tavorum.  MDCCCXLVII.  8. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Erklärung  der  Aberration  des  Lichts 
aus  der  Undulationstheorie ,  ungeachtet  der  Bemühungen  von 
Fresnel,  Cauchy,  Doppler  und  anderen  um  diesen  nichtigen 
Gegenstand,  bisher  eigentümlichen  und  schwer  zu  beseitigenden 
Schwierigkeiten  unterlag,  welche  zugleich  öfters  als  ein  Argument 
gegen  die  Richtigkeit  der  Undulationstheorie  überhaupt  benutzt 
worden  sind.  In  neuester  Zeit  scheint  es  indess  dem  englischen 
Mathematiker  Stokes  gelungen  zu  sein,  das  Aberrationsphänomen 
auf  analytischem  Wege  aus  der  Undulationstheorie  genügend  zu 
erklären,  indem  ausserdem  fast  zu  derselben  Zeit,  wo  Stokes 
seine  analytischen  Untersuchungen  über  diesen  wichtigen  Gegen- 
stand veröffentlichte,  auch  Challis  eine  allgemeine  Erklärung  des 
Aberrationsphänomens  aus  der  Undulationstheorie  bekannt  machte. 
(AI.  s.  Phil.  Magaz.  Series  3.  Vol.  XXVI.  XXVII.  XXVIII. 
AXIX.)  Alle  alteren  und  neueren  Untersuchungen  über  diesen 
wichtigen  und  interessanten  Gegenstand  nicht  bloss  zusammenzu- 
stellen, sondern  auch  kritisch  zu  beleuchten,  ist  der  Zweck  der 
vorliegenden  ziemlich  ausführlichen  Dissertation  des  Herrn  van 
der  Willisen,  die  wir  daher  den  geehrten  Lesern  des  Archivs 
angelegentlich  zur  Beachtung  empfehlen,  da  man  schwerlich  alles 
den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  Betreffende  in  gleicher 
Vollständigkeit  und  gleicher  übersichtlicher  Darstellung  an  einem 
anderen  Orte  beisammen  tinden  wird. 

Uranus  oder  tägliche,  fiir  Jedermann  fassfiche  Uehersicht  aller 
Himmelscrscheinungen  im  Jahr  1848.  Für  Zwecke  der  beobach- 
tenden Astronomen,  besonders  aber  auch  für  die  Bedürfnisse  aller 
Freunde  des  gestirnten  Himmels  bearbeitet  und  zusammengestellt 
von  Ernst  Schubert  und  Hugo  von  Kothkirch,  und  heraus«* 
gegeben  von  Dr.  P.  H.  L.  von  Boguslawski.  Glogau.  1847.  8. 
1  fithlr.  25  Sgr. 
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Physik. 


Temperaturtafcln  nebst  Bemerkungen  über  die 
Verbreitung  der  Wärme  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
un d  ihre  ja hrlichen  periodischen  Veränderungen.  Eine 
in  der  Akademie  der  Wissenschaften  gelesene  Abhand- 
lung von  H.  W.  Dove.    Berlin.  1848.   4.    1  Rthlr.  15  Sgr. 

Diese  für  die  Meteorologie  jedenfalls  höchst  wichtige  Schrift, 
bei  welcher  man  den  Flein»,  die  Ausdauer  und  die  Sorgfalt  de« 
Herrn  Verfassers  bewundern  muss,  enthalt  eine  höchst  reichhal- 
tige Sammlung  der  mittleren  Temperaturen  verschiedener  Orte  io 
Heaurour'schen  Graden.  Die  Tafel  erstreckt  sich  über  alle  Erdtheile 
und  beschränkt  sich  nicht  etwa  bloss  auf  die  jährlichen  Mittel, 
sondern  berücksicht  dabei  alle  meteorologischen  Verhältnisse  io 
grOsster  Vollständigkeit,  worüber  man  das  Weitere  in  der  Schrift, 
welche  für  einen  Jeden,  wer  sich  nur  einigermassen  angelegentlich 
mit  Meteorologie  beschäftigt,  ganz  unentbehrlich  ist  und  das  voll- 
ständigste Repertorium  in  der  angegebenen  Beziehung  darbietet, 
was  wir  bis  jetzt  besitzen,  selbst  nachsehen  rouss. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathemati cal  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R,  S.  E.t  Fellow  of 
St  Peters  College,  and  "Professor  of  Natural  Philo- 


Nos.  XIII.  &  XIV.  On  a  Principle  in  the  theory  of  Surfacea 
of  the  Second  Order,  and  its  apnlication  to  M.  Jacobi's  Method 
of  Gcncrating  the  Ellipsoid.  By  R.  T  ownsend.  —  On  Asymp- 
totic  Planes  and  Asymptotic  Surfaces.  By  William  Walton.  — 
On  some  Theorems  of  use  in  the  Integration  of  Linear  Differential 
Equations.  By  the  Rev.  Brice  Bronwin.  —  Oh  the  condition 
that  a  Plane  should  touch  a  Snrface  along  a  Curve  Line.  By  the 
Rev.  George  Salmon.  —  On  the  number  of  Normals  which 
can  be  drawn  from  a  given  Point  toa  given  Sur  face.  By  the 
Rev.  George  Salmon.  —  Demonstration  of  a  Geometrical  Theo- 
rem of  Jacobi's.  By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Theory  of 
Elliptic  Functions.  By  Arthur  Cayley.  —  Notes  on  the  Abe- 
lian  Integrals.  Jacobfs  System  of  Differential  Equations.  By 
Arthur  Cayley.  —  Note  sur  la  Theorie  des  Fonctions  Ellipti- 
ques.  Par  M.  C.  Hermite.  —  On  /Vi,  especiallv  when  a  is  ne- 
gative. By  Francis  W.  Newman.  —  To  develop  (coax)a  in  a 
series  of  Costnes  for  all  values  of  a.  By  Francis  W.  New- 
man. ■—  On  the  determination  of  the  Modulus  of  Elasticity  of  a 
Rod  of  any  Material,  by  means  of  its  Musical  Note.  By  Andrew 


Vermischte  Schriften. 
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»»II.  —  On  Symbolical  Geometry.  By  Sir  William  Rowan 
Hamilton.  —  Theorems  with  reference  to  the  Solution  of  certain 
Partial  Differential  Equations.  William  Thomson.  ^  Note 
on  the  Integration  of  the  Equations  of  Equilibrium  of  an  Elastic 
Solid.  By  William  Thomson.  —  Notes  on  Hydrodynamics. 
By  William  Thomson.  —  Mathematical  Notes :  Oh  the  Attrac« 
tion  of  a  Straight  Line.  By  Ferdinand  Joachimsthal.  —  Ele* 
mentary  Investigations  of  the  metliods  of  drawing  Tangente  to 
the  Conic  Sections.   By  A.  R.  Grant. 

'g  (ty.  XV.  «iU  be  published  od  the  27th  of  March  MM&) 


«  • 


Anzeige 


Herr  Rudolf  WTolf,  Secretair  der  Berner'sehen  Naturforschen- 
den Gesellschaft  hat  mir  den  folgenden  Aufsatz  zum  Einrücken  in 
das  Archiv  gütigst  zugesandt;  indem  ich  denselben  sehr  gefne 
zur  Kenntniss  des  Publikums  bringe,  spreche  ich  wegen  der 
Wichtigkeit  des  von  Herrn  Wolf  beabsichtigten  Unternehmens 
zugleich  den  Wunsch  aus,  dass  jeder  Leser  des  Archivs,  so  viel 
irgend  in  seinen  Kräften  steht,  sich  bemühen  möge*  die  von 
Herrn  Wolf  am  Ende  seines  Aufsatzes  ausgesprochene  Bitte  zu 
•HOllen.  Sollte  dazu  in  irgend  einer  Art  die  Mitwirkung  des 
Archivs  erforderlich  oder  wenigstens  erwünscht  sein,  so  sage  ich 
dieselbe  sehr  gern  im  Voraus  zu.  G. 

Fl.  Wolf,  über  den  gelehrten  Briefwechsel 

«er  Benioulli. 

Seit  längerer  Zeit  mich  neben  andern  mathematisch-historischen 
Arbeiten  besonders  mit  der  Geschichte  unserer  berühmten  Ber- 
nonlli  s  beschäftigend,  niusste  ich  vor  Allern  aus  wünschen,  auch 
ihre  -gelehrte  Corresp-oodenz  studiren  zu  kiinnen.  Denn  gewiss 
sagt  Fuss  mit  Recht  in  der  Einleitung  zu  der  von  ihm  1m3  her- 
ausgegebenen Corresyondance  mathematUme  et  physique  de  quel» 
qtu%  celibre*  t/rometres  du  AT///«  siede:  ..Mors,  la  vie  du 
savant  se  refletait,  pour  ainsi  dire,  tout  entiere  dans  cetje  cor- 
respondance.  On  y  voit  le».  grandes  decouvertes  .se  preparer  et 
se  developper  graduellemeat;  pas  uu  chainon,  p^s,  uue  transition 
n  v  mauque;  on  suit  pas  a  pas  la  niarche  qui  a  conduit  a  ces 
de'couvertes,  et  l'on  pujse  de  l'instfruction  jusque  dans  Ics  erreurs 
des  grands  geVies ,  qui  *en  füren  t  les  auteurs. ".'  'Wie jetzt  die 
Journale,  so  dienten,  noch  im  vorigen  Jahrhundert  die  Briefwech- 
sel als  Magazine,  in  denen  vereinzelte  Gedanken,  Beobachtungen 
und  Leistungen  überhaupt  vorläufig  niedergelegt,  wurden,  sie  spä- 
terer Benutzung  zu  sichern. 

Von  dem  Briefwechsel  der  Bernoulli  ist  nun  meines  Wissens 
im  Verliältniss  zu  seinem  Umfange  nur  sehr  wenig  bekannt  ge- 
worden.  Noch  bei  Lebzeiten  Johann  1  Bernoulli,  nämlich  A.  1745, 

41* 
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wurde  sein  Briefwechsel  mit  Leibnitz  in  zwei  Quartbänden  zu 
Genf  unter  dem  Titel:  Virorum  celeb.  Got.  Gul.  LeibnitU  et 
Joh.  Bemoullii  commercium  philosophicum  et  mathematicwn,  ab- 
gedruckt; er  umfasst  die  Jahre  1694—1716,  und  enthalt  238  Briefe» 
die,  mit  Ausnahme  eines  einzelnen  Briefes  von  Nicolaus  1  Ber- 
noulli, ziemlich  zu  gleichen  Theilen  von  Joh.  Bernoulli  und  Leib- 
nitz geschrieben  sind.  Ferner  finden  sich  in  der  oben  angeführten, 
durch  Fuss  herausgegebenen  Correspondenz:  14  Briefe  von  Joh. 
1  Bernoulli  an  Euler  aus  den  Jahren  17*28 — 1746;  13  Briefe  von 
Nicol.  II  an  Goldbach  aus  den  Jahren  1721—1725;  37  Briefe  von 
Daniel  I  an  Goldbach  aus  den  Jahren  1723 — 1730  ;  58  Briefe  von 
Daniel  I  an  Euler  aus  den  Jahren  17*26  —  1755;  5  Briefe  von  Da- 
niel I  an  Nie.  Fuss  aus  den  Jahren  1773—1778;  endlich  4  Briefe 
von  Nicol.  I  an  Euler  aus  den  Jahren  174*2—1743.  Weitere  be- 
treffende Bekanntmachungen  kenne  ich  nicht,  allenfalls  einige  ver- 
einzelte, etwa  einer  Abhandlung  als  Belege  beigefügte  Briefe 
ausgenommen. 

Meine  Nachforschungen  nach  weitern  Correspondenzen  der 
Bernoulli  führten  mich  dagegen  auf  einige  positive  und  negative 
Resultate,  die  ich  der  Reihe  nach,  wie  ich  sie  erhielt,  hier  mit- 
theilen will. 

1)  In  Basel  scheint  nach  eingezogenen  Nachrichten  nichts  von 
Bedeutung  vorhanden  zu  sein. 

2)  Joh.  III  Bernoulli  sagt  in  dem  von  ihm  herausgegebenen 
Deutschen  Briefwechsel  Lamberts  (II,  173):  „Lamberts  widdiger 
Briefwechsel  mit  meinem  Oncle,  Herrn  D.  Bernoulli,  wirft  in 
dem  ersten  Bande  des  Französischen  gelehrten  Briefwechsels 
vorkommen. "  Hiednrch  ist  also  bewiesen ,  dass  Daniel  Bernoulli 
und  Lambert  wirklich  correspondirten ,  was  noch  unlängst  einer 
der  ersten  lebenden  Mathematiker,  der  nach  seinem  eigenen  Aus- 
spruche für  Daniel  Bernoulli  schwärmt,  unbedingt  bezweifelte, 
Dagegen  ist  leider  dieser  Franzosische  Briefwechsel  Lamberts  nie 
in  Druck  gekommen. 

3)  Auf  dem  Umschlage  zum  5ten  Hefte  (1796)  des  Hinden- 
burg'schen  Archivs  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  der 
mir  zufällig  in  die  Hände  fiel,  fand  ich  folgendes  Inserat: 

„Nachricht  wegen  eines  Briefwechsels  Johannes  Bernoulli's  mit: 


1)  BilGnger, 

1720—25 

Lat 

fiO  Briefe, 

2)  Burnet, 

1708—14 

Franz. 

32 

»» 

3)  Gramer, 

1727—33 

Franz. 

26 

n 

4)  De  Orousaz, 

1712-24 

Franz. 

43 

f» 

5)  L.  Euler  , 

1729-42  , 

Lat 

24 

n 

6)  De  Fontenelle, 

1720-30 

Franz. 

19 

»• 

7)  Hermann, 

1702-27 

Lat. 

80 

" 

8)  De  l Hospital, 

1694—1701  Franz. 

85 

»» 

9)  De  Mairan, 
10)  Michelotri, 

1723-40 

Franz. 

112 

99 

1714-25 

Frz. ,  lat. 

108 

»1 

11)  De  Montmort, 

1704-19 

Franz. 

41 

99 

12)  Moivre, 

13)  Maupertuis. 

1704-14 

Franz. 

19 

tl 

1730-46 

Franz. 

100 

1» 
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14)  Renau ,  1713—14  8  Briefe. 

(zum  Theil  schon  gedruckt.) 

15)  J.  u.  J.J.Scheuchzer,  1706-36     Frz.,  lat.  480  „ 
(sind  weniger  wissenschaftlich  als  die  andern.) 

16)  Varitmon,  16*1*2— 1722  Franz.     246  „ 

17)  Wolf,  170&-43  97  „ 

18)  Ausserdem  noch  über  120  Briefe  von  oder  an  50  andere 
grösstenteils  berühmte  Gelehrte,  nebst  dem  mit  Bous- 
quet über  die  Ausgabe  von  Joh.  Bernoulli's  opera  omnia 
geführten  Briefwechsel,  auch  verschiedenen  noch  unge- 
druckten  feierlichen  Heden  von  Juc.  und  Joh.  Bernoulli, 
die  viel  Lesenswerthes  enthalten.  Bei  den  mehrsten 
Briefen  sind  auch  BernouhTs  Antworten,  und  von  diesen 
die  mehrsten  lang  und  gründlich. 

„Diese  kostbare,  sehr  interessante  Sammlung  von  Briefen 
eines  der  grasten  Männer  in  seinem  Fache  würde  man,  wenn 
sich  ein  Verleger  dazu  finden  sollte,  um  billige  Bedingungen  über- 
lassen. Der  Titel  konnte  sein :  Briefe  zur  Geschichte  der  mathe- 
matischen Wissenschaften." 

Das  Inserat  war  nicht  unterzeichnet,  aber  ich  vermuthete  so- 
gleich, Joh.  HI  Bernoulli  möchte  Einsender  desselben  gewesen  sein. 

4)  Im  vorigen  Spätsommer  suchte  ich  in  Berlin  Herrn  geh. 
Registrator  Bernoulli,  Sohn  Joh.  III,  auf.  Er  erzählte  mir,  früher 
einige  Papiere  seines  Vaters  besessen  zu  haben,  sie  seien  ihm 
aber  bei  einem  in  seiner  Wohnuog  ausgebrochenen  Brande  zu 
Grande  gegangen.  Eine  zusammen  hängende  Korrespondenz,  wie 
ich  sie  suche,  sei  jedoch  bestimmt  nicht  dabei  gewesen.  Einen 
Theil  seiner  Bibliothek  habe  Joh.  HI  noch  bei  Leben  verkauft,  — 
der  Rest  sei  nach  seinem  Tode  versteigert  worden. 

5)  Joh.  UI  Bernoulli  sa^t  in  der  Einleitung  zum  ersten  Bande 
von  Lamberts  Deutschem  Briefwechsel:  „Iii  einer  hinlänglich  be- 
kannt gewordenen  gedruckten  Nachricht  von  Lamberts  hioterlas- 
senen  Schriften  babe  ich  bereits  angezeigt,  auf  welche  Weise  das 
Loos  mich  getroffen^,  dieselben  an  das  Licht  zu  stellen,  nachdem 
sie  zuerst  von  der  hiesigen  Academie  der  Wissenschaften  den 
Erben  des  Verstorbenen  waren  abgekauft  worden."  Ich  konnte 
jedoch  trotz  der  Ii  fite  des  Herrn,  Bibliothecar  Friedländer  und 
des  Herrn  Hofrath  Ulrici  in  Berlin  nicht  einmal  diese  hinlänglich 
hekannt  gewordene  gedruckte  Schrift  finden,  geschweige  die 
Lambertschen  Manuscripte,  bei  denen  ich  nach  dem  Frühern  Dan. 
Bern.  Briefe  vermuthen  konnte.  Die  Acten  der  Academie  enthal- 
ten nach  Herrn  Ulrici's  Versicherung  kein  Wort  von  einem  solchen 
Ankaufe.  Einige  Handschriften  Lamberts,  die  ich  durch  die  Güte 
des  Herrn  Director  Encke  auf  der  Berliner  Sternwarte  einzusehen 
Gelegenheit  hatte,  sind  durchaus  von  untergeordnetem  Werthe 
und  geben  nicht  den  geringsten  Aufschluss. 

6)  In  der  mir  auf  die  freundlichste  Weise  von  Herrn  Fried- 
länder ,  Vater,  in  Berlin  zur  Benutzung  anvertrauten  Kästner'schen 
Correspondenz  fand  ich  folgende  zwei  für  mich  sehr  werthvolle 
und  meine  frühern  Vermuthungen  ganz  bestätigenden  Briefe: 
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Bernoulli  an  Kästner,  Berlin,  30.  April  1796:   „Pour  ra  oc 
cuper  a  present  de  quelque  autre  travail  utile,  je  souhaiterais  de 
tirer  parti  du  recueil  important  des  corresnondances  de  feu  mon 
grand  uere,  que  je  uossede  a  1'exception  de  Celle  avec  Leibnitz, 
la  seule  qui  ait  et«  imiirimee.  Je  trouverais  peut-etre  a  la  vendre 

Sour  une  centaine  dp  dm.ats  ä  quelque  grande  bibllotheque  et  j'ai 
ejä  quelques  ouvertures  pour  cet  effet;  mais  ce  serait  uo  tresor 
enfoui  pnur  toujnurs;  et  j'aimcrais  mieux  faire  jouir  tout  le  pu- 
blique mathematique  de  ce  qu  eile  coutient  <le  plus  interessant,  si 
quelque  libraire  voulait  en  payer  equitahlement  et  faire  imprimer 
un  cxtrait  en  quelques  vofuuies.  ön  pourrait  se  dispenser  de 
rimprinier  au  large  et  magniliquement  coiuiue  le  Commercium  epis- 
tolicum,  et  s'il  le  fallait  je  donnerais  cet  extrait  en  allemand:  les 
nrigiuaux  sont  en  francais  et  en  latin.  J'ecris  sur  le  meme  sujet 
a  notre  ami  Mr.  Hindenbiirg,  mais  je  me  Hatte  que  vous  daigne- 
rcz  parcillemcnt  y  dnniier  nn  moment  d'attention  et  me  dire  ce 
que  vous  en  pensez." 

Sv/ieiöel  an  Kästner,  Breslau,  1.  Xor.  V%.  „Im  August 
besuchte  mich  unverhofft  Herr  Dir.  Bernoulli  aus  Berlin,  ein  aus- 
nehmend gutmüthiger  Mann,  bei  dem  nur  sehr  zu  bedauern  ist, 
dass  er  in  jüngcrn  Jahren  bei  fleissigem  Observiren  in  einem 
strengen  Winter  sein  Gehör  so  sehr  geschwächt  hat,  dass  er  sieb 
immer  eines  Hörrohres  bedienen  muss.  Er  besitit  Daniel  Ber- 
noullis  Briefteevhsef.  fch  bat  ihn,  solchen  in  Gestalt  des  Com- 
merc.  epist.  Leibn.  Bern,  mit  erläuternden  Anmerkungen,  aber  bei 
einem  auswärtigen  Verleger,  zu  Lausanne,  Genf  etc.,  herauszu- 
geben, nur  nicht  auf  Subscription.  Er  reiste  von  hier  nach  Oels 
zum  Herzoge,  mit  dem  er  von  Berlin  her  sebr  bekannt  ist.'*»"*' 

7)  Die  Bibliotheken  in  Leipzig  und  München  scheinen  unter 
ihren  Handschriften  nichts  Betreffendes  zu  enthalten. 

8)  Die  Stadtbibliothek  in  Zürich  besitzt  nach  der  gütigen 
Mittheilung  Herrn  Bihliothecar  Horners  einen  Theil  der  Briefe 
Joh.  1  Bernoulli  nn  die  Gebrüder  Scheuchzer;  doch  hat  ihr  Inhalt, 
wie  schon  in  dem  oben  angeführten  Inserate  gesagt  wurde,  (ur 
nnsere  Zeit  nur  noch  ein  sehr  untergeordnetes  Interesse. 

Aus  dem  Angeführten  geht  hervor,  dass  wenigstens  die  Brief- 
wechsel von  Johannes  und  Daniel  Bernoulli  noch  am  Ende  des 
verflossenen  Jahrhunderts  als  Ganzes  in  Berlin  existirten,  und 
ich  glaube  hofTen  zu  dürfen,  durch  gegenwärtige  Mittheilung  jeden 
Freund  der  Culturgeschichte  und  den  Mathematiker  insbesondere 
soweit  dafür  zu  interessiren ,  dass  eine  endliche  Wiederentdeekung 
dieser  kostbaren  Sammlungen  dadurch  in  Aussicht  gestellt  wird. 
Jede  betreffende  Mittheilung  würde  ich  mit  grüsstem  Danke  ent- 
gegennehmen. 
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Schriften  über  CnU-rrichts-MethocIe. 


In  Magers  Pädagogischer  Revue.  Februar.  1&48.  S.  81. 
findet  man  einen  lesenswert hen  Aufsatz:  Ueber  das  Sttfdium 
der  Mathematik  von  Herrn  Dr.  Ludwig  Felix  Ofterdin- 
ger  in  Tübingen. 


Systeme,  lehr-  und  Wörterbücher. 


Elemente.der  niedern  Aaalysis  von  Professor  Rogg 
a'm  obern  Gymnasium  in  Ehinpan.  «Zweite,  neu  bear- 
beitete Auflage.  Erste  Abtheilung:  Elemente  der  all- 
gemeinen Grüssenlehre,  der  euklidischen  Geometrie 
und  der  geometrischen  Analysis.    Ulm.  1847.  8. 

Der  Inhalt,  dieses  schon  aus  seiner  ersten  Auflage  bekannten 
Buchs  ist  folgender?  Elemente  4er  allgemeinen  Crösten- 
lehre.  Erstes  Buch.  Principien  der  allgemeinen  Grüssenlehre. 
Zweites  Buch.  Principien  der  Arithmetik.  Drittes  Buch. 
Allgemeine  geometrische  Proportionslehre.  Elemente  der  ebe- 
nen Geometrie.  Viertes  Buch.  Von  den  Dreiecken.  Fünf- 
tes Buch.  Von  den  Parallelogrammen.  Sechstes  Buch.  Von 
den  Kreisen.  Siebentes  Buch.  Vom  Verhältnisse  der  Figuren. 
Achtes  Buch.  Aufgaben  zu  den  vier  vorhergehenden  Büchern. 
Elemente  der  geometrischen  Analysis.  Einleitung. 
Neuntes  Buch.  Aufgaben  ohne  Verhältnisse.  Zehntes  Buch. 
Aufgaben  mit  Verhältnissen.  Eilftes  Buch.  Kreisaufgaben  mit 
Berührungen.  —  Dass  bei  den  Aufgaben  immer  Analysis  und  Syu- 
thesis  streng  von  einander  unterschieden  sind,  ist  zu  loben/  und 
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ein  Schüler  wird  daher  in  *  diesem  Büchlein  eine  recht  gute  An- 
leitung zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  nach  der  Methode 
der  Alten  finden. 


Arithmetik. 


Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung 
von  Navier,  Mitglied  der  Akademie,  Professor  an  der 

Eol ytechuisch e.n  Schule  zu  Paris  etc.  Mit  Zusätzen  vt>n 
iouville.  Deutsch  herausgegeben  und  mit  einer  Ab- 
handlung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beglei- 
tet von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Erster  Band.  Hanno- 
ver. 1848.   8.   1  Rthlr.  15  Sgr.  T 

Die  vorliegend«  Uebersetzung  des  bekannten,  in  dem  strengen 
Geiste  Cauchy's  verfassteil ,  zugleich  in  ziemlicher  Ausführlichkeit 
dl6  Anwendungen  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  die 
Geometrie  umfassenden  Hesume  des  lec,ons  d  'Analyse  don- 
nees  ä  l'ecole  po  Ivtech  niqu  e  par,  M.  Navier.  Paris."  1840. 
1841.  verdankt  ihre  Entstehung  zunächst  dem  Umstände,  dass 
dieselbe  dazu  ausersehen  ist,  den  mathematischen  Vorträgen,  so 
wie  den  darauf  gestützten  Vorlesungen  über  Baukunst  und  Ma- 
schinenlehre an  der  polytechnischen  Schule  zu  Hannover  cum 
Grunde  gelegt  zu  werden.  Dieselbe  genügt  unbedingt  allen 
Anforderungen,  welche  man  an  eine  Arbeit  dieser  Art  zu  machen 
berechtigt  ist,  und  liefert  den  Beweis  ihrer  Güte  am  besten  da- 
durch, ilass  sie  sich  ganz  wie  ein  Originalwerk  liest.  Der  Druck 
und  die  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte  sind  vorzüglich, 
so  dass  diese  Uebersetzung  allen  denen,  welche  mangelhafte 
Kenntniss  der  französischen  Sprache  verhindert,  Navier's  ausge- 
zeichnetes Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  genauer 
kennen  zu  lernen,  mit  Hecht  empfohlen  zu  werden  verdient  An- 
merkungen und  kleine  Abänderungen  hat  sich  der  Herr  Ueber- 
setzer  nur  wenige  gestattet,  und  die  auf  dem  Titel  angekündigte 
Abhandlung  desselben  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
welcher  wir  mit  besonderem  Verlangen  entgegen  sehen,  und  deren 
Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  durch  die  Bestimmung  desselben 
fiir  den  Unterricht  auf  einer  technischen  Lehranstalt  jedenfalls 
vollkommen  gerechtfertigt  erscheint,  wird  erst  der  zweite  Theil 
des  Werks  enthalten,  nach  dessen  Erscheinen  wir  diese  Abhand- 
lung ausführlicher  zu  besprechen  nicht  unterlassen  werden. 


«  < 

O  eometrie. 


Die  Geometrie  der  Alten  in  einer  Sammlung  von 
8*24  Aufgaben  mit  einer  neuen,  die  Selbsttätigkeit  des 
Schülers  sowohl,  als  die  Erinnerung  an  das  früher  Ge. 
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• 

lernte  stets  in  Anspruch  nehmenden  Art  der  Auflösung 
und  mit  Beweisen.  Zum  Gebrauch  in*  Gymnasien  und 
technischen  Lehranstalten,  so  wie  beim  Selbststudium 
der  Geometrie.  Von  Dr.  Lorenz  Woclcel,  Prof.  der  Math, 
am  k.  Gymnasium  tind  Lehrer  Acr  Physik  an  der  Han- 
delsgewerbschule  zn  Nürnberg.  Ztreite  vermehrte  und 
verbesserte  Auflage.   Nürnberg.  1847.   8.    20  Sgr. 

Bemerkungen  zu  dem  sechsten  Abschnitt  von  Dr. 
Wöckels  Sammlung  geometrischer  Au fgab en  und  kurze 
Erklärung  derJhie*rzu  gehörigen  Kupfer. 

B  Eine  Lehrern  zu  -empfehlende  sehr  reichhaltige  Sammlung  von 
geometrischen  Uebungsaufgahen ,  mit  blosser,  ganz  kurzer  Andeu- 
tung der  Auflösungen  und  Beweise. 

Geometrische  *  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  des 
iterrn  ProfessofC.  F.  sA.  Jacobi  Anhangen  zu  van  Swin- 
deu's  Kiementen  der  tteonietrie.  Mit  Beweisen,  Auf- 
lösungen und  Ergänzungen  herausgegeben  von  Dr. 
August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  iu  den 
Frairlce'schen  Stiftungen  zu  Halle.  Zweiter  Band  (erste 
Abtheilung).   Halle*  1«47.   8.   1  Rthlr. 

Diese  Abtheilung  enthält   Erster  Abschnitt.  VoU 

der  Aehnlichkeit der  Figuren  und  den  Verhältnissen 
ihrer  Seiten  und  Flächenräume.  I.  Lehrsätze  (S.  I.  bis 
S.  84.).  II.  Aufgaben  (S.  1.  bis  S.  04.).  —  Zweiter  Ab- 
schnitt.  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  geraden  Li- 
nien und  andern  Kreisen.    Lehrsätze  (S.  95.  S.  141.). 

*  Einladungs-Schrift  de«  Königlichen  Gymnasiums 
zu  Stuttgart  zu  der  Feierlichkeit  am  Geburtsfeste  Sei' 
ner  Majestät  des  Königs  Wilhelm  von  Würtfembetg. 
Den  '27.  September  1847.  Mit  einer  geometrischen  Ab- 
handlung vom  Professor  Reuschle,  enthaltend:  Neue 
Sätze  und  Gesichtspunkte  a*s  der  Theorie  der  Raum- 
kurven und  Stabflächen.    Stuttgart.  4. 

Dieses  viele  neue  Sätze  enthaltende  Programm  verdient  jeden- 
falls in  einem  weiteren  Kreise,  als  bei  solchen  Gelegenheits- 
syhriften  meistens  der  Fall  ist,  bekannt  zu  werden,  und  erlauben 
wir  uns  daher,  die  Leser  des;  Archivs  besonders  auf  dasselbe 
Aufmerksam  zu  machen.  Die  Ueberschriften  der  einzelnen  Ab-, 
schnitte  sind  die  folgenden:  T.  Gerade  und  Ebenen  im  Räume. 
II.  Raumkurven  überhaupt.  III.  Besondere  Kurven  und  ihre  Schmie- 
cungen.  IV.  Stabnachen  überhaupt.  V.  Wickelflächen  (Halbwölb- 
flächen)  und  ihre  Beziehungen  zu  den  Raumkuryen.  VI.  Wind-; 
schiefe  Flächen.  —  Rücksichtlich  der  Terminologie  huldigt  der 
Herr  Vf.  den  Ansichten  Pauckers.  M.  vergl.  Archiv.  Tbl.  IX, 
Literar.  Bericht,  fy.  XXXV.  S.  515. 

t* — i   '    •;.  #  <    \  r> 

Bein.  Rein  geometrischen  Inhalts  i«t  auch  sogleich  die  auf  der 
folgend«  Seite  (S.  602.)  angezeigte  Schrift  über  die  mittlere  üuiferouug 
eine»  Figqr  von  einem  Punkte.  • 
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Praktische  «eometrle. 


Ueber  die  mittlere  Entfernung  ciaer  Figur  von  einem 
Punkte  oder  über  die  sogenannte  mittlere  Entfernung 
des  Ackers  vom  Hgfe.  Vollständige  Auflösung  einer 
für  die  Landwirths chaft  wichtigen  Aufgabe  durch  die 
Integralrechnung,  und  zugleich  ein  Beitrag  zur  Geome- 
trie. Mit  besonderer  Rücksicht  auf:  Der  isolirte  Staat^ 
Von  Dr.  Johann  Heinrich  von  Thünen  auf  Teltow  in 
Mecklenburg.  Erster  Theil.  Zweite  Auflage.  Rostock. 
1842.  S.  9.  Von  Johann  August  Grirnert.  Greifswabd. 
1848.   8.  22*  S  gr.  * 

Bei  der  Taxation  der  Ackerstöcke  hat  man  bis  jetzt  nur  ihre 
Grosse  und  die  Güte  des  Bodens,  oder  das*  Areal  und  die  Boni- 
tät, berücksichtigt.  Ein  sehr  geschätzter  statfcts-  und  landwirtn- 
schaftlicher  Schriftsteller,  Herrv.  Thtiierf  auf  fellow  in*  Mecklen- 
burg, hat  aber  in  seinem  oben  genannten  Buche  zuerst  darauf 
aufmerksam  gemacht  und  auf  sehr  anschauliche  Welse  nachgewie- 
sen ,  dass  ausser  den  beiden  vorher  genannten  Elementen  auch  die 
Entfernung  der  Aecker  von  dem  Punkte,  *on  welchem  aus  diesel- 
ben bewirtschaftet  werden,  die  sogenannte  Entfernung  des  Ackers 
vom  Hofe,  für  die  Beurtheilung  ihrw'Werths  von  grosser  Bedeu- 
tung ist,  indem  ja  die  grössere  oder  geringere  Leichtigkeit  und 
Vortheilhaftigkeit  der  Bewirtschaftung  hauptsächlich  durch  diese 
Entfernung  bedingt  wird  und  von  derselben  abhanet.  Nur  fehlte 
es  bisher  an  einem  bestimmten  Begriffe  dieser  Entfernung,  und 
Herr  v.  Thünen  hat  sich  daher  dadurch , '  dass  er*  zuerst  den  Be- 
griff der  sogenannten  mittleren  Entfernung  des  Ackers  vom 
Hofe  aufgestellt  hat,  ein  sehr  wesentliches,  wie  es  scheint,  noch 
nicht  genug  erkanntes,  Verdienst  erworben.  Ohne  mich  hier  auf 
eine  streng  mathematische  Entwickeluug  dieses  Begriffs,  wie  man 
dieselbe  in  meiner  vorliegenden  Schrift  findet,  einlassen  zu  können, 
bemerke  ich  nur  im  Allgemeinen,  dass  man  unter  der  mittleren 
Entfernung  einer  Figur  von  einem  gegebenen  Punkte  diejenige 
Entfernung  versteht,  weiche  man  erhält,  wen/1  man  sich  von  dem 
in  Rede  stehenden  Punkte  nach  allein  Punkten  der  Fignr  gerade 
Linien  gezogen  denkt,  und  zwischen  allen  diesen  Linien  das  arith- 
metische Mittel  nimmt.  Dass  die  Bestimmung  der  mittleren  Ent- 
fernung einer  Figur  ven  einem  Punkte  nach  diesem  Begriffe  nur 
mit  Hülfe  der  Integralrechnung  möglich  ist,  und  dass  es  dabei 
auf  die  Ermittelung  gewisser  G  ranzen  ankommt,  wird  ein  Jeder 
sogleich  übersehen.  Bisher  war  man  nur  im  Stande,  die  mittlere 
Entfernung  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  von  dem  Scheitel  eines 
seiner  beiden  spitzen  Winkel  nach  einer  von  Herrn  v.  Thünen 
a.  a.  O.  S.  90.  ohne  Beweis  gegebenen  Formel  zu  bestimmen. 
Da  aber  dieser  ganz  specielle  Fan,  wenn  die  mittlere  Entfernung 
des  Ackers  vom  Hofe  nei  Taxationen  wirklich  tu  der  Praxis  neben 
dem  Areal  und  der  Bonität  künftig  mit  in  Rechnung  gebracht 
werden  soll,  nicht  genügt,  so  habe  ' ich  in  der  vorliegenden 
Schrift  diesen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  und  wichti- 
gen Gegenstand  in  möglichster  Allgemeinheit  aufzufassen  gesucht, 
und  zuerst  einen  auch  durch  seine  Form  bemerkenswertheil  ailge- 
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meinen  Ausdruck  für  die  mittlere  Entfernung  eines  jeden  Dreiecks 
tod  einem  jeden  ganz  beliebigen ,  in  seiner  Ebene  liegenden 
Punkte  entwickelt,  dann  aber  auch  auf  doppelte  Weise  gezeigt 
w  ie  sieb  mittelst  dieses  Ausdrucks  die  mittlere  Entfernung  jeder 
geradlinigen  Figur  von  einem  jeden  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Punkte  bestimmen  |as*i  Gewiss  mit  vollem  Kerbte  saut  Herr 
v.  Thünen,  dessen  (elebrität  in  der  landwirtschaftlichen  Litera- 
tur wühl  bekannt  genug  ist,  in  einem  au  mich  gerichteten,  in  viel- 
fachen Beziehungen  höchst  interessanten  und  sehr  lehrreichen 
Briefe:  „Da  bei  einer  gewissen  Entfernung  vom  Hofe  auch  der 
fruchtbarste  Hoden  wcrthli»s  wird,  so  i>t  bei  einer  Abschätzung 
die  Entfernung  des  Ackers  muh  Holt-  ein  nicht  minder  wichtiges 
Moment  als  die  physische  lieschaffenheit  des  Bodens,  und  in 
dem  Mauste,  als  das  Bedürfnis*  nach  richtigen  Taxprincipien 
fühlbarer  wird,  raus*  auch  die  Entfernung  des  Ackers  vom  Hofe 
eine  immer  eingreifendere  Berücksichtigung  linden."  Ja  ich  selbst 
glaube  bei  den  grossen  NN eltereignisxe« ,  welche  uns  seit  den 
letzten  vier  bis  fünf  NVochen  umgeben  *),  jetzt  mehr  als  je,  dass 
der  Werth  des  Grundeigenthums  dereinst,  wenn  die  NVelt  erst 
wieder  ruhig  sein  und  die  Frucht  der  jetzigen  grossen  Ereignisse 
erst  vollkommen  gemessen  wird,  so  hoch  steigen  wird,  dass  bei 
den  Taxationen  der  Grundstücke  alle  Elemente,  von  denen  deren 
Werth  abhängt,  auf  das  Genaueste  und  Sorgfältigste  berücksich- 
tig! werden  müssen.  Dann  wird  mau  bei  diesen  Geschäften  aus- 
ser auf  das  Areal  und  die  Bonität  gewiss  vorzüglich  und  zunächst 
auch  auf  die  mittlere  Entfernung  vom  Hofe  die  bestimmteste  Rück- 
sicht zu  nehmen  haben,  und  die  in  der  vorliegenden  Schrift  ent- 
wickelten Formeln  und  Methoden  wffrden  dann  erst  ihre  eigent- 
li<  he  praktische  Bedeutung  gewinnen.  Dann  w  ird  neben  der 
Bestimmung  des  Areals  der  einzelnen  Grundstücke  auf  dem  auf- 
genommenen Plane  die  Bestimmung  der  natürlich  auch  in  eine 
besondere  liuhrik  der  Yermessungsregister  einzutragenden  mittle- 
ren Entfernungen  derselben  vom  N\  irthschaftahole  einen  ganz 
neueji  Zw  ein  der  Geschäftstätigkeit  der  praktischen  Geometer 
bilden,  und  wenn  man  bisher,  indem  A,  Ii,  K,  M  und  A\  , 
/„",  ,  M,  resnective  das  Areal,  die  Bonität,  die  mittlere  Entfer- 
nung und  den  Tax werth  zweier  Ackerstücke  bezeichnen,  bis- 
her bloss  i 
•    .  ■•  .   •  •■  ■  . 

WiW^ABiAxBx 

setzte,  so  wird  man  künftig  # 

W.  1F,_  £  -gp 

setzen  müssen,  oder  es  wird,  wenn  W=\  für  A  =  l,  B  —  l, 
£=1  gesetzt  wird,  der  Werth  W  mittelst  der  Formel 

H7  — — 
n—  E 


')  Ich  schreibe  diese  Zeilen  am  31sten  März  184«. 
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bestimmt  werden  müssen,  wo  das  wichtige  Element  E  mittelst  der 
in  Ineiner  Schrift  entwickelten  Formeln  und  Methoden  bestimmt 
werden  muss,  wenn  es  nicht  vielleicht  —  was  im  Interesse  der 
Suche  Niemand  mehr  als  ich  selbst  wünschen  kann  —  möglich 
ist.  diese  Formeln  und  Methoden  noch  mehr,  als  es  mir  selbst 
Jinch  vielfachen  Versuchen  bis  jetzt  gelungen  ist,  zu  vereinfachen. 
Aber  ausser  dieser  praktischen  Bedeutung  für  das  sociale  Leben 
glaube  ich  mir  zum  Schluss  dieser  Anzeige  noch  erlauben  zu  dür- 
fen, auch  das  theoretische  oder  rein  geometrische  Interesse  des 
iti  der  vorliegenden  Schrift  mit  einer  gewissen  Vorliebe  von  mir 
Behandelten  Gegenstandes  hervorheben  und  die  geehrten  Leser 
des  Archivs  bitten  zu  dürfen,  derselben  auch  von  dieser  Seite 
ihre  Aufmerksamkeit  nicht  zu  versagen.  Mathematiker  von  Fach 
vvtrdftn  freilich  namentlich  in  dem  ersten  Theile  der  Schrift  eini- 
ges ihnen  langst  Bekannte  und  Gelautige  finden;  eine  grossere 
Ausführlichkeit  war  aber  in  dieser  Schrift  deshalb  erforderlich, 
weil  ich  dieselbe  auch  mit  den  neueren  Fortschritten  der  Analyst« 
nicht  hinreichend  bekannten  Praktikern  so  leicht  zugänglich  als 
möglich  zu  machen  und  dieselben  zum  Studium  derselben  einzu- 
laden wünschte.  Möge  diese  Schrift  daher  die  von  mir  gewünschte 
IJeachtung  finden!  Von  arideren  Mathematikern  vielleicht  gefun- 
dene Vereinfachungen  der  in  derselben  entwickelten  Formeln  werde 
ich,  wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  haben  sollte,  gero 
zuerst  sogleich  im  Archive  und  dann  in  einem  besonders  gedruck- 
ten Anhange  zu  der  vorliegenden  Schrift  bekannt  machen. 

G.  , 


■  »• »    . » 


> V  •  * 


* 

•i  ..  * 


s  Mechanik. 


*  <  mm 

Versuch  einer  neuen  Entwickelung  der  Grundgesetze 
der  Dynamik  aus  der  Theorie  der  Functionen  und  Ab- 
leitung des  Parallelepipedons  der  Kräfte  und  der  un- 
mittelbaren Folgen  «desselben  aus  dem  der  Geschwin- 
digkeiten nebst  einigen  besondern  Betrachtungen  und 
Bemerkungen.  Eine  Abhandlung  z,um  Schlüsse  des 
Studienjahres  1346/47  von  Ludwig  Christoph  Schnur- 
lei n,  Prof.  der  Math,  am  k.  Gymnasium  zu  Hof.  Hof. 
1&47.  4. 

Da  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  höheren  Analvsis 
die  Functionentbeorie,  in  dem  Sinne  von  Lagrange,  als  eine  an- 
tiquirte  und  abgethane  Sache  zu  betrachten  ist,  so  können  wir 
auch  den  in  diesem  Programm  gegebenen  Entwickehingen.  unsern 
Beifall  nicht  schenken,  empfehlen  es  aber  dessenungeachtet  allen 
denen,  welche  die  Anwendung  der  Methoden  der  Functionentbeo- 
rie auf  die  Mechanik  kennen  lernen  wollen,  zur  Beachtung. 


.  
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Geschichtliche  Darstellung  des  Galvanismus  von 
Otto  Ernst  Julius  Sevffcr,  Pbilos.  DoctoT.  Stuttgart 
und  Tübingen.  1848.   8^   3  Rthlr.  . 

Dieses  Werk  ist  eine  weitere  Ausführung  eine1!  Schrift,  welche 
durch  die  im  Jahre  1843  von  der  philosophischen  Facult.it  der 
Universität  Heidelberg  oder  vielmehr  von  dein  seit  Kurzem  v er«* 
storbenen  Lehrer  des  \'tk.f  Geheimrath  G.  VV,  Muncke,*  den 
Studirenden  der  genannten  Universität  zur  Beantwortung  vorge- 
legte Preisfrage:  „Historia  inventionts  et  emendatiotuiTD 
pilae  electricae,  quae  a  celeherriino  AI.  Volta  Domen 
«ortita  est4*  veranlasst,  und  von  der  philosophischen  Facultät 
mit  dem  Preise  belohnt  wurde.  Da  ein  solches  Werk  jedenfalls* 
nls  ein  wahres  Hedürfniss  für  die  Wissenschaft  und  für  den  For- 
scher auf  dem  Felde  des  Galvanismus  angesehen  werden  muss. 
und  es  bei  demselben  zunacliNt  auf  eine  gewisse  Vollständigkeit 
•ankommt,  so  wollen  wir,  um  den  Lesern  des  Archivs  eine  mög- 
lichst deutliche  Anschauung  von  dem,  was  dasselbe  leistet,  jftftv 
verschaffen,  im  Folgenden'  wenigstens  den  Hauptinhalt  der  ein- 
zelnen Paragraphen  anheben,  indem  der  uns  hien  gebotene  Kaum 
eine  grössere  Ausführlichkeit  nicht  gestattet.  ■« 

I.  Einleitung.    S.  1  —  8.     II.  Geschichte  der* 
Entdeckung  de»  Galvanlsmus  und  der  Erfin- 
dung der  Säule  durch  Alexander  Volta.  S.  »-8Ö.  4 

§.  1.  Spuren  einer  besonderen  Kraftäusserung  bei^  Berührung . 
zweier  heterogener  Kürner  vor  der  Entdeckung  Galvani's.  S.  9—11. 
6.  2.  Entdeckung  und  Bekanntmachung  dieser  Kraft  von  Aloysius 
Galvani  1700  und  1791.  S.  11—12.  §.  3.  Wiederholung  der  diese 
Kruft  begründenden  Versuche  und  neue  Entdeckungen  bis  zu  Vol-  * 
ta  *  Contaktlehre  1791-1793.  S.  13-18.  j.  4.  Die  Lehfe  Alexan- 
der Volta's  über  die  Gesetze  der  Elektricit.it,  welche  durch  Be> 
rührung  entsteht.  S.  18 — 19.  §.  5.  Weitere  Versuche  und  Enf- 
deckunge^i'  der  Anhänger  Galvani's  im  engeren  und  weiteren  Sinne 
und  Streit  derselben  mit  Alexander  Volta  bis  zu  dessen  Erfindung 
der  Säule  1793—1799.  S.  19-20.  §.  6.  Erfindung  der  Sfiule  durca 
Alexander  Volfa  1799  und  1800.  S.  27-29.  III.  Geschichte 
der  Volta'schen  Säule  und  der  damit  gemach- 
ten grossartigen  Entdeckungen  von  ihrer  Ent- 
deckung bis  zur  jetzigen  Zeit.  S.  30— 632  *). 
A.  Die  verschiedenen*  Volt*1  sehen  Apparate  und  iVess- 
instrumente  nebst  den  auf  dieselben  gestützten  Theo- 
rien, S.  30 — 267.  ♦  a.  Apparate  und  Messi ns truraenfre. 
S.  30 — 152.  Die  einfachen  Volta'schen  Ketten  und  Er- 
scheinungen derselben.  S.  30—115.  7.  Die  Volta'schen 
Fundamentalversuche  und  Versuche  Über  die  Letter  der  Elektrici? 

Ja 

 * 

^^^^^  *  ► 

*)  Hiebe!  bemerken  wir,  das*  der  Herr  Vf.  die  Gcrfnichte'  mit  1845 
zwar  abgeschloMcrr,  aber  dennoch ,  wo  e»  nötliig  war,  Forschungen  und 
Fortnehrttte  in  dem  Wiufen  der  Jahre  1846  und  1847,  welche  von  Be- 
deutung «hid,  mit  aufgenommen  hat.  •  • 
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tat,  so  weit  sie  mit  den  galvanischen  Erscheinungen  zusammen- 
fallen.  S.  30 — 04.  8.  Spannungsx crhliltnissc  und  Spannungs- 
reilien.  S.  fM — 99.  §.  9.  Einlache  \  olta'sche  Apparate.  S.  99 — 115. 
Die  zusammengesetzten  Yolta'scben  Ketten.  S.  115 — 135. 
§.  10.  Allgemeine  Betrachtung  darüber.  S.  115— 110.  §.  11.  Die 
Säulenapparate.  S.  116—124.  §.  12.  Becher-,  Zellen-,  Trog-  und 
andere  Apparate  und  die  zusammengesetzten  eonstanten  Ketten. 
S.   124—  135.     Die  trockene   und   zweigliedrige  Säule. 

5.  135 — 150.  §.  13.  Die  trockene  oder  Zambouische  Säule. 
,,S.  135  — 145.  §.  14.  Die  zweigliedrige  Säule.  S.  145 — 150.  In- 
strumente zum  Messen  der  durch  diese  Apparate  er- 
zeugten Elektricitats  -  Intensität  und  Quantität.  8.  150 
—  152.  §.  15.  Allgemeine  Betrachtung  darüber.  S.  150—152. 
b.  Theorien  dieser  Apparate.  S.  153  —  207.  Theorie  der 
einfachen  und  zusammengesetzten  Kette.  S.  153 — 257. 

6.  10.  Einleitung.  S.  153—154.  §.  17.  Die  Theorie  Volta'a.  S.  154-158, 
§.  18.  Bestätigung;  dieser  Theorie  und  weitere  Ausbildung  der- 
selben.  S.  158  —  1JS2.    §.  19.    Die  ersten   chemischen  Theorien. 

5.  IN)— 191.  $.  30-  Die  Vertheilungstheorien.  S.  191— 200.  $.  21. 
Parrut's  Oxydationstheorie  und  die  zwischen  der  Oxydation**  und 
Vertheilungstheorie  vermittelnde  Theorie  Becquerel's.  S.  '200—203. 
§.  22.  Die  dynamischen  Theorien.  S.  203 — 207.  $.  23.  Die  neuen 
chemischen  Theorien,  begründet  durch  Aug.  de  la  Kive.  S.  207 
tt 21 5.  §.  24.  Becquerel's  neue  chemische  Theorie  und  Karstens 
Ansichten.  S.  215  —  219.  §.  25.  Michael  Earaday  der  Hauntver- 
treter  der  chemischen  Theorie.  S.  219  —  238.  $.  20.  Die  chemi- 
schen Theorien  von  Schonbein  und  Leopold  (iinelin.  S.  238 — 245. 
$.  27.  Pfaff  bestreitet  die  chemischtn  Theorien  von  Neuem. 
§.  245—257.  §.  28.  Theorie  der  trockenen  Säule.  S.  257  —  207. 
B.  Die  an  diesen  Apparaten  wahryvnommenen  Er- 
5  ch  e  i  n  u  n  a  v  n.  S.  268— 6o2.  a.  D  i  e  p  h  y  s  i  k  a  I  i  s  ch  e  n  Er  s  ch  e  i  - 
nnngen.  S5,  268—  395.    Die  elektrischen  Erscheinungen. 

6.  29.  Die  elektrischen  Erscheinungen  und  die  darauf  gestützte 
Identi  ätserkliirunii  des  (ialvanismus  mit  der  Elektri<  ität.  S.  208— "275. 
§.  30.  Die  .Messwerkzeuge  der  elektrischen  Erscheinungen,  ange- 
wandt zum  Messen  und  zum  Bestimmen  der  galvanischen  Elektri- 
citiit.  S.  275  -282.  Die  Licht-  und  \V  arm  eerschei  n  uu  gen. 
$.  31.  Elektrische  Funken  und  Wärmeversuche.  S.  282— 302.  Die 
magnetischen  Erscheinungen  (Elektromagnetismus). 
S.  302  —  395.  32.  Allgemeine  Einleitung  und  Entdeckung  der 
magnetis«  heu  Wirkungen  der  Elektri<  it.it.  S.  302 — 314.  j.  33. 
Die  Wirkung  des  Schliessungsdrahtes  aut  die  Magnetnadel.  S.  314 
— 317.  §.  34.  (Galvanometer,  l\lulti|>li<  atoren  und  andere  auf  die 
elektromagnetischen  Erscheinungen  eegrundeteJVIesswerkzeuge  der 
Elektricitiit.  S.  317—333.  §.  35.  \\  iikungen.  des  Magneten ,  de-. 
tellurischen  Magnetismus  und  des  einen  Schliessungsdrahte«  auf 
einen  beweglicher)  Sclijiessuugsdraht ,  nebst  den  auf  fliese  Erschei- 
nungen  gegründeten  Uotationsapparateiu  333J— 346.  30.  Wir- 
Kung  des  elektrischen  Leiters  auf  magnetisirbare  Substanzen. 
S.  340 — 357.  §.  37.  Anwendung  der  elektromagnetischen  Erschei 
nungen  als  Telegraphen  und  als  bewegende  Krad.  S.  357—372. 
§.  38.  Die  Theorien  des  Elektromagnetismus.  S.  372—387.  §.  39. 
Anhang  zu  den  elektromagnetischen  Erscheinungen.  Disjunctoren 
und  Commutatoren.  Verwendung  der  elektromagnetischen  Erschei- 
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nungen  im  engeren  und  der  Elcktricitat  überhaupt  im  weiteren 
Sinne  zum  Geschwindigkeitsmessen  in  kleinen  Zeitintervallen. 
S.  387 — 395.  b.  Physiologische  Erscheinungen.  Erschei- 
nungen in  dem  todten  thierischen  Körper.  S.  :>'.»5 —  401. 
§.  40.  Contraetioneri  an  versehiedcnen  Thferen  und  an  Menschen 
und  »  inzclnen  Theilen  derselben.  Benutzung  dieser  Erscheinun- 
gen als  Elektroscop.  S.  31 15  —  401.  Die  Erscheinungen  an 
lebenden  Organismen.  $.41.  Einwirkungen  auf  das  Gefühl 
und  die  Sinne  überhaupt  im  gesunden  Zustand«,  wie  auch  auf 
verschiedene  Pflanzen.  S.  401  —  400.  42.  Anwendung  der  gal- 
vanischen Elcktricitat  in  der  Heilkunde.  S.  107  —  411.  v.  Che- 
mische Erscheinungen  (Elektrochemie).  S.  411 — 672.  Die 
elektrochemischen  Zersetzungen  im  Allgemeinen.  S.  411 

—  458.  6.  43.  Einleitung.  Chemismus  in  der  Kette  seihst.  S.  411 
-4*20.  6.  44.  A  eussere  Einflüsse  auf  die  ehrmische  Wirkune 
der  Elek'tri«  itat.  S.  420  —  441.  6.  46.  Die  Gesetze  der  elektro- 
chemischen Zersetzungen  nebst  den  Grundlagen  der  elektrochemi- 
schen Theorie.  S.  441 — 458.  Die  elektrochemischen  Zer- 
setzungen im  Einzelnen.  S.  458— ti05.  (j.  46.  Die  Zersetzung 
des  Wassers  und  der  mit  demselben  verwandten  Flüssigkeiten, 
S.  488-4S3.  J.  47.  Das  Vöftselektroroeter.  S.  483-491/  §.  48. 
\  orgebliche  Säuren-  und  Alkalibildung  bei  der  Zersetzung  des 
Wassers  durch  Galvunismus  nebst  Jagers  Versuchen  über  die 
Einwirkung  des  letzteren  auf  Pflanzenpigmente.  S.  491 —  497. 
§.  49.  Die  Geruehserseheinungen  bei  der  Wasserzersetzung.  S.  49? 

—  503.    §.  50.   Die  Zersetzung  der  Alkalien  und  I  rden.    8.  503 

—  518.  <J.  51.  Zersetzung  der  Metallsalze  und  die  sogenannten 
Metallvegetationen.  IS.  518— 537.  §.  52.  Zersetzung  verschiedener 
Flüssigkeiten  mit  den  elektrochemischen  l?cbei führungen.  S.  537 
-550.  53.  Die  Nobili sehen  Ringe.  S.  550-555.  6.  54.  Die 
elektrochemischen  Bewegungen.  S.  555  —  568.  $.  55.  Die  Polari- 
sation mit  der  Ladungssäule.  S.  569 — 586.  §.  50.  Die  Passivi- 
tätserscheinungen. 8.986—605.  Die  praktische  Anwendung 
der  elektrochemischen  Erscheinungen.  S.  frt)5 — ti3'2.  §.  57. 
Schützung  des  Kupfers  und  Eisen  vor  Oxydation.  S.  605  —  609. 
§.  58.  Die  Galvanoplastik.  S.  609— 622.  §.  59.  Die  galvanische 
Vergoldung,  \  erplatinirung,  u.  s.w.  S.  622— 632.  Namenre- 
gister. S.  633. 

Dies  ist  in  allgemeinen  Umrissen  der  Inhalt  des  vorliegenden 
reichhaltigen,  für  jeden  Physiker  unentbehrlichen  W  erks.  Wir  bedau- 
ern nur,  dass  der  Herr  Vf.  nicht  noch  häutiger,  als  es  geschehen  ist, 
eigene  Kritik  geübt  hat,  wodurch  er  sein  Werk  noch  lehrreicher  ge- 
macht und  demselben  weniger  den  Charakter  eines  blossen  histori- 
schen Repertoriums  verlieben  haben  würde:  aueh  scheint  uns  eine 
strenge  Kritik  in  keinem  Theile  der  Physik  nöthiger  zu  sein  als 
gerade  in  der  Lehre  vom  Galvunismus  und  den  mit  derselben 
verwandten  Fächern.  Jedoch  soll  durch  diese  Bemerkung  keines- 
wegs das  Verdienst  des  Werkes  geschmälert  werden ,  welches 
wir  vielmehr  angelegentlichst  zu  recht  allgemeiner  Beachtung 
empfehlen. 
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Vermischte  Schriften. 


Verhandlungen  der  schweizerischen  nat urforschen- 
den Gesellschaft  zu  Winterthur  den  31.  August,  1.  und 
2.  September  1840.   31ste  Versammlung.    1847.  8. 

Ausser  den  Sitzungsprotokollen  u.  s.  w.  enthalten  diese  Ver- 
handlungen mehrere  ausführlichere  Abhandlungen,  die  wir  ihres 
interessanten  Inhalts  wegen  hier  namentlich  auffuhren  wollen: 

Das  Wesentlichste  über  die  Gletscherfrage  von  Dr.  F.  J.  Hugi. 

(S.  90—  S.  158.) 

Physiognomie  des  fossilen  Oeningen.  Von  Professor  Oswald 
Herr.  '(S.159-S.  180.) 

Der  Bierconservator.  Ein  Apparat,  welcher  die  Verderbnlss 
des  Bieres  hindert,  von  Apotheker  Hübschmann  in  Stäfa  am  Zü- 
richsee.   (8.  181  -S.  183.) 

lieber  die  Anwendung  der  Galvanoplastik  in  den  bildenden 
Künsten.  Von  O.  Müllinger,  Professor  in  Solotburn.  (S.  184  — 
8.  190.) 

Uelter  die  Witterung,  nach  einfacher  Naturbeobachtung,  und 
die  Vorherbcstimmung  ihrer  Beschaffenheit.  Von  Herrn  Dr.  J. 
R.  Köchlin  aus  Zürich.    (S.  191—8.  200.) 

Beitrag  zur  Geschichte  der  Seidenraupe  (Bombyx  mori)  und 
ihres  Nutzens.  Von  Herrn  Oberstlieutenaut  Geugel  von  Chur. 
(8.  201-8.  225.) 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  04.  bis  Nr.  104.  (Vom  Oten  April  1847  bis 
22sten  November  1847.) 

(Man  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXXVII;  S.  542.) 

Nachträglich  zu  S.  542.  bemerken  wir  zuvorderst,  unserm  dort 
egebenen  V  ersprechen  gemäss ,  dass  Nr.  72.  dieser  sehr  verdienst- 
ichen  Mittheilungen  einen  Aufsatz  von  Herrn  B.  8  tu  der,  über 
die  Klimatologie  von  Bern,  enthält,  ausserdem  zu  Bern  an- 
gestellte Meteorologische  Beobachtungen,  die  in  dieser 
Gesellschal tsschrift  auch  fortlaufend  mitgetheilt  werden. 

Der  Inhalt  der  übrigen  oben  angegebenen  Nummern  ist  fol- 
gender: 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  schweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft.    Erster  Artikel.  (Nr.  94.) 

R.  Wolf,  über  die  in  Bern  sichtbare  ringförmige  Sonnenfin- 
sternis» vom  9.  October  1847.   (Nr.  95.  und  90.) 


f. 


R.  S  tu  der,  Erdbeben  in  der  Schweiz  und  ihrer  Umgebung  im 
Jahre  1846.   (Nr.  95.  und  96.) 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  95.  und  96.)  —  Dieser  Aufsatz  enthält 
Notizen  zur  Lebensbeschreibung  des  verdienstvollen  Welturaseglers 
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und  Mitherausgebers  des  neuen  (letpler'schgb  Wörterbucha  Johann 
Kaspar  Horner  aus  Zürich  (17/4-— Io34) ,  dessen  Wahlspruch 
war:  „die  Mathematik  ohne  Anwendung  ist  mit  einem; scharfen 
Messer  zu  vergleichen,  mit  dem  man  nichts  zu  schneiden  hat," 

J.  S.  Fr  Pagenstecher,  über  Xyloidin.   (Nr.  96.  und  96.) 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterarisch  -  historischen  Notizen.    (Nr.  95.  und  96.) 

C.  Brunne r,  Sohn,  Ober  den '  Einfluss  des  Magneten  auf 
thierische  Korper.   (Nr.  9?.  und  98.) 

J*.  S.  Fr.  Pagenstecher,  über  das  Verhatten  der  Blausäure 
zum  Calomel.   (Nr.  97.  und  98.) 

R.  Wolf,  zur  tJeschichte  der  schweizerischen  naturforschen- 
den  Gesellschaft.    Zweiter  Artikel.    (Nr.  97.  und  98.) 

C.  Brunn  er,  Chemische  Mittheilungen.  (Nr.  97.  und  98.) 
1.  Einwirkung  des  Zuckers  auf  chromsaures  Kali.  II.  Zur  Berei- 
tung des  kunstlichen  Ultramarin«.  III.  Nachtrag  zu  der  Methode: 
die  Kohlensäure  aus  ihren  Verbindungen  zu  entwickeln  und  quan- 
titativ zu  bestimmen. 

R.  Wolf,  über  das  centrische  Vielflach.   (Nr.  97.  und  98.) 

L.  Schlaf  Ii,  Bemerkungen  über  confocale  Flüchen  zweiten 
Grades  und  die  geodätische  Linie  auf  dem  Ellipsoid.  (Nr.  ^9.  u.  100 ) 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik 
in  der  Schweiz.  (Nr.  97.  und  100.)  Hier  Notizen  über  Johann 
Heinrich  Rahn  aus  Zürich,  welcher  den  Liebhahern'  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  wohl  durch  seine  Teutsche  Algehra. 
Zürich  1659.  4.  bekannt  sein  wird,  die  soviel  Ruf  erlangte,  dass 
sie  von  den  verdienten  englischen  Mathematikern  Th.  »ranker 
und  D.  Pell  ins  Englische  übersetzt  wurde,  unter  dem  Titels 
An  introduetion  to  Algebra  by  Rahn,  translated  by 
Th.  Branker.   Much  augm.  by  D.  Pell.   London.  1688.  4* 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterarisch  -  historischen  Notizen.    (Nr.  99.  und  100.) 

Müller,  Untersuchung  einiger  Potaschensorten.  (Nr.  101.) 

R.  Brunner,  Beitrag  zur  Eudiomctrie.   (Nr.  102.) 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterarisch  -  historischen  Notizen.    (Nr.  102.) 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  schweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft.   Dritter  und  letzter  Artikel.  (Nr.  103.  und  104.) 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterarisch -historischen  Notizen.  (Nr.  103.  und  104.) 
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Anzeige- 

Weil  die  Umschläge  zu  den  einzelnen  Heften  des  Archivs  hei 
dem  Einbinden  der  vollständigen  Theile  wohl  grftsstentheifs  wee- 

Seworfco  werden,  die,  Köhler's  Logarithiuisches  Handbuch 
eti'effende,  auf  dem  Umschlage  dieses  Hefts  (Tbl.  XI.  H.  2.)  ab- 
gedruckte Anzeige  des  Herrn  Buchhändlers  Betnb.  Tauchnitz 
jun.  in  Leipzig  aber  jedenfalls  in  dem  Archive  aufbewahrt  zu 
werden  verdient,  so  lasse  ich  dieselbe  hier  nochmals  abdrucken. 

Köhler's  Logarithmisches  Handbuch. 

In  Bezug  auf  die  beim  Erscheinen  von  „  Kohler' s  Logarith- 
misch-Trigonometrischem Handbuche"  von  mir  veröffentlichte 
Preisaussetzung  für  Auffindung  von  Fehlern  in  den  Lo- 
garithmischen  Tafeln  dieses  Werkes  zeige  ich  hiermit  ergebenst 
an,  dass  Herr  S.  Maynard  in  London  folgende  drei: 

Pag.  192,  IN  um.  102467,  Log.  =  O1088492 ,  soll  stehn  01058101 
Pag.  194,  Num.  103000,  Log.  =01283723,  soll  stehn  01283722. 
Pag.  201 ,  Num.  106888,  Log.  =  -028021)95 ,  soll  stehn  02892895. 

angezeigt  und,  nachdem  die  Richtigkeit  dieser  Angabe  sich  her- 
ausgestellt, Drei  Louisd'or  Prämie  vou  mir  erhalten  hat. 

Diese  Fehler  befinden  sich  übrigens  in  allen  gebräuchlichen 
Logarithmischeo  Handbüchern  und  namentlich  auch  in  denen  von 
Callet,  Vega  und  ßabbage. 

Leipzig,  am  6.  März  1848. 

Beruh.  Tauchnitz  jun. 

Uebrigens  bemerke  ich,  dass  der  erste  der  drei  angezeigten 
Fehler  bei  Callet  (Tirage  1829)  sich  nicht  findet. 

G. 


Druckfehler  in  Tbl.  XI.  Heft  2. 
S.  142.  Z.  5.  v.  u.  muss  es  Fig.  5.  statt  Fig.  3.  heissen. 
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XXTTI. 

JLiterarisclier  Bericht. 


Analytische  Studien  von  Dr.  Oskar  Schlürailch,  aus- 
serordentlichem Professor  an  der  Universität  zu  Jena. 
Erste  Abtheilung,  enthaltend  Theorie  und  Tafel  der 
Gammafunk tionen  nebst  deren  wichtigsten  Anwendun- 
gen. Zweite  Abtheilung,  enthaltend  die  Fourierschen 
Reihen  und  Integrale  nebst  deren  wichtigsten  Anwen- 
dungen.  Leipzig  IHiS.  8.  2  Abtheilungen.  2Thlr.20Sgr. 

Die  Anzeige  dieses  Werks,  welches  durch  seinen  Titel,  noch 
mehr  aber  durch  die  Gediegenheit  seines  Inhalts,  lebhaft  an  die 
„Exercices  de  calcul  integral"  von  Legend re  erinnert,  ist 
absichtlich  bis  zu  dem  jetzt  erfolgten  Erscheinen  der  zweiten  Ab- 
theilung von  uns  verschoben  worden.  Dasselbe  ist  mit  der  nun 
schon  hinreichend  bekannten  Eleganz  und  Gründlichkeit  des  Herrn 


behandelten  Gegenstände  in  mehreren  Punkten  weiter  als  bisher 
geführt  werden,  weshalb  dasselbe  von  keinem  Analytiker  entbehrt 
werden  kann. 

Der  erste  Theil,  welcher  der  Theorie  der  Gammafunctionen 

S widmet  ist,  enthält  zwar  weniger  neue  Resultate  als  der  zweite;  die 
arstellung  kann  aber  grösstenteils  als  das  Eigenthum  des  Herrn 
Vfs.  betrachtet  werden,  und  man  wird  schwerlich  in  einem  ande- 
ren Werke  die  so  wichtige  Theorie  der  Gamraafunctionen  mit 
gleicher  Vollständigkeit  uud  Eleganz  behandelt  Cnden.  Jedoch 
sind  auch  in  diesem  Tbeile  verschiedene  neue  Resultate  hervor- 
zuheben, wohin  namentlich  §.  16.  und  §.  17.  gehören,  in  denen 
der  Herr  Vf.  mittelst  einer  sehr  allgemeinen  Transformation,  welche 
sich  auf  eine  ganze  Klasse  von  Integralen  anwenden  lässt,  meh- 
rere durch  Gammafunctiouen  ausdrückbare  Integrale  entwickelt. 
Sehr  verdienstlich  ist  jedenfalls  auch  die  dieser  ersten  AbtheiJung 


angehängte  Tafel  von  logr(o),  für  q  =  1,000;  1,001;  1,0Ö25  1,003  ; 
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u.  s.  w.  bis  =2,000.  Bei  der  Berechnung  dieser  Tafel  ist  dem 
Herrn  Vf.,  wie  er  uns  mitzutheilen  die  Güte  gehabt  hat,  ein  Feh* 
ler  in  der  Legendreschen  Tafel  aufgestossen ,  in  weicher  es -statt 

log  r(l,564)=9/J49  375  308  (3)46 

beissen  muss 

log  r(l,564) = 9,949  375  308  (4)46. 

Der  Inhalt  der  ersten  Abtheilung  ist  überhaupt  folgender: 

Theorie  der  Gammafimktionen.  Cap.  I.  Die  Funda- 
mentaleigense haften  der  Gammafunktimien.  —  Cap.  II.  Die  Addi- 
tioa  und  Mnltiplikatiofi  der  Gammafunktioneu.  —  Cap.  III.  Reihen 
und  Produkte  zur  Entwickelaiig  der  Gamma funktionen.  —  Ca».  IV. 
Die  wichtigsten  unter  den  durch  Gammafunktionen  ausdräckbaren 
Integralen.  —  Cap.  V.  Reihen,  welche  mit  Hülfe  der  Garoma- 
funktionen summirt  werden  können.  —  Berechnung  der  Gamma- 
funktionentafel.  —  Tafel  der  Logarithmen  der  Gammafunktionen 
von  1.000  bis  2.000. 

Die  zweite  Abtheilung,  welche  den  Fourier'schen  Reihen  und 
Integralen  nebst  deren  wichtigsten  Anwendungen  gewidmet  ist, 
und  daher  einen  der  wichtigsten  Gegenstände  der  neueren  Analy- 
8*i8  ausführlich  behandelt,  ist  bei  Weitem  reicher  an  eigentlich 
neuen  Resultaten  als  die  erste  Abtheilung.  Dieselbe  enthält  zu- 
erst die  Theorie  der  Sinus-  und  Cosinusreiben,  welche  der  Herr 
Vfr  auf  höchst  einfache  und  elementare  Betrachtungen  gegründet 
hat,  welche  letztere  eigentlich  gar  nichts  weiter  voraussetzen,  als 
dass  man  die  ganz  einfachen  allerersten  Eigenschaften  eines  be- 
stimmten Integrales  kenne,  und  weder  eine  Keihensununirung  noch 
sonst  etwas  postuliren.  Neu  ist  ferner  der  ganz  einfache  Beweis 
für  die  Fourier'schen  Satze  auf  S.  82— S.  86.,  welcher  uur  die 
Kenntnis*  von 


verlangt,  und  eigentlich  auch  diese  nicht  einmal,  weil  man  auch 

J  o  * 

setzen  konnte,  wo  K  noch  unbekannt  Ist,  und  dann 

93  cos  yudu  f  C  f{u)  cos  utöt=K/\Y) 

%J  0 

linden  wurde,  woraus  sich  Ä'  durch  die  Substitution  /vy)=e~y  be- 
stimmt, wenn  man  am  Ende  y  =  0  nimmt  Ferner  machen  w4r 
die  Leser  besonders  auf  die  Entwicklungen  in  $.  16.  auf- 
merksam, die  zu  den  eleganten  Formeln  (5)  und  (6)  führen. 
Neu  sind  auch  in  §;  20.  die  Formeln  (7)  und  (8),  aus  denen  der 
Herr  Verfasser  mit  grosser  Leichtigkeit  die  Resultate  abge- 
leitet hat,  welche  Herr  Doctor  Arndt  in  Stralsund  in  dem 
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Archiv  Thl.  X.  Nr.  XXII.  und  Nr.  XXIV.  entwickelt  hat,  wobei 
zu  bemerken  ist,  dass  der  Herr  Vf.  da,  WO  die  Integrale  wegen 
der  Discoutinuitat  der  darin  vurkommenden  Function  mehrdeutig 
werden,  im m er  nur  den  Haupt w er th  der  bestimmten  Integrale 
entwickelt  hat.  Neu  ist  ferner  wieder  das  Theorem  (3)  oder  (6) 
in  $.  22.  Besonders  aufmerksam  machen  wir  aber  die  Leser  auf 
die  in  diesem  ausgezeichneten  Werke  enthaltene  Modilie;ition  der 
Diricbtot'schen  Metbode  zur  Kcduetion  vielfacher  Integrale,  indem 
man  Alles,  was  Dirielilet  gegeben  hat,  im  ersten  Theile,  und  die 
von  dem  Herrn  Vf.  gegebenen  Erweiterungen  im  zweiten  Theile, 
§.  23.  ff.,  findet,  wobei  \\ i r  insbesondere  auch  auf  die  sehr  allge- 
gemeinen,  eleganten  und  dabei,  wenn  mau  sieb  der  von  «lern 
Herrn  VT.  roodmeirten  Dirichlet'schcn  Methode  bedient,  äusserst 
leicht  zu  beweisenden  Formeln  Nr.  (4)  und  (5)  in  $.  23. ,  Nr.  (4), 
(5)  und  (8)  in  j.  25.,  Nr.  (3)  in  }.  26.,  Nr.  (14)  in  §.  '11.  u.  s.  w. 
aufmerksam  machen.  Wir  schliessen  die  Anzeige  dieses  vortreff- 
lichen Werkes,  das,  wie  gesagt,  kein  Analytiker  wird  entbehren 
kOnnen,  mit  der  Angabe  des  allgemeinen  Innalts  der  zweiten  Ab- 
theilung. 

Die  Fourier'schen  Reihen  und  Integrale  nebst  deren 
wichtigsten  A  nw  e  ml  u  n  ge  n.  Cap.  I.  Die  Fourier'schen  Keihen. 
—  t  'an.  II.  Die  Fourier'schen  Integrale.  —  Anhang  (welcher  eine 
von  Herrn  Professor  Bretschn  eider  in  Gotha  berechnete  kleine 
Tafel  von  Ei(x) ,  0{t)  und  Si(x)  enthält). 

Möge  der  Herr  Vf.  bald  Kraft  und  Müsse  zur  Fortsetzung 
dieser  Höchst  verdienstlichen  analytischen  Untersuchungen  finden. 


Praktische  Geometrie. 


Stampfer,  S. ,  Prof.  d.  prakt.  Geom.  am  k.  k.  polyt. 
Institute  zu  Wien:  Theoretische  u.  praktische  Anleitung 
zum  Nivel liren  u.  zu  anderen  damit  verwandten,  beim 
Eisen  bahnbau  vorkommenden  geom.  Aufgaben,  mittelst 
der  vorzüglichsten  neueren  Ni vellir-Instruiue ute;  mit 
besond.  Rucks,  auf  die  verbess.  Niv. -Instrumente  aus 
d.  Werkstätte  des  k.  k.  polyt.  Institutes  zu  Wien  (1845). 
2.  Aufl.   1847.   gr.  8.   10i  Bog.  3  Kpft,  eleg.  geh.  l>Rthl. 

• 

(Angezeigt  vom  Prof.  W.  Matzka  zu  Tarnow.) 

Von  der  ersten  Auflage  dieser  zwar  kleinen  aber  höchst  lesens- 
werten Schrift  brachte  des  Archivs  literar.  Bericht  (1846)  im 
7.  Tbl.  3.  H.  Nr.  XXVII.  S.  400.  nichts  weiter  als  den  Titel; 
was  mich  um  so  mehr  befremdet,  als  jüngst  (1847)  im  10.  Thl. 
2.  H.  Nr.  XXXV1I1.  S.  546.  desselben  Herrn  Verfassers  Logarith- 
men-Tafeln mit  verdientem  Lobe  angekündiget  wurden,  wahrend 
doch  die  erstere  Schrift  noch  für  ungleich  verdienstlicher  anerkannt 
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werden  muss  *).  Ich  glaube,  der  österreichischen  Nationalehre  et* 
schuldig  zu  sein,  die  Verdienste  unseres  bescheidenen  Gelehrten 
gebührlich  bekannter  zu  machen;  zumal  der  Gegenstand  selbst 
durch  die  Eisenhahnbauten  in  neuester  Zeit  einer  der  wichtigsten 
in  der  prakt.  Geometrie  geworden  ist. 

Der  durch  vielerhand  sehr  geschätzte  physikalische  und  prak- 
tisch-geometrische Versuche,  Messungen,  Erfindungen  u.  dgl., 
yon  denen  ein  grosser  Theil  in  den  „Jahrbüchern  des  Wiener 
polytechnischen  Instutes"  niedergelegt  ist.  gewiss  auch  ausser  der 
österreichischen  Monarchie  rühmlichst  bekannte  Herr  Verf.  hatte 
das  von  J.  L.  Hogreve  erfundene  und  in  seiner  „Anweisung 
zum  Nivelliren"  (gr.  8.  Hannover.  1800)  beschriebene  JNivellir- In- 
strument schon  längst  in  seinen  Vorlesungen  der  verdienten  An- 
preisung gewürdigt.  Davon  gibt  der  unter  dem  Titel  „Anfangs- 
gründe der  prakt.  Geometrie  u.  s.  f.,  von  Kasp.  Bauer,  mit  einer 
Ahhandl.  v.  Joh.  B.  Bartak.  8.  Wien.  1833.  Gerold"  widerrecht- 
lich ausgeführte  Abdruck  von  Herrn  Stampfer's  damaligen  Vor- 
tragsheften auf  S.  179.  den  deutlichsten  Beweis.  In  Verbindung 
mit  Herrn  Starke,  dein  ausgezeichneten  Werkmeister  der  mal  Ii. 
physikal.  Werkstatte  des  polyt.  Institutes ,  hatte  der  Herr  Profes- 
sor nochmals  dieses  Instrument  wesentlich  verbessert  und  das- 
selbe im  J.  1839  durch  eine  im  20.  Bde.  der  erwähnten  Jahrbucher 
veröffentlichte  und  daraus  auch  besonders  abgedruckte  „Anleitung 
zum  Gebrauche  der  verbesserten  Nivellir-Instrumente  u.  s.  f."  den 
prakt.  Geonieteru  mit  vollem  Rechte  anempfohlen.  Vornehmlich 
die  weitere  empfehlende  Bekanntmachung  dieses  höchst  zweck- 
mässigen und  vollkommenen  Instrumentes  und  der  vorteilhaften 


Nivellirweise  mit  ihm  ist  der  Hauptzweck  der  oben  an« 
Schrift ;  doch  reihen  sich  daran  noch  vielerlei  sehr  dankenswertste 
Mittheilungen  über  Nivellir-Instrumente. 

Zuvörderst  betrachtet  der  Herr  Verf. ,  nach  Aufstellung  der 
nötbigsten  allgemeinen  Begriffe,  so  weit  nöthig,  das  Lothund 
die  Libelle,  bei  dieser  insbesondere  ihre  Empfindlichkeit,  hier- 
auf die  Dioptern  mit  Angabe  der  interessanten  Ergebnisse  sei- 
ner sorgfaltigen  Versuche  über  die  Genauigkeit  dieses  Visirmittels, 
und  danach  die  Fernröhre.  Sofort  beschreibt  er  die  weiteren 
Hauptbestandthe ile  der  mit  Fernröhren  versehenen  und  da- 
rum vorzüglicheren  Nivellir-Instrumente,  als:  die  Stative,  die  Ein- 
richtungen zur  Horizontalstellung  des  Fernrohrs,  die  Horizontal- 
scheibe mit  eingeteiltem  Linibus,  die  mikrometrische  Elevations- 
schraube  zum  Fernrohr,  und  die  Verbindungsarten  des  Fernrohre« 

*)  Wenn  auch  von  der  Schrift  lies  Herrn  Prof.  Stampfer,  deren 
Verdienstlichkeit  Niemand  mehr  alt  der  Herausgeber  d.  A.  anzuerkennen 
bereit  sein  kann,  bereits  im  Literar.  Bericht  Kr.  XLI.  S.  592.  eine  zwar 
kurze,  aber  für  den  Zweck  des  Archivs  wohl  genügende  Anzeige  gelie- 
fert M'orden  ist,  was  dem  Herrn  Vf.  der  vorliegenden  Anzeige  bei  deren 
Abfassung  wahrscheinlich  noch  nicht  bekannt  war,  so  tragt  der  Herausge- 
ber doch  durchaus  kein  Bedenken,  im  Interesse  der  Sache  auch  noch 
diese  ausführlichere  Anzeige  abdrucken  zu  lassen,  um  dudtircli  zugleich' 
dem  Wunsche  des  hochgeehrten  Herrn  Vfs.  derselben  zu  entsprechen  und 
die  allerdings  die  weiteste  Verbreitung  verdienende  Schrift  de«  Herrn  Pro- 
fessor Stampfer  so  bekannt  als  möglich  zu  machen. 

6. 
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mit  dem  Instrumente.  Nach  dem  letzteren  richtet  er  sich  bei  Zer- 
gliederung der  Berichtigungen  der  Nivellir-Instrumente;  und  zum» 
Schlüsse  gedenkt  er  noch  eines  von  ihm  angegebenen  derartigen 
Taschen-Nivellir-Instrumentes  von  auffallender  Leistungsfähigkeit, 
so  wie  auch  der  Nivellirlatten  und  Zieltafeln.  Kurz  beschreibt  er 
dann  noch  die  Nivellir-lnstruraente  von  geringerer  Leistungsfähig- 
keit, als:  die  Kanal-  und  Quecksilberwage,  die  Nivellir- Dioptern 
und  das  von  ihm  angegebeue  Tascben-Nivellir-Diopter.  Hiernach 
wendet  er  sich  zum  Nivelliren  selbst  und  zum  Zeichnen  der  Pro- 
iilrisse,  das  er,  wenn  gleich  kurz,  dennoch  mit  einer,  für  genü- 
gend theoretisch  vorgebildete  Praktiker  zulänglichen  Deutlichkeit 
erörtert.  Höchst  verdienstlich  ist  biebei  seine  Untersuchung  über 
die  mit  verschiedenen  Nivellir- Instrumenten  erreichbare  Genauig- 
keit, wobei  die  seiner  winzigen  Taschen  Instrumente  überrascht. 

Nun  erst  wendet  er  sich  zu  dem  von  ihm  verbesserten  Nivel- 
lir-Instrumente.  Als  wichtigster  Bestandteil  desselben  ist  eine 
sehr  fleissig  gearbeitete  Mikronietersch  raube,  zur  Vertikalbewe- 
gung  des  Fernrohrs  innerhalb  8  Graden,  anzusehen,  deren  ganze 
Schraubengänge  an  einer  vertikalen  Skale  abgelesen  werden,  wäh- 
rend ihre  iJnterabtheilungen  an  der  in  100  Theile  eiugetheilteti 

STmdrischen  Umflachc  des  Schrnubenkopfs  sich  ablesen  lassen, 
azu  gehört  jedoch  noch  eine  JNivellirlattc  mit  zwei  Zieltafeln, 
deren  untere  um  eine  bestimmte  Lange  /  (gewöhnlich  \  Klafter) 
vom  Boden ,  die  obere  aber  um  eine  gewisse  Länge  d  (am  besten 
1  Klafter)  weiter  absteht.  —  Das  Nivelliren  mit  diesem  Instru- 
mente besteht  dann  dem  Wesentlichsten  nach  darin,  dass  man 
bei  horizontal  gestellter  Visur  den  Stand  h  der  Mikrometerschraube, 
und  danach  die  Stande  o  und  u  derselben  bei  der  Anvisirung  der 
oberen  und  unteren  Zielscheibe  abliest.  Ist  sonach  II  die  Tiefe 
der  unteren  Scheibe  unter  der  Horizontalvisur ,  so  ist  hinreichend 

genaa  //=  ^—^d,  oder,  wenn  «/=1  Klafter  ist  und  i/ in  Klaftern 

berechnet  wird,  /Y— Wenn  dann  noch  die  Instrumentshohe 

J  gemessen  worden,  so  ist  das  Gefälle  vom  Aufstellungsorte  des 
Instrumentes  zu  dem  (tieferen)  der  Latte  =/+//  —  ,/.  —  Die 
hauptsächlichsten  Vortheile  eines  solchen  Nivellirens  be- 
stehen nun  darin,  dass  der  Geouteter  von  seinem  Lattenhälter 
weder  das  zeitraubende  Verschieben  der  Zieltafel  noch  das  un- 
sichere Ablesen  ihres  Standes  zu  fordern  braucht,  und  mit  einem 
Male  sehr  bedeutende  Höhenunterschiede,  sogar  auf  10— 15  Klaf- 
ter, erhalten  kann.  Dadurch  empfiehlt  sich  dasselbe  vornehmlich 
bei  grossen  Terrainsteigungen  zu  General-  und  Con  trolle -Nivelle- 
ments; wenn  auch  bei  der  Detail  -  Nivelliruug  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  der  Vorrang  gegeben  werden  muss.  Einen  anderen 
Vortheil  gewährt  das  Instrument  als  Distanzmesser  mit  der  Basis 
am  Ohjecte,  daher  es,  wenn  noch  die  Messung  der  Horizontal- 
winkel damit  verbunden  wird,  den  Messtisch  vertreten  kann.  End- 
lich gestattet  es  auch  die  HöhenwinkeL  selbst  sehr  genau'  zu  mes- 
sen, die  sich  dann  zu  schärferen  trigonometrischen  Rechnungen 
benfitzen  lassen.  i 

An  dieses  Nivelliren  mit  der  Libelle  schüesst  der  Herr  Verf. 
noch  jenes  mit  dem  Barometer  an,  und  fügt  noch-  als  schätzen*- 
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werthe  Zugaben  bei:  das  Aasstecken  von  Kreis-  und  anderen 
stetig  gekrümmten  Bogen,  die  Losung  mehrerer  bei  Eisenbahn- 
bauten vorkommenden  Aufgaben,  die  Berechnung  der  Korperio» 
halte  von  Dämmen  und  Einschnitten  u.  dgl.,  8  Hilfstnfeln  und  den 
Preiscourant  der  Nivelür-lnstrumente  aus  der  angefahrten  Werk- 
stätte. 

Diese  gedrängte  Inhaltsanzeige  dörfte  zur  Gentige  darthun,  wie 
wichtig  für  die  Erziel ung  schnellen  and  sicheren  Nivel  Krens  die 
angezeigte  Schrift  sei.  Einer  weiteren  Anpreisung  derselben  über- 
hent  mich  der  anerkannte  echt  praktische  Sinn  des  Herrn  Profes- 
sors. Möchte  derselbe  nur  noch  den,  gewiss  von  vielen  Freunden 
der  prakf.  Geometrie  mit  mir  getheilten  Wunsch  befriedigen,  auch 
seine  Vortragshefte,  in  denen,  bei  Benutzung  aller  niederen  und 
höheren  mathematischen  Hilfslehren,  ein  reicher  Schatz  empiri- 
schen Wissens  niedergelegt  ist,  recht  bald  der  Oeffentlichkeit  zu 
übergeben. 


Mechanik. 

An  ti-Polemisches. 
Vom 

Professor  Dr.  Ruh  1  mann  in  Hannover. 


In  dem  3.  Hefte  des  X.  Bandes  (1847)  des  Archivs  für  Mathe- 
matik und  Physik  eröffnet  Herr  Fabriken-Commissions-Rath  Brix 
in  Berlin  eine  ausführliche  Polemik  in  Betreff  der  Behandlung  des 
Biegungswiderstandes  fester  prismatischer  Korner  der  2.  Auflage 
meiner  Geostatik,  nachdem  dieser  Gegenstand  bereits  zu  einigen 
Noten  in  andern  von  uns  resp.  bekannt  gemachten  Arbeiten  Ver- 
anlassung gegeben  hatte. 

• 

Ich  gestehe,  dass  ich  den  ganzen  Streit  recht  innig  and  zwar 
um  so  mehr  beklage ,  als  er  offenbar  durch  Missverständnisse  her- 
vorgerufen ist,  die  mir  erst  durch  die  gedachte  ausführliche  Pole- 
mik klar  geworden  sind  und  die  sich  sofort  ausgeglichen  haben 
würden,  hatte  Herr  Brix,  nach  der  ihm  in  aller  Unbefangenheit 
gemachten  Sendung  meiner  Geostatik,  meine  Erklärung  über  sein 
vermeintliches  Eigenthumsrecht  so  offen  gefordert,  als  ich  solches 
wohl  nach  den  herzlichen  und  freundschaftlichen  Versicherungen 
erwartet  hätte,  welche  wir  uns,  wenige  Monate  vorher,  bei  einer 
gemeinsamen  technischen  Reise  nach  Steyerraark  (wenigstens  von 
meiner  Seite)  mit  aller  Aufrichtigkeit  machten. 

Statt  einer  einzigen  Zeile  Antwort  auf  das  höfliche  (wie  Herr 
Brix  selbst  sagt)  Begleitschreiben  meines  Buches,  finde  ich  nach 
einiger  Zeit  in  den  Berliner  Verhandlungen  jene»  mich  völlig  un- 
schuldig treffende  Note,  welche  Herr  Bri  x  S.  566.  Hft.  3.  Tbl.  X.  des 
Archivs  von  Neuen  anzuführen  für  angemessen  findet;  natürlich, 
das»  nach  diesem  Vorgange  und  bei  meinem  Bewusstsein,  das* 
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mir  unrecht  geschehen,  auch  nieine  Replik  (Vorrede  zur  2.  Auflage 
meiner  Geodynamik)  Herrn  Brix  nicht  angenehm  sein  könnt«. 

So  viel  als  Einleitung  folgender  Entgegnungen,  zu  Welchen 
mich  Herrn  Brix  polemischer  Aufsatz  im  Archive  nothwendig 
auffordern  muss. 

Bei  meinem  Besuche  der  Berliner  Gewerbe  -  Ausstellung  von 
1844  t heilte  mir  allerdings  Herr  Brix  mit,  das«  er  nächstens  Ober 
den  Widerstand  prismatischer  Körper  gegen  Biegung  eine  Arbeit 
▼erfifTentlichen  werde,  auf  deren  Inhalt  ich  naturlich  um  so  g£- 
Hpannter  hinblicken  musste,  als  ich  denselben  Gegenstand  bereits 
nach  Poncelet,  Persy,  Kuppler,  Mosely  u.  A.  für  meine 
Vorträge  vollständig  bearbeitet  hatte  und  dabei  zugleich  auf  eine, 
ven  gedachten  Mannern  völlig  abweichende,  also  neue  Darstel- 
lungsweise derselben  Sache  gekommen  war.  Als  daher  Herr 
JBrix  die  Güte  hatte,  mir  seine  Arbeit  als  einen  besondern  Ab- 
druck aus  den  Berliner  Verhandlungen  zu  (ibersenden,  erkannte 
ich  sogleich: 

1)  dass  dieselbe  weder  neue  Grundansichten,  gegenüber  ge- 
nannten Schriftstellern,  enthielt,  noch 

)l)  auf  eine  Darstellungsweise  Anspruch  machen  konnte, 
welche  Klarheit,  Allgemeinheit  und  Einfachheit,  wie  die 
von  mir  gewählte,  in  sich  vereinigte. 

Sämmtliche  von  Herrn  Brix  in  Bezug  auf  diese  letzten  zwei 
Punkte  gegen  mich  erhobenen  Ansprüche  und  Vorwürfe  müssen 
daher  von  selbst  wegfallen,  so  bald  ich  im  Stande  bin  (um  zu- 
gleich mit  Herrn  Brix  Worten  zu  reden)  nachzuweisen,  dass  <die 
Werke  der  obeo  gedachten  Männer  früher  erschienen  sind  als  die 
fragliche  Arbeit  des  Herrn  Brix,  so  wie  darzuthun,  dass  ich 
meine  Darstellungsweise  wirklich  als  neu  bezeichnen  konnte. 

Da  Herr  Brix  letztern  Punkt  zuerst  und  vorzüglich  bespricht, 
so  beginne  ich  auch  -mit  diesem  meine  Erwiderungen. 

Offenbar  kann  eine  voltständige  Aufklärung  hierüber  nur  aus 
der  unmittelbaren  Vergleichung  meines  Buches  mit  der  Arbeit 
des  Herrn  Brix  hervorgehen,  was  den  verehrten  Lesern  des 
Archivs  nur  dann  geeignet  möglich  werden  würde ,  wenn  ich  meine 
Arbeit  theilweis,  die  des  Herrn  Brix,  zufolge  der  Behandlungs- 
art, aber  ganz  hier  abdrucken  liess,  was  jedenfalls  unzulässig  ist. 
Es  schien  mir  daher  der  einzige  Ausweg  darin  zu  bestehen,  einen 
völlig  unparteiischen,  den  Lesern  des  Archivs  zugleich  nicht  un- 
bekannten Sachverständigen  zu  bitten,  meine  Darstellungsweise 
mit  der  des  Herrn  Brix  gewissenhaft  zu  vergleichen. 

Als  mir  gleichzeitig  am  nächsten  stehend  erwählte  ich  hiezu 
den  hiesigen  ,  durch  mehrer«  Aufsätze  im  Archive  und  andere  ver- 
dienstliche schriftstellerische  Arbeite«  im  raathematischen  Fache 
bereits  bekannten  Mathematiker  Herrn  Dr.  Wittstein,  der  sich 
zugleich  in  einer  gegen  mich  völlig  rücksichtslosen  Stellung  befin- 
det und  sich  überdies  in  Hannover  sowohl  fiir  sein  Fach  den 
Namen  eines  tüchtigen  und  talentvollen,  als  auch  sonst  eines 
wahrheitsliebenden  offenen  Mannes  erworben  hat  Herr  Dr.  Witt* 
stein  hatte  die  Güte,  meine  Bitte  zu  erfüllen,  und  zugleich  zu 
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» 

gestatten,  sein  desfallig  mir  schriftlich  zugesandtes  Urtfeeil  eu  ver- 
öffentlichen, was  hiermit  geschieht.  *) 

Hannover,  den  10.  Februar  1848. 

„Die  Vergleichung  Ihrer  Geostatik  mit  der  Abhandlung  von 
Brix  hat  nur  meine  anfängliche  Vermuthung  bestätigt  Brix  hat 
sich  dadurch  verletzt  gefühlt,  dass  Sie  ihn  (wie  billig!)  nicht  als 
den  Erfinder  der  in  Uede  stehenden  Sache  citiren;  in  seiner  Ge- 
reiztheit legt  er  Ihren  Worten  „In  Bezug  auf  Darstellungsweise *' 
einen  falschen  Sinn  bei  und  glaubt,  Sie  wollten  sein  vorgebliche« 
Eigenthum  für  das  Ihrige  ausgeben!  Eine  einfache  Rachweisung 
aus  Poucelet  etc.  mu'sstc  ihn  zur  richtigeu  Au (Tassung. der  Sach- 
lage bringen. 

In  dem  Grundgedanken,  so  wie  in  den  Resultaten  der  Ent- 
wickelung  finde  ich  allerdings  bei  Ihnen  und  Brix  vollige  Ueber- 
emstimmung.  Was  dagegen  den  Gang  der  Entwickelung  oder  die 
„Darstellungsweise"  betrifft,  so  müsste  Jeder,  der  überhaupt 
sehen  will,  den  Unterschied  sofort  bemerken.  Nehmen  Sie  z.  B. 
die  so  weit  aus  einander  gerissenen  Betrachtungen  der  Figuren  2. 
und  27.  bei  Brix,  die  doch  zusammengehören  und  sich  bei  Ihnen 
zusammenfinden;  nehmen  Sie  ferner  (He  seltsame  Figur  2.  (bei 
Brix),  in  der  man  gar  nicht  erfahrt,  was  denn  eigentlich  innerhalb 
des  Korpers  vorgeht,  wahrend  Ihre  Figur  81.  die  Natur  der  Sache 
zu  ihrem  Rechte  gelangen  lasst  Ihre  Losung  des  Problems 
ist  eine  elegante  Anwendung  der  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingungen; dagegen  bei  Brix  kommen  die 
beiden  Grundgleichungen  Seite  3.  etc.  auf  eine  so  unbe- 
holfene Weise  zum  Vorscheine,  dass  man  gar  nicht  er- 
fährt, in  wie  fern  in  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Sache  nun  wirklich  erledigt  sei.  Mich  dünkt,  dies  sei 
genug,  um  einen  Unterschied  in  der  „Darstellungsweise" 
zu  begründen. 

Die  Beschuldigung  wegen  der  Benutzung  der  B  ri  x  sehen  Auf- 
gaben erscheint  mir  geradezu  absurd.  Es  lag  so  nahe,  den  Satz 
auf  alle  Figuren  anzuwenden,  die  man  in  Bezug  auf  Schwerpunkt 
und  Trägheitsmoment  sonst  schon  zu  betrachten  pflegt,  dass  es 
mich  nur  wundert,  nieht  noch  mehr  Uebereinstimmung  zu  finden. 
Die  gerügten  l/ebcreinstiminungen  beziehen  sich  übrigens  lediglich 
auf  die  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten,  die  man  in  jedem 
Lehrbucbe  der  Dynamik  finden  kann,  wozu  man  „also  der  Hülfe 
von  Brix  nicht  bedarf." 

Tb.  Wittstein. 


Hiernach  kann  ich  nicht  unterlassen,  überdies  su  bemerken, 
dass  Herr  Brix  die  eben  so  wichtige  als  fruchtbringende  Reduc- 

 ,  

*)  Sollte  Herr  Conunissionsrath  Brix  da«  Urtheil  dieses  Sachver- 
ständigen ,  als  für  seine  Person  noch  nicht  hinlänglich  unnartheiisch  er- 
klären, so  bin  ich  mit  Freoden  bereit,  der  Wahl  eine«  Mannes  beizn- 
treten,  der,  vielleicht  von  Herrn  Brix  vorgeschlagen,  von  uns  beiden 
völlig  gleich  unabhängig  erscheint. 


■ 
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tion  der  Trägheitsmomente  von  auf  einander  rechtwinkligen  Axen 
(S.  155.  meines  Buches)  gar  nicht  zu  kennen  scheint,  indem  die- 
«er  Satz  in  seiner  fraglichen  Abhandlung;  gänzlich  fehlt  und  Herr 
Brix  gewiss,  hatte  er  ihn  gekannt,  nicht  den  eben  so  breiten  als 
höchst  umständlichen  Weg  gewählt  haben  würde,  den  er  bei  Ab- 
leitung des  Momentes  für  die  Kreisfläche  und  für  das  Polygon 
(auch  für  das  besonders  gerügte  Sechseck)  verfolgt.  In  der  That 
würde  mich  Herr  Brix  zu  ganz  hesonderm  Danke  verpflichtet 
haben,  hätte  er  diese  und  andere  für  ihn  ganzlich  neue  Darstel- 
lungsweisen  in  seiner  Polemik  (ich  kann  nicht  glauben  absichtlich) 
nicht  übersehen. 

Endlich  habe  ich  hierzu,  als  reine  Wahrheit,  nur  wiederholt 
die  bereits  in  der  Vorrede  der  2.  Auflage  meiner  Geodymanik  ge- 
machte Bemerkung  zu  fügen,  dass  Mindings  Ableitungsgang  so 
vollständig  von  dem  Meinigen  abweicht,  dass  nur  der  zu  einem 
andern  Urtheile  gelangen  kann,  welcher  Mindings  Statik  (Ber- 
lin 1838)  nicht  studirte  (ja  ich  muss  zufügen,  nicht  ansah!),  was 
jedem  Sachverständigen  schon  dadurch  einleuchten  dürfte,  wenn 
ich  anführe,  dass  Minding  (§.  46.)  nach  dem  Vorgänge  von  Mö- 
bius (Statik  §.  317.  Leipzig  1837)  unter  Einführung '  der  Kräfte- 
paare von  einem  elastisch  biegsamen  Polygone  ausgeht,  dieses 
aber  unmittelbar  au  die  vorhergegangene  Betrachtung  eines  völlig 
biegsamen  Polygones  (Seiles)  knüpft  (was  auch  nicht  im  Entfern- 
testen in  der  von  mir  gewählten  Darstellungsweise  der  Fall  ist), 
daher  auch  die  betreffende  Figur  28.  fM  in  ding)  mit  Figur  8ü. 
(Möbius)  übereinstimmt  u.  s.  w.  Doch  genug  hiervon  und  nun 
zur  zweiten  Hauptfrage. 

Die  Priorität  der  Einführung  der  Trägheitsmomente 
bei  der  Berechnung  des  Biegungswiderstandes  fester  Körper  ge- 
bührt einzig  und  allein  Poncelet. 

Die  erste  Ausgabe  seiner  im  April  1829  *)  erschienen  Me'ca- 
nique  Industrielle  läset  hierüber  (so  wie  namentlich  auch  die 
dort  folgenden  Beispiele)  nicht  den  mindesten  Zweifel,  indem  es 
daselbst  Troisieme  Partie  **)  No.  75.  unter  der  besonderen  Ueber- 
schrift  „Deformation  d'une  piece  soumise  a  uue  force  de  flexion, 
et  encastree  par  un  bout"  also  heisst  und  nachstehende  Formel 
aufgeführt  wird: 

  en  nommant  J  le  moment  d'inertie   de  la  Sectio n 

transversale  par  rapport  a  un  axe  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vite  de  la  section  et  dans  le  plan  de  cette  derniere,  K  le  coefticient 
delasticite\  et  L  la  longueur  de  la  piece,  on  trouve  la  fleche  de 
flexion : 

P  L* 

i~K.J  3  h 


*)  Also  15  Jahr  früher  als  die  Abhandlung  de«  Herrn  Brix. 

**)  Eine  Abtheiiang  dieses  Werks  habe  ich  in  der  Bibliothek  des 
Königl.  Gewerbe -Instituts  zu  Berlin  gefunden,  doch  weiss  Ich  nicht 
mehr,  ob  es  die  hier  citirte  ist. 

•*•)  Dieselbe  Formel,  welche  Brix  §.  20.  (seiner  Abhandlung) 
unter  No.  2.  findet. 

43» 
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Teile  est  l'expressinn  de  la  fleche  qut  produit  une  force  P 
I  extreniite  libre  etc. 

Welter  findet  sich  unter  No.  79.  des  Poncet  et  sehen  Werkes 
von  1829  ein  Artikel  mit  der  Ueberschrift  ,,  Deformation  d  une  piece 
encastree  soumise  ä  une  force  de  torsion  appliquee  sur  son 
autre  extremite",  woselbst  es  in  der  Folge  heisst: 

Noramons  o>  Tarc  decrit  ä  l'unite  de  distance  dans  le  plan  de 
la  section  extreme  du  cdte  de  la  force  P,  L  la  longueur  du 
cylindre,  K  la  longueur  du  bras  de  levier,  J'  le  moment  d  in- 
ert ie  de  la  section  transversale  du  cylindre  par  rapport  a  Taxe 
central  perpendiculaire  a  cette  section ,  t  le  coefßcient  de  torsion, 
on  a 

L.P.K  „ 

Völlig  erschöpfend  behandelt  denselben^  Gegenstand  Pon* 
celets  (damaliger)  College  an  der  Metzer  Ecole  d' Application, 
Herr  Professor  Persy,  in  der  4.  Edition  seines  CoursdeScabilite* 
des  Constructions  etc.   Metz,  Juillet  1834.  **) 

Hier  findet  sich  zuerst  Seite  26.  ein  Capitel  mit  der  Ueber- 
schrilt:  ,,Des  moments  d'elasticite  et  de  rupture  des  principales 
sections  transversales",  woselbst,  zuerst  ebenfalls  von  den  Trag- 
heits -Momenten  ausgehend,  alle  Formen  Berücksichtigung  linden, 
welche  sich  auf  Rectangel-  oder  Kreisflächen  zurückfuhren  lassen, 
wobei  es  denn  auch  §.  51.  heisst:  „Relation  entre  les  moments 
relatifs  ä  deux  axes  paralleles  dont  Tun  passe  par  le  centre  de 
gravite",  auch  sogleich  (natürlich)  die  Formel  aufgeführt  wird 
Q'—Q  +  abXa2,  welche  Methode  etc.  Herr  Brix  insbesondere 
ab  seine  Erfindung  in  Anspruch  nimmt. 

Von  §.  90.  ab  behandelt  Persy  eben  so  ausführlich  die  Tor- 
sionsfrago  mit  Zuziehung  der  Trägheitsmomente,  so  wie  deren 
lleducüon  auf  parallele  Axen,  und  Mas  im  vorhergehenden  und 
letztern  Capitel  irgend  wie  noch  zu  wünschen  übrig  geblieben  ist, 
wird  in  einem  Zusatz-Capitel  S.  79.  vollends  ganz  erschöpft ,  wo« 
bei  er  unter  andern  (für  gegenwärtige  Streitfrage)  noch  den  höchst 
bemerkenswerthen  Satz  ausspricht: 

S'il  arrive  que  la  section  transversale  du  solide  soit  formee  de 
l'assemblage  entinu  de  plusieurs  figures,  on  peut  avoir  a  d^termi- 
ner  les  moments  de  Celles  -ci,  relativement  a  un  axe  qui  ne 
passe  point  par  leurs  centres  de  gravite*  particuliers ,  mais  par 
celui  de  la  figure  entiere.   Les  axes  et  moments  d'elasticite* 


*)  Ungeachtet  data  «ich  diese  Formel  in  Poncelets  Werke  von 
1829  vorfindet,  wundert  sieh  Herr  Hrix  im  Jahre  1847,  S.  ft67.  de« 
Archivs,  wie,  ausser  ihm,  noch  Jemand  auf  die  Idee  der  Einführung 
der  Trägheitsmomente  bei  der  Berechnung  des  Toraionswiderstan- 
des gekommen  sein  kann! 

")  AUo  immer  noch  10  Jahre  früher  als  Herrn  Briz  Abhandlung 
vom  Jahre  1844,  oder,  obwohl  es  eigentlich  mich  und  die  Sache  gar 
nichts  angeht,  noch  8  Jahre  früher  als  das  von  Herrn  Briz  dem  Herrn 
Hcrfacteur  des  Archivs  eingesandte  Heft. 
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treitt  «laus  ceux  d'inertie  relatifs  aux  ligures  planes ;  la  theorie  de 
ces  demiers,  qni  avait  e^e  negligee  corome  purement  speculative, 
Interesse  donc  re'ellement  l'art  des  constructions  etc. 

Was  hiernach  Herrn  Brix  vom  Jahre  1834  ab  noch  zu  erfin- 
den uhrig  bleiben  konnte,  wird  jeder  geehrte  Leser  von  selbst 
ermessen.  *) 

In  einem  mathematischen  Werke  deutscher  Sprache  lind  et 
sich  die  Einführung  der  Trägheits-Moinente  für  die  fraglichen 
Fälle  zuerst  in  der  „Industriellen  Mechanik1'  von  Kuppler. 
Nürnberg  (Septh.)  1841.  **)  (mit  dem  Zusätze  auf  dem  Titel:  „Nach 
Poncet  et  etc.  bearbeitet.")  Nachdem  hier,  im  VJH.  Abschnitte 
des  II.  Theils  von  Seite  234.  ab,  sowohl  Bieeungs-  als  Torsions- 
Momente  für  symmetrische  Queerschnltte  abgehandelt  sind,  werden 
von  Seite  206.  an  nicht  symmetrische  Queerschnitte  in  Betracht  ge- 
zogen und  woselbst  es  heisst:  „Hat  der  QuecTr schnitt  des 
Körpers  eine  nicht  symmetrische  Form,  somussmanden 
in  (2.  Abth.G4.  desselben  Werkes)  erwiesenen  Satz:  7^=7v-f  c-M 
etc.  anwenden."  Hierbei  finden  sich  dann  wieder  mehrere  der 
von  Brix  gewählten  Beispiele,  so  dass  hier  Fig.  227.  gleich  Fig.  7. 
bei  Brix,  Fig.  28.  gleich  Fig.  \).  bei  Brix  etc.,  Beispiele,  die 
sich  natürlich  auch  bei  mir  finden  und  wobei  mir  Herr  Brix  vor- 
wirft, „ich  habe  selbige  von  ihm  entlehnt."  ***) 

Endlich  ist  noch  in  Bezug  auf  die  fragliche  Einfühlung  der 
Trägheitsmomente  anzufahren: 

Mosely,  The  Mechanical  Principles  of  Engineering 
etc.  London.  1843.  -j-)  Derselbe  erwähnt  in  der  Vorrede  aus- 
drücklich, dass  er  hierbei  Poncelet  gefolgt  sei,  wodurch  meine 
frühere  Prioritätsangabe  nur  wiederholt  bestätigt  wird.  Mosety 

entwickelt  §.  300.  die  Gleichung  ^=^7  (Brix  §.  16.),  wobei  J 

das  Trägheitsmoment  bezeichnet,  löst  mittelst  der  wiederholt  er- 
wähnten Axenreduction  $.  307.  eine  schone  praktische  Aufgabe  etc., 
kurz  lässt  in  Bezug  auf  „Grund  an  sieht"  der  Sache  eben  so 
wenig  für  Herrn  Brix  etwas  übrig,  als  ich  mir  bereits  von  Pon- 
celet, Persy  und  Kuppler  nachzuweisen  erlaubte. 


*)  Bei  l'emy  finden  «Ich  (natürlich)  auch  mehrere  der  Brixschen 
HeUpielc  und  Figuren.  Namentlich  Fig.  9.  bis  mit  12.  der  Brix  «dien 
Abhandlung. 

*')  Also  immer  noch  drei  volle  Jahre  früher  als  die  Brixsche  Ab- 
handlung. 

***)  Wahrhaft  unbegreiflich  ist  es  daher,  wenn  Herr  Brix  S.  568. 
de*  Archivs  u.  A.  behauptet,  dass  der  Halhkreisqucerschnitt  von  anderen 
Schriftstellern  nach  nirgends  behandelt  worden  sei.  Ich  habe  diese  Auf- 
gabe zuerst  in  Burg'«  schätzbarer  Abhandlung  (20.  Bd.  (1839.)  der 
Wiener  Jahrbücher),  ausgezeichnet  durch  eine  Masse  wirklich  neuer 
Beispiele,  gefunden,  woselbst  überhaupt  beinahe  die  Hälfte  der  Queer- 
«ehmtuformen  vorkommen,  die  Herr  Brix  als  von  ihm  erfundene  Bei- 
spiele bezeichnet. 

t)  Koch  ein  Jahr  früher  als  Herr  Brix  seine  Abhandlung  bekannt 

machte. 
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Durch  fleissiges  Studium,  zur  Zeit  des  Erscheinens  der  Brii- 
sehen  Abhandlung  von  1H44,  mit  allen  erwähnten  Werken  vollstän- 
dig bekannt,  war  es  klar,  dass  ich  bei  Brix  ausser  einigen  Bei- 
spielen ganz  und  gar  nichts  Neues  finden  und  bei  der  Bearbeitung 
meines  Buches  allein  eine  eigentümliche  (neue)  klare,  bundige 
(vielleicht  sogar  elegante)  und  trotz  dem  ganz  elementare  Dar- 
stellung als  mein  higenthum  bezeichnen  konnte,  welchen  Aus- 
spruch ich  gewiss  hiermit  mit  Fug  und  Recht  wiederholen  kann.  *) 

Hiermit  glaube  auch  ich  das  Meinige  getban  zu  haben,  um 
die  Polemik  des  Herrn  Brix  gebührend  "zu.  würdigen 

Hannover,  im  März  1848.  D.  Rühlmann. 


Vermischte  Schriften. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R.  S.  E.,  Fellow  of 
St  Peters  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Natu- 
ral Philosophy  in  the  University  of  Glasgow.  Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  XLI.  S.  594. 

No.  XV.  On  a  Principle  in  the  theorv  of  surfaces  of  the 
Second  Order,  and  its  application  to  M.  Jacobi's  Method  of  Gene- 
rating the  Ellipsoid.  Continued.  By  R.  Townsend.  —  On  the 
Values  of  a  Periodic  Series  at  certain  limits.  By  Francis  W. 
New  man.  —  On  Ja  General  Transformation  of  any  Quantitative 
Function.  By  George  Boole.  —  On  the  Theory  of  Elimination. 
By  Arthur  Cayley.  ■ —  On  the  Expansion  of  Integral  Functions 
In  a  series  of  Laplaces  Coefticients.  By  Arthur  Cayley.  — 
Notes  on  Hydrodynamics.  By  G.  G  8 tokos.  —  Note  on  the 
Axis  of  Instantaneous  Rotation.  By  G.  G.  Stokes.  —  Reraark 
on  the  Theory  of  Homogeneous  Elastic  Solids.  By  G.  G.  Sto- 
kes. —  On  the  Mathematical  Theory  of  Electricity  in  Equilibrium. 
By  William  Thomson.  —  Geometrical  Investigations  with  refe- 
rence  to  the  Distribution  of  Electricity  on  Sperical  Conductors. 
By  William  Thomson.  — 

No.  XVI.  will  he  published  on  the  2?th  of  May  1848. 


*)  Herr  Brix  citirt  mir  Seite  568.  de«  Archive  einen  Fehler,  den  ich 
(wie  ich  aus  den  Heften  meiner  Schüler  nachweisen  kann)  bereit!  1844 
nach  Navier  auf  die  Weise  corrigirte,  wie  aus  meiner  Vorrede  der 
von  Kavenachen  Ucbcrsetzung  des  An  dänischen  Werkes  an  entnehmen 
ist,  und  wobei  ich  nur  bemerken  möchte,  dass  dieser  Gegenstand  in 
meiner  Geostatik  als  eine  blosse  Nebensache  auftritt,  während  Herr  Brix 
bei  einer  andern  Gelegenheit,  nämlich  der  Entwiekelung  einer  Formel 
für  Znpfenreibnng  in  den  Berliner  Verhandinngen  und  als  bei  einer 
Hauptsache  (da  er  andere  mathematische  Sätze  dieser  Abhandlung  nicht 
für  sich  in  Anspruch  nehmen  kann)  ebenfalls  Fehler  begeht  und  eine 
falsche  Formel  entwickelt,  wie  ihm  dies  Herr  Professor  Weisbach 
bestimmt  nachgewiesen  hat  Dies  nur  nie  Beweis,  wie  wir  Alle  einmal 
irren  können. 
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Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 


Geschichte  der  Mathematik  in  übersichtlichen  Um- 
rissen nebst  Nomenclatur  der  berühmtesten  Mathema- 
tiker von  den  ältesten  bis  auf"  die  neuesten  Zeiten  u.  s.  w., 
von  Heinrich  v.  Gersten bergk.  Eisenberg.  1848.  8.  9  Sgr. 

Ein  ganz  miserables  Product,  welches  so  schlecht  ist,  dass 
es  eigentlich  gar  nicht  verdient,  dass  man  nur  eine  einzige  Zeile 
Raums  seinetwegen  verschwende.  Wie  kann  eine  deutsche  Buch- 
handlung nur  noch  solches  Zeug  verlegen! 

Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch 
Leibniz  mit  Benutzung  der  Leibnizischen  Manuscripte 
auf  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Hannover,  darge- 
stellt von  Dr.  C.  J.  Gerhardt.   Halle.  1848.  4«.  '20  Sgr. 

Die  vorliegende,  für  die  Geschichte  der  Differentialrechnung 
und  der  Mathematik  überhaupt  wichtige  Schrift  enthält  die  Resul- 
tate der  schätzbaren  und  sehr  verdienstlichen  Forschungen  des 
Herrn  Doctor  Gerhardt  über  diesen  viel  besprochenen,  aber 
bisher  immer  noch  nicht  hinreichend  aufgeklärten  Gegenstand. 
Nach  der  Vorrede  enthält  die  Schrift  von  S.  7.  bis  S.  28.  die 
Geschichte  der  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch  Leib- 
niz, durch  welche  unserm  grossen  Landsmanne  zuerst  vollständige 
Gerechtigkeit  widerfährt,  und  die  daher  von  keinem  Mathemati- 
ker angelesen  bleiben  darf.  Besonders  interessant  sind  aber  auch 
die  Beilagen,  in  denen  der  Herr  Vf.  mehrere  bisher  ungcdmckte 
Aufsätze  Xeibnizens  veröffentlicht,  deren  Inhalt  wir  daher  hier 
noch  in  der  Kürze  angeben  wollen.  Beilage  I.  Ueber  dieselbe 
sagt  der  Herr  Vf.:  „die  vorliegende  Schrift  war  bereits  vollendet, 
als  ich  in  der  ungedruckten  (Korrespondenz  zwischen  Leibniz 
und  Jacob  Beritoulli  die  folgende,  höchst  interessante  Notiz 
fand,  die  als  ein  frischer,  rücksichtsloser  Erguss  gegen  einen  be- 
Band XII.  44 
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freundeten  Mathematiker  gewiss  völliges  Vertrauen  verdient  Leib- 
niz  hatte  sie  als  postscriptum  eines  Briefes   datirt  Kerolini 
April  1703,  entworfen,  darauf  aber  wieder  durchstrichen  und  ein 
anderes  von  ganz  verschiedenem  Inhalte  dafür  gesetzt/«    Ls  thut 
uns  leid,  dieses  interessante  Schriftstück,  in  welchem  Lcibiii* 
eigentlich  in  kurzen  Zügen  den  Gant?  seiner  ganzen  mathematischen 
Ausbildung  darlogt,   hier  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen 
nicht  vollständig  mittlieilen  zu  können;  jedoch  wollen  «ir  wenig- 
stens den  Schluss  desselben  den  Lesern  des  Archivs  m.ttheilen, 
welcher  so  lautet :    „Parum  tarnen  movebar,  cum  obvia  vu  crem 
semel  Iiis  imbuto  tironi .  animadverteremque  superesse  multo  altiora, 
sed  qua*  novo  calculi  genere  indigerent.     Lndc  Anlhmeticam 
meam  Quadraturam  sirailiaque,  licet  magno  plausu  üalli  AngUque 
excepissent,  nec  editione  digna  putabam ,  pertaesus  haerere  m 
minntis,  dum  se  Occamw  quidem  aperiret.    Caetera  ut  processennt 
nosti  et  comprobant  literae  nieae  ab  Anglis  ipsis^editae.  Bei- 
lage H.    11.  Novembr.  1073.   (Muss  heissen  10/vi  lügt  der  Herr 
Verfasser  in  einer  Note  hinzu.)     Methodi  tangentium  mversae 
exempla.  —  Beilage  III.  '21.  Nov.  1075.  Pro  methodo  tangentium 
inversa  et  aliis  tetragonisticis  speeimina  et  inventa.  Irigonometna 
indivisibilium.    Aeqüationes*  inadaequatae.    Ordinatae  convergen- 
tes.    Usus  singularis  centri  gravitatis.  —  Beilage  IV.    'Ä  Af; 
vembr.  1075.    Methodi  tangentium  directae  compendium  calculi, 
dum  iam  inventis  aliarum  ciirvarum  tangentibus  utimur.  «Juaedam 
et  de  inversa  methodo.  -  Beilage  V    *>.  Jim.  Hub  Nova 
Methodus  Tangentium.  -  Beilage  VI.  Jul.  107b.    Methodus  tan- 
gentium inversa.  -  Beilage  Vif.    (Verschiedene  mathematische 
Bemerkungen.)  -  Beilage  VIII.  Novembr.  10,0.    C^cuhw  ia?- 
gentium  differentialis.  —  Beilage  IX.    11.  Julii  IG//.  Methode 
generale  pour  mener  les  touchantes  des  Lignes  Courbes  saus  cal- 
cul,  et  sans  reduetion  des  quantites  irrationelles  et  rompues.  — 
Dem  Herrn  Vf.  gebührt  der  w ärmste  Dank  aller  Mathematiker 
für  seine  verdienstlichen  und  mühevollen  Forschungen,  und  ist  zur 
weiteren  Fortführung  derselben ,  auch  auf  anderen  Gebieten  der 
Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften,  aufzumuntern  «m 
so  mehr,  da  nur  wenige  Mathematiker  sich  derselben  zu  widmen 
geneigt  zu  sein  scheinen.  r    ,  yfo± 


Geometrie. 


Die  geometrische  Formenlehre  in  Verbindung  mit  dem  geome- 
trischen Zeichnen,  zum  Gebrauch  an  Gymnasien,  Healschulen 
und  gehobenen  Volksschulen,  so  wie  zum  Selbstunterricht  bear- 
beitet von  Präceptor  C.  W.  Scharpf,  Lehrer  der  Mathematik  am 
untern  und  mittlem  Gymnasium  in  Um.  Mit  einem  Anhang,  kurze 
Wiederholung  der  Sätze  enthaltend,  nebst  21  Figurentafeln.  Lim. 
1818.   8.  lllthlr. 

m alie n  zur  Selbstbeschäftignng  der  Schüler 
i'oterrichte  in  der  ebenen  Geometrie  von  Doc- 
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tor  Christian  Heinrich  Nagel,  Rektor  der  Realanstalt 
in  Ulm.  Zweite  bedeutend  vermehrte  Auflage.  Mit 
3  lithographirten  Tafeln.    Ulm.  1848.   8.    U  Sgr. 

Dieses  Schriftchen  bildet  ursprünglich  den  Anhang  zur  dritten 
Auflage  von  dos  Herrn  Vfs.  Lehrbuche  der  ebenen  Geometrie, 
ist  aber,  was  ganz  zweckmässig  erscheint,  wohl  namentlich  für 
den  Gebrauch  der  Schüler,  besonders  abgedruckt  worden. 

{Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  Geo- 
metrie, Stereometrie  und  Trigonometrie,  nebst  den 
G  r  im  dz  ü  g  en  d  e  r  neueren  Geometrie  von  G.  Jüngling, 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  K.  Land  wirthschafts- 
und  Gewerbsschule  I.  Classe  zu  Erlangen.  Mit  drei 
Figurentafeln.    Hegensburg.  1848.   8.   26]  Sgr. 

Diese  Sammlung  von  Sätzen  und  Aufgaben  aus  den  auf  dem 
Titel  genannten  Wissenschaften  verdient  namentlich  deshalb  den 
Lehrern  an  allen  höheren  Unterrichtsanstalten  recht  sehr  zur  Be- 
achtung empfohlen  zu  werden,  weil  dieselbe  uberall  auf  die  soge- 
nannte neuere  Geometrie  gebührende  Rücksicht  nimmt,  was,  so 
viel  >vir  wissen,  noch  in  keiner  ähnlichen  Sammlung  (ausser  etwa 
in  dem  Anhange  zu  der  Bearbeitung  von  van  Swinden's  Geo- 
metrie) in  gleicher  Weise  geschehen  ist.  Da  das  Buch  eine  Ein- 
theilung  in  eine  grössere  Anzahl  einzelner  Abschnitte  (»der 
Kanitel  nicht  enthält,  so  müssen  wir  uns  leider  versagen,  naher 
uiui  genauer  auf  die  Annähe  seines  Inhalts  einzugehen ,  wünschen 
aber  nochmals  recht  sehr,  dass  die  betreffenden  Lehrer  nähere 
Kenntniss  von  demselben  nehmen  mögen.  Die  Hauptabschnitte 
sind  übrigens  folgende:    /.  Ebene  Geometrie.    1.  Vorübun- 


Figuren  und  der  Kreis.  Construction  quadratischer 
Gleichungen.  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie, 
nebst  Berechnung  gerad liniger  Figuren.)  —  //.  Gonio- 
metrie und  Trigonometrie.  (Hiebet  auch  die  trigonometrische 
Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades.)  — 
///.  Räumliche  Geometrie.  —  IV.  Anwendung  der  Alge- 
bra auf  Stereometrie. 


Resultate  für  den  Maschinenbau  von  F.  Redteu- 
bacher, Professor.  Mit  tSJ  lithographirten  Figurenta- 
fcln.    Mannheim.  1848.    8.    \\  Rthlr.  15  Sgr. 

Diese  Sammlung  von  Formeln  und  Resultaten  der  praktischen 
Mechanik,  welche  für  praktische  Mechaniker  gewiss  vielfach  nütz- 
lich sein  wird,  hat  im  Allgemeinen  folgenden  Inhalt:  Geometrie. 
Festigkeit  der  Materialien.  Construction  der  Maschinentheile. 
Reibung  zwischen  feston  Körpern  und  Steifigkeit  der  Seile.  Resul- 
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täte  aus  der  Hydraulik.  Wasserräder.  Turbinen.  Die  Wgrme  und 
dereu  Benutzung.  Dampfmaschinen.  Transport  zu  Wasser  und 
zu  Land.  Arbeitsmaschinen  und  Fabrication.  Sammlung  von  Ta- 
bellen. —  Ein  weiteres  Eingehen  auf  den  Inhalt  verbietet  hier 
die  Beschränktheit  des  Raums. 


Astronomie. 


Grundzüge  der  Astronomie  und  mathematischen 
Geographie.  Populär  dargestellt  von  von  Morozowicz, 
Lieutenant  im  Koni  gl.  40sten  Infanterie -Regiment  u.s.  w. 
Mit  5  Kupfertafeln.   Berlin.  1848.   25  Sgr. 

Ein  kurzes,  ganz  populäres  Lehrbuch  der  Astronomie  und 
mathematischen  Geographie,  was  seiner  Deutlichkeit  wegen  für 
den  Zweck,  zu  welchem  es  wahrscheinlich  bestimmt  ist,  nämlich 
als  Leitfaden  bei  dem  betreffenden  Unterrichte  auf  dem  Cadetten- 
Corps  zu  Berlin  zu  dienen,«  ganz  wohl  geeignet  zu  sein  scheint. 
Einige  mathematische  Erläuterungen  sind  am  Ende  beigefugt. 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  Secondo  1803—1813.  Tomo  Sesto 
1803-1804.  Vienna.  1847.  4.  Auch  unter  dem  Titel:  An- 
nalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Befehle 
Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Josten  herausge- 
geben von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Sternwarte 
und  o.  «i.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k.  Univer- 
sität zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Stern- 
warte. 29ster  Theil.  Neuer  Folge  9r  Band.  Enthai 
tend  Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jahren  1803  und 
1804.   Wien.  1847.  4. 

Nach  den  Anzeigen  der  frühem  Bände  dieses  von  den  ver- 
dienten Herrn  Herausgebern  mit  so  grosser  Ausdauer  und  so 
grossem  Fleisse  fortsei ührten  wichtigen  Werks  im  Literar.  Ber. 
Nr.  XXXI.  S.  464.,  Nr.  XXXV.  S.  521.  und  Nr.  XL.  S.  578. 
bedarf  es  hier  nur  der  Angabe  des  Titels  des  neu  erschienenen 
sechsten  Tbeils,  welcher  Piazzi's  Beobachtungen  von  den  Jahren 
1803—1804  enthält,  um  den  Herren  Herausgebern  von  Neuem 
den  Dauk  der  Astronomen  zu  sichern. 

Kalender  für  alle  Stände  1848.  Herausgegehen  von 
C.  L.  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.   Wien.  8.   20  Sgr. 

Die  Einrichtung  dieses  sehr  empfehlenswerthen  Kalenders  ist 
aus  den  früheren  Jahrgängen  bekannt  genug.  Die  lehrreichen  Bei- 
lagen desselben  enthalten:  Deutschlands  vorzüglichste  Sternwar- 
ten mit  sieben  Abbildungen  (schon  besonders  angezeigt  im  Lite- 
rarischen Ber.  Nr.  XL.  JS.  578.).  Centrirmaschine  für  Fernröhre 
(für  Optiker  bemerkenswerth).  Kurzgefaßte  Geologie.  Nach  dem 
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Englischen  der  Vestiges  of  the  natural  history  of crea- 
tion.   4.  Auflage. 

Uranus  oder  tägliche,  für  Jedermann  fassliche 
Uebersicht  aller  Hiramelsersch einungen  im  Jahre  1848. 
Für  die  Zwecke  der  beobachtenden  Astronomen,  be- 
sonders aber  auch  für  die  Bedürfnisse  aller  Freunde 
des  gestirnten  Himmels  bearbeitet  und  zusammenge- 
stellt von  Ernst  Schubert  und  Hugo  von  Rothkirch,  und 
herausgegeben  von  Dr.  P.  H.  L.  von  Boguslawski.  Glo- 
gau.  1847.   8.   1  Rthlr.  25  Sgr. 

Zweck  und  Einrichtung  dieses  Jahrbuchs  sind  aus  dem  Literar. 
Ber.  Nr.  XXIX.  S.  441.  bekannt,  und  im  Wesentlichen  ungean- 
dert  geblieben;  daher  genügt  hier  die  einfache  Anzeige  seiner 
Fortsetzung. 

  i 

Physik. 


Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterricht  in  , 
den  oberen  Klassen  der  Gymnasien,  so  wie  auch  für 
gebildete  Leser  überhaupt,  von  Rarl  Koppe,  Profes- 
sor und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.  Mit  zahl- 
reichen, in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  2ter 
Theil.   Essen.  1848.   8.   15  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieser  empfehlenswerthen  Anfangsgründe  der 
Physik  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XL.  S.  579.  mit  eebührendem 
Lobe  angezeigt  worden,  so  dass  jetzt,  weil  alles  dort  Gesagte 
auch  von  dem  zweiten  Theile.  dessen  Inhalt  (Abschnitt  9.  und  10.) 
ebenfalls  schon  früher  angegeben  worden  ist,  gilt,  die  einfache 
Angabe  von  dem  nunmehr  erfolgten  Erscheinen  des  zweiten 
Tbeils  genügt,  um  die  betreffenden  Lehrer  von  Neuem  aufzufor- 
dern, uem  empfehlertsuerthen  Buche  ihre  Aufmerksamkeit  zu 
schenken.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  der  zweite  Theil  auch 
noch  einige  Nachträge,  enthaltend  historische  Notizen,  Bemerkun- 
gen über  Sternschnuppen  und  Meteorsteine,  über  die  gebräuch- 
lichsten Hohlmaasse,  über  die  neuesten  astronomischen  Entdeckun- 
gen, liefert. 

Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen 
Theorie  inducirter  electrischer  Ströme.  Von  F.  E.Neu- 
mann,  Professor  der  Mineralogie  und  Physik  zu  Königs- 
berg. Vorgelesen  in  der  Berliner  Akademie  der  Wis- 
senschaften am  9.  August  1847.   Berlin.  1848.  4.  1  Rthlr. 

Diese  wichtige  Abhandlung  schliesst  sich  an  die  frühere  Ab- 
handlung des  Herrn  V fs.  über  denselben  Gegenstand :  Diemathe- 
ma tischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Strome. 
Keim  er.  1846.  an,  und  nimmt  besonders  auch  Rücksicht  auf 
W.  Weber.'s  Electrodynamische  Maasbestimmungen. 
Leipzig.  1846.  (besonders  abgedruckt  a.  d.  Schriften  der 
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Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften), 
mit  dessen  Resultaten  die  von  dem  Herrn  Vf.  gewonnenen  Re- 
sultate sich  aber  nicht  ganz  in  Einklang  bringen  zu  lassen  schei- 
nen (m.  s.  S.  56.  ff.).  % 

» 

Journal  de  l'Ecole  Royale  Polytech niq ue.  Trente- 
uDieme  Cahier.    Tome  XVIII.    Paris.  1847.   4.   4  Rthlr. 

Dieses  Heft  des  Journal  de  l'rtcole  Royale  Polytech* 
niq u c  ist  eigentlich  ein  fiir  sich  bestehendes  \Verk  und  verdient 
daher  eine  besondere  Anzeige.  Dasselbe  enthalt  nämlich  ein  sehr 
ausgedehntes,  34  Bogen  starkes  Alemoire  sur  ies  haloset 
les  phe'nomenes  optiques  qui  les  aecompagnent,  par 
M.,A.  Bravais,  Lieutenant  de  vaisseau,  Professeur  a 
l'Ecole  royale  Poly technique.  Dieses  Werk  ist  jedenfalls 
die  ausführlichste  und  vollständigste  Schrift,  welche  bis  jetzt  über 
die  Hofe  erschienen  ist.  Dasselbe  enthält  nicht  nur  eine  Beschrei- 
bung aller  bisher  beobachteten  Phänomene  in  grosser  Vollständig- 
keit, sondern  auch  eine  Darstellung  der  verschiedenen  theoretischen 
Ansichten,  mit  den  nöthigen  kritischen  Bemerkungen,  —  wobei 
der  Herr  Vf.  namentlich  auch  eine  sehr  vollständige  Kenntnis« 
der  betreffenden  deutschen  Literatur  an  den  Tag  legt,  —  und 
neue,  demselben  cigenthüiiiliche  Erklärungsversuche,  mit  sehr  aus- 
führlichen mathematischen  Noten,  ferner  auch  fast  Alles,  was  bis- 
her über  die  Krystallisation  des  Eises,  die  natürlich  für  die 
Theorie  der  Hufe  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  bekannt  geworden 
ist,  und  neue  experimentelle  und  theoretische  Untersuchungen  über 
den  Brechungsexponenten  des  Eises,  so  wie  Methoden  zur  künst- 
lichen Nachbildung  der  Höfe.  Wir  können  leider  auf  eine  nähere 
Angabe  des  Inhalts  dieses  grossen  und  in  vielen  Beziehungen 
vorzüglichen  Werkes  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht 
eingehen,  machen  aber  alle  Physiker,  welche  sich  für  die  meteo- 
rologische Optik  interessiren,  auf  dasselbe  aufmerksam,  und  sind 
versichert,  dass  aus  vielen  Rücksichten  Niemand  den  Besitz  des- 
selben wird  entbehren  können.  —  Beiläufig  möge  nur  noch  bemerkt 
werden,  dass  das  vorliegende  Heft  des  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique  auch  noch  eine  ganz  kurze  Note  sur  la  theone 
des  Solution  singuliercs.  Par,E.  Catalan,  Repetiteur  de 
Geometrie  descriptive   a  l'Ecole  Poly  technique  enthält. 

Gründliche  Darstellung  des  Electro-Magnetischen 
Telegraphen,  nach  dem  System  des  Professor  Morse, 
von  Alfred  Vail.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von 
Clemens  Gerke.  Mit  14  Abbildungen.  Hamburg.  1848. 
8.   7i  Sgr. 

Diese  kleine  Schrift  ist  deutlich  verfasst  und  verdient  weitere 
Verbreitung. 
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Vermischte  Schriften. 


The  Cambridge  and  Dublin  niathcmatica!  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R.  S.  E.,  Fellow  of  St 
Peters  College,  Cambridge,  and  Pro  fessor  of  Natural 
Philosophy  in  the  Cniversity  of  Glasgow.  Vergl.  Lite- 
rar.  Ber.  Nr.  XLIII.  S.  022. 

No.  XVI.  Geomctrical  Investigations  with  reference  to  tbe 
Distribution  of  Electricity  on  Spherical  Conductors.  Continued. 
By  William  Thomson.  —  On  a  Principle  in  the  theory  of  Sur- 
faces  of  the  Second  Order,  and  its  applications  to  M.  Jacobi's 
Method  of  Generating  the  Ellipsoid.  Coutintted.  By  R.  Town- 
send.  —  Theorems  on  the  l/mes  of  Curvature  of  an  Ellipsoid. 

By  M.  Roberts.  —  On  the  value  of  f  )  x°  when  ö  is  a  po- 
sitive proper  fraction.  By  the  Rev.  W.  C enter.  —  Note  on  a 
Result  of  Elimination.  Bv  the  Rev.  George  Salmon.  —  On 
Geometrical  Reciprocity.  By  Arthur  Cayley.  —  On  certain  Al- 
gehraie  Functions.  By  James  Cookie.  —  Note  on  the  Minimum 
Value  of  the  Area  of  a  Polygon  circumscribed  about  a  given  Reen- 
tering  Curve.  By  the  Rev.  Harvey  Goodwin.  —  The  Calculus  ' 
of  Logic.  Ry  George  Boole.  —  "On  a  certain  Periodic  Function. 
By  Henry  Wilbraham.  —  On  the  Application  of  a  Symbol  of 
Discontinuity  to  (Juestinns  of  Maxima  and  Minima.  By  Will  tarn 
Wal  ton.  —  Note  on  the  Problem  of  Kalling  Bodies  as  affected 
by  the  Earth's  Rotation.  — 

No.  XVII.  will  be  published  on  the  Ist  of  November  1&48. 


Preisaufgabe  der  Kaiserlich -österreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien. 

Es  sind  die  Erscheinungen  der  geleiteten  Wärme  auf  eine 
mit  der  Erfahrung  übereinstimmende  Weise  aus  zulässigen  Grund- 
sätzen zu  erklären.  Von  einer  genügenden  Bearbeitung  dieser 
Aufgabe  erwartet  die  Akademie,  dass  durch  Versuche  und  Rech- 
nung nachgewiesen  werde,  auf  welchem  Hergänge  die  Fortpflan- 
zung der  Wärme  im  Innern  der  Korper  beruhe,  nach  welchen  Ge- 
setzen sie  vor  sich  geht,  und,  sofern  diese  Gesetze  mit  der  ther- 
mischen Vibrationshypothese  in  Einklang  zu  bringen  sind,  welchen 
Sinn  die  Ausdrücke :  freie  und  gebundene  Wrärme,  Wärme-Capa- 
cität  u.  s.  w.  im  Geiste  dieser  Hypothese  haben. 

Einsendungstermin:  bis  Ende  December  1849;  Preis  1000 Fl. 
Conv.  Münze.  Sprache  jede  in  der  Gstrerrcichischen  Monarchie 
einheimische  oder  die  lateinische. 
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Preisaufgabe  der  Königlich -Dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen. 

Solutio  aequationum  numericarum ,  unam  solummodo  quanti- 
tatem  incognitam  continentium ,  quum  per  nfethodum  a  Gel.  Dr. 
Graeffe  indicatam  ad  calculum  tarn  simplicem  revocata  sit,  quam 
per  naturam  problematis  tieri  posse  videtur,  sncietas  simile  quid 
elicere  cupit,  ubi  de  aequationibus  agitur  plures  incognitas  con- 
tinentibus;  praemium  igitur  suum  proponit  ei,  qui  methodum  in- 
venerit,  quae  regulam  calculi  quam  tieri  possit  simplicissiniam 
exhibeat  ad  omnes  tarn  reales  quam  imaginarias  dati  cujuscunque 
numeri  aequationum  totidein  incognitas  continentium  radices  per 
approximationem  inveniendas. 

Sprache  Lateinisch,  Franzosisch,  Englisch,  Deutsch,  Schwe- 
disch oder  Dänisch.  Einsend ungstermin  vor  Ausgang  August  1849 
an  den  Sekretair  Herrn  Johann  Christian  Oersted.  Preis 
50  Ducaten. 


Druck  fehler. 
Theil  VI.  S.  209.  Z.  7.  r.  o.  muss  es  statt 

X      1   JF3        1    X*  X       1    X*        1  X^ 

sini*>2  —  324+  15'2»  neissen:  sin^<  2  —  3*24  +  15*  2«' 
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Aufforderung 


des  Herausgebers  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik? 

IV." 


 T 

Für  Deutschland,  welches  alle,  von  denen  die  deutsche 
Sprache  geredet  wird,  jetzt  mehr  als  jemals  bald  in  Wahr- 
heit ein  gemeinschaftliches  Vaterland  nennen  zu  dürfen  rt*1e 
Hoffnung  und  das  wohl  erworbene,  in  mehreren  Ländern 
theuer  genug  erkaufte  Recht  haben,  ist  ein  gemeinschaft- 
liches Maass-,  Münz-  und  Gewichts-System  eines 
der  wichtigsten  Bedürfnisse,  wichtiger  als  Mancher  wohl 
glauben  mag.  Dies  hier  weiter  aus  einander  zu  setzen,  ist 
unnöthig  und  auch  jetzt  gar  nicht  meine  Absicht;  von  Neuem 
anführen  will  ich  jedoch,  was  der  grosse  La  place  so  schön 
und  in  kurzen  Worten  so  bezeichnend  über  den  für  jedes 
Land  so  hochwichtigen  Gegenstand  allgemein  eingeführter 
Maasse,  Münzen  und  Gewichte  schon  vor  langer  Zeit  ge- 
sagt hat: 

.,Ön  ne  peut  voir  le  nombre  prodigieu\  de  mesurcs  en 
usage  9  non  seulement  chez  les  differens  peuples .  mnis  dans 
la  meine  nation;  leurs  divisions  bizarres  et  iiicommndcs 
pour  les  calculs;  la  difliculte  de  les  connaitre  et  de  les 
comparer;  enfin  l'embarras  et  les  fraudes  qui  en  resultent 
dans  le  commerce ,  sans  regarder  comme  Tun  des  plus  grands 
Services,  que  les  gouvernements  puissent  rendre  a  la  societe, 
l'adoption  d'un  Systeme  de  mesures  dont  les  divisions  uni- 
formes se  pretent  le  plus  facilement  au  calciü,  et  qui  den 
vent  de  la  maniere  la  moins  arbitraire  d'iuie  mesure  fon- 
damentale  indiquee  par  la  nature  elle-meme.  lTn  peuple, 
qui  se  donncrait  un  semblable  Systeme,  reunirait  a  lavan- 
tage  «Ten  recucüTir  les  premiers  fruits  cclui  de  voir  son 
exemple  suivi  par  les  autres  peuples  dont  il  deviendrait 
ainsi  le  bienfaiteur;   car  l'empire  lent  mais  irreslstiblc  Je 
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In  raison  l'emporte ,  ä  la  longue ,  sur  les  jalousies  nationa- 
les, et  surmonte  tous  les  obstacles  qui  s'opposent  au  bien 
generalement  scnti." 

Dass  dieser  Gegenstand  in  Deutschland  bald  eifrig  in 
Angriff  geiionimen  werden  wird  oder  vielleicht  schon  genom- 
men worden  ist,  kann  nicht  bezweifelt  werden;   wer  aber 
die  grossen  Schwierigkeiten  desselben  kennt  und  mit  kla- 
rem Blick  zu  übersehen  gehörig  befähigt  und  im  Stande  ist, 
muss  wünschen ,  dass  man  sieh  dabei  weniger  als  bei  irgend 
einem  anderen  von  dem  gemeinsamen  Interesse  Deutschlands 
gleich  lebhaft  in  Anspruch  genommenen  Gegenstande  über- 
eile, damit  man  nicht  Gefahr  laufe,  am  Ende  doch  eine 
Einrichtung  getroffen  zu  haben,  welche  sich,   wenn  erst 
der  scharfe  Prüfstein  des  täglichen  Verkehrs  und  des  Han- 
dels und  Wandels  überhaupt  an  dieselbe  gelegt  wird ,  als 
unzweckmässig  und  unpraktisch  erweist.    Insbesondere  ist 
aber   auch  sehr  zu  wünschen,  über  diesen  Gegenstand 
mögliehst  zeitig  die  verschiedenartigsten  Stimmen  aus  den 
verschiedensten  Ländern  zu  vernehmen,  damit  derselbe  nicht 
allein  und  ohne  alle  Vorherathung  von  anderen  Seiten  her 
der  Entscheidung  der  in  Zeiten  wie  die  jeteigen  so  belieb- 
ten Comtnittees,   Commissionen  oder  Deputationen  Kinheim 
gestellt  bleibe.    Deshalb  hat  der  unterzeichnete  Herausge- 
ber des  ..Archivs   der  Mathematik  und  Physik", 
welcher  der  für  das  gemeinsame   deutsche  Vaterland  so 
wichtigen  Uebereinstimmung  der  Maasse.  Münzen  und  Ge- 
wichte schon  seit  langer  Zeit  besondere  Aufmerksamkeit 
gewidmet  hat,  und  an  den  Bestrebungen  der  Gegenwart, 
ohne  für  den  Umsturz  alles  Bestehenden  ohne  Unterschied 
zu  sein,  den  lebhaftesten  Antheil  nimmt,  sich  entschlossen, 
mit  dem  Anfange  des  bnhl  erscheinenden  lsten  Hefts  des 
12ten  Theils  seiner  weit  verbreiteten  Zeitschrift  in  derselben 
der  Einfuhrung  eines  wahrhaft  zweckmässigen,  für  Handel 
und  Wandel  wirklichen  Nutzen  und  wesentliche  Erleichte- 
rung  versprechenden   gemeinschaftlichen   Maass-,  Mfinz- 
und  Gewichte -Systems  in  Deutschland  eine  besondere  Ru- 
brik unter  der  l •  eberschrift :  ..Deutsche  Maasse,  Mün- 
zen und  Gewichte"  zu  widmen,  und  hofft  in  Ueberein- 
stimmung mit  der  Verlagshandlüng  die  Einrichtung  so  zu 
treffen,  dass  die  diese  Rubrik  enthaltenden  Bogen  auch 
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Abgesondert  von  der  eigentlichen  Zeitschrift  zu  einem  ganz 
geringen  Preise  verkäuflich  sind,  deshalb  auch  mit  beson- 
dern fortlaufenden  Seitenzahlen  versehen  werden  sollen  und 
künftighin  zu  einem  besonderen  Werkchen,  dem  dann  auch 
ein  entsprechender  eigener  Titel  beigegeben  werden  wird, 
mit  einander  vereinigt  werden  können.  Li  diese  Rubrik 
wird  der  Herausgeber  Alles ,  was  über  die  Einführung  eines 
gemeinschaftlichen  Maass-,  Münz-  und  Gewichts  -  Systems 
in  Deutschland  irgend  zu  seiner  Kenntniss  gelangt,  aufneh- 
men ;  weil  aber  hiebei  nur  gemeinschaftliche  Kräfte  mit  ge- 
höriger Nachhaltigkeit  wirken  können,  so  lässt  derselbe 
nicht  bloss  an  die  Mathematiker  und  die  Leser  seiner  Zeit- 
schrift ,  sondern  an  alle  und  jede,  welche  für  den  besproche- 
nen höchst  wichtigen  Gegenstand  sich  in  irgend  einer  Be- 
ziehung interessiren,  ferner  auch  an  die  politischen  Klubs 
aller  Arten  und  Farben,  in  allen  Ländern  hiermit  die  Auf- 
forderung ergehen: 

ihm,  die  Einführung  eines  gemeinschaft- 
lichen Maass-,  Müuz-  u.  Gewichts-Systems 
in  allen  Ländern  deutscher  Zunge  betref- 
fende ausführlichere  Aufsätze*,  oder  auch 
bloss  dahin  zielende  einzelne  Vorschläge 
baldigst  und  in  reichlichstem  Maasse  zum 
Abdruck  in  der  genannten  Rubrik  einzu- 
s  e  n  jd  e  n. 

Für  den  schleunigsten  Abdruck  aller  irgend  zur  Auf- 
nahme geeignet  scheinenden  Mittheilungen  wird  gewissen- 
haft Sorge  getragen  werden.  Die  Bedingungen  der  Auf- 
nahme sind  die  für  das  Archiv  überhaupt  geltenden  und 
könuen  als  allgemein  bekannt  angesehen  werden ;  übrigens 
ertheilt  die  dem  ersten  Thebüe  beigegebene  ausführliche  An- 
kündigimg darüber  weiteren  Aufschluss .  und  wird  nur  be- 
merkt, dass  ftir  keine  der  mehrere  Hunderte  übersteigen- 
den trefflichen  Abhandlungen ,  die  in  den  bereits  erschienenen 
eilf  Theilen  des  Archivs  enthaltet«  sind ,  irgend  ein  Honorar 
bezahlt  worden  ist,  und  nach  den  stets  festzuhaltenden 
Gesetzen  des  Instituts  auch  nicht  bezahlt  werden  darf  und 
kann. 

Der  Herausgeber  hofft  auf  dem  vorher  näher  bezeich- 
neten Wege  in  dem  späterhin  aus  den  einzelnen  Bogen  des 
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Archivs  zu  bildendeu  besonderen  Werkchen  eine  mit  der 
Zeit  selbst  fortgeschrittene,  und  mit  der  succes- 
siven  Ausbildung  eines  gemeinschaftlichen  Maass-, 
Münz-  und  Gewichtssystems  in  Deutschland  stets 
gleichmässig  Schritt  haltende  und  mit  derselben 
zugleich  entstandene  Sammlung  wahrer  Acten- 
stücke  zu  bilden,  welche  eben  deshalb  für  alle 
Zeiten  einen  wahren  historischen  Werth  haben 
und  nothwendig  eine  weit  grössere  Auctorität 
und  Authenticität  besitzen  wird,  als  die  nach  der 
ersten  französischen  Revolution  in  gleichem  Falle 
bekanntlich  in  sehr  grosser  Mannigfaltigkeit  iu 
Frankreich  erschienenen  Schriften  grösstentheils 
besitzen. 

Dass  Aufsätze  der  bezeichneten  Art,  deren  Zusendung 
wie  gewöhnlich  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  über  Leip- 
zig mit  der  Aufschrift:  „Für  das  Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik  (Koch's  Separat-Konto)"  erbe- 
ten wird,  reichlich  eingehen  mögen,  wünsche  ich  sehr,  und 
bitte  zugleich  die  Herausgeber  anderer  Journale  oder  auch 
blosser  Localblätter ,  welchen  die  vorliegende  Aufforderung 
zufallig  zu  Gesicht  kommen  sollte,  zur  möglichst  weiten 
Verbreitung  derselben  durch  deren  Aufnahme  in  ihre  Zeit- 
schriften im  Interesse  des  gemeinschaftlichen  deutschen 
Vaterlandes  das  Ihrige  kräftigst  beizutragen. 

Greifswald  im  Mai  1848. 

Der  Herausgeber 
des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik. 

J.  A.  Grunert 
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